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♠♦♥ ❢♦r♠ ♦❢ s❡♥✐❧❡ ❞❡♠❡♥t✐❛✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣❛✐r♠❡♥t ✐♥ ❝♦❣♥✐t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❞❡r❧② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r✐s✐♥❣ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✱
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛t❤♦❧♦✲
❣✐❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ❤❡❛❧t❤ ✐♥ t❤❡ ✷✶st ❝❡♥t✉r②✳ ❚❤❡
♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡s ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ❢♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❡t❛
s❤❡❡ts str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♣❡♣t✐❞❡s ✭❆β ♣❡♣t✐❞❡ ♦r α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❆❉ ❛♥❞
P❉✮ t❤❛t ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❝❡r❡❜r❛❧ t✐ss✉❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠✐s❢♦❧❞❡❞ ♣r♦t❡✐♥s ❛❝❝✉✲
♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ✜❜r✐❧s ❛♥❞ ♣❧❛q✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡
❤❛❧❧♠❛r❦ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ✈❡r② ♦♥s❡t
♦❢ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♠❛t✉r❡
✜❜r✐❧s✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♠② P❤❉ ♣r♦❥❡❝t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜❛s✐s
♦❢ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❞✐s♦r❞❡rs✱ t♦ ❜❡tt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✐♥ ❛♠②❧♦✐❞ ❞✐s❡❛s❡s✱ t♦✇❛r❞s ❛ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡✐r tr❡❛t✲
♠❡♥t✱ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r♦✉t❡ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥✿
❢r♦♠ ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s✱ t♦ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ♦r r❡✈❡rs❡
t❤❡✐r ♠✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♦r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ ❛♥
❛✉①✐❧✐❛r② ❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛t❤✇❛② t❤❛t ❛✛❡❝ts ❜❡♥❡✜❝✐❛❧❧② ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✉s♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡✐r ✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇✐t❤
t❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦t❡✐♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✱ t♦ ❣❛✐♥ ❛ ❞❡❡♣❡♥ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡✐r ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦✲
s❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s✿ ❛ ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧❛ss✱ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❝❤❛♣❡r♦♥❡s✱ t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ ②❡t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡
✐♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❝❡❧❧✉❧❛r ❤♦♠❡♦st❛s✐s✱ ❛♥❞ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♦♥❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢
❝✉r❝✉♠✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❆❢t❡r t❤✐s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ ♦♥ ♠♦❞❡❧ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❤❛s
❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ t♦①✐❝ ❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡✳
▼♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ♣❧❛② ❡ss❡♥t✐❛❧ r♦❧❡s ✐♥ ♠❛♥② ❝❡❧❧✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r♦✲
t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣✱ t❛r❣❡t✐♥❣✱ tr❛♥s♣♦rt✱ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♦❢ t♦①✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❜②
❝❧❡❛r❛♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② r❡❣✉❧❛t❡ ♣r♦t❡✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦t❡❝t
❛❣❛✐♥st ♦①✐❞❛t✐✈❡ str❡ss ❞✉❡ t♦ t♦①✐❝✐t② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❈✉rr❡♥t
st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❍s♣✻✵ ❛♥❞ ❍s♣✼✵ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡
✐♥ ❛♠②❧♦✐❞ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❞✐s❡❛s❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇✐t❤ ♦❢t❡♥ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❍s♣✼✵ ❤❛s ❜❡❡♥
st✉❞✐❡❞ ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧② ✇❤✐❧❡ ❧✐tt❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t ❍s♣✻✵ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦r♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t
✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♥❞ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ❢♦r♠✳ ❊✈❡♥ ❢♦r
t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ●r♦❊▲✱ t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ♦❢ ❍s♣✻✵✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡r♥s



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

r❡♠❛✐♥ ❛❜♦✉t ✐ts str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✉♥❞❡r
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ❡♠❡r❣✐♥❣ ❛s t❤❡r❛♣❡✉t✐❝
❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t❛r❣❡ts✱ t❤❡✐r ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ str✉❝t✉r❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
✜❡❧❞ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣②✱ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ❞r✉❣s ❛♥❞ t❤❡r❛♣✐❡s✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s✬ str✉❝t✉r❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❞✉❡
❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛ st✉❞② ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s✲❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝
♣r♦t❡✐♥s ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡♥s❡
♣❛t❤✇❛②s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳
❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❣❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞ β ♣❡♣t✐❞❡ ❛r❡ ♥❡✇ ❝✉r✲
❝✉♠✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs✱ ❝✉r❝✉♠✐♥ s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡
♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆β ✐♥ ✈✐tr♦ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❜✲
r✐❧❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜❡✐♥❣ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞r✉❣ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛s ❛♥ ❛♥t✐♦①✐❞❛♥t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝✉r✲
❝✉♠✐♥ ❢♦r t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣r❡s❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥❤❡r❡♥t
t♦ ✐ts ♣♦♦r s♦❧✉❜✐❧✐t②✱ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r♠❡❛t❡ t❤❡ ❜❧♦♦❞✲❜r❛✐♥ ❜❛rr✐❡r✳ ❍❡♥❝❡
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥ t♦ ❜✐♥❞
❆β ♣❡♣t✐❞❡✱ ❜✉t t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❜✐♦✲❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
❛ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢
t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st✉❞②✱ ✐✳❡✳ ❝✉r❝✉♠✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♠❡r✐ts ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✐ts ❞❡❢❡❝ts✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠✳
▼② r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♠②❧♦✐❞♦✲
❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❣❡♥ts ♠❛✐♥❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❙♠❛❧❧
❆♥❣❧❡ ❳✲❘❛② ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❳❙✮✱ ❜✉t ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐✳❡✳ ❙❆❳❙✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜rst❧②
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦t❡✐♥ st✉❞✐❡❞✱ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ β ❛♠②❧♦✐❞✱ ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♣r♦t❡✐♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡
♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ♣❛t❤♦❣❡♥✐❝ ♣❛tt❡r♥✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✹ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❍s♣✻✵ ❛♥❞ ❍s♣✼✵ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛t ✜rst
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❆❢✲
t❡r t❤✐s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞ ♣❡♣t✐❞❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥s♣❡❝t❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡✐r
♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❛ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❞✐s❡❛s❡s✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❆β ♣❡♣t✐❞❡
❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♥ t❤✐s st✉❞② t✇♦ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝
str❛t❡❣②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ ♦♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❍s♣✻✵✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ✐ts ♣r♦t❡❝✲
t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✲♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛♥♦❝❛rr✐❡r s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✱
✐♥ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡r❛♣② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❧✐❦❡ ❝❛♥✲



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

❝❡r ❛♥❞ ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡✳ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❙❆❙ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥
r❡♣♦rt❡❞✳



❈❛♥❞✐❞❛t❡✬s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

• ❆♥❣❡❧♦ ❙♣✐♥❡❧❧♦✱ ▼❛r✐❛ ●r❛③✐❛ ❖rt♦r❡✱ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❙♣✐♥♦③③✐✱ ❈❛t❡r✐♥❛ ❘✐❝❝✐✱
●✐❛♠♣❛♦❧♦ ❇❛r♦♥❡✱ ❆♥t♦♥❡❧❧❛ ▼❛r✐♥♦ ●❛♠♠❛③③❛✱ ❛♥❞ ❆♥t♦♥✐♦ P❛❧✉♠❜♦
P✐❝❝✐♦♥❡❧❧♦✳ ◗✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡s ♦❢ ●r♦❊▲ ❛♥❞ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✐♥

s♦❧✉t✐♦♥✿ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❙❆❳❙✲▼❉ st✉❞②✳ ❘❙❈ ❆❞✈❛♥❝❡s✱ ✺✿✹✾✽✼✶✲✹✾✽✼✾✱ ✷✵✶✺✳

• ❈❛t❡r✐♥❛ ❘✐❝❝✐✱ ▼❛r✐❛ ●r❛③✐❛ ❖rt♦r❡✱ ❙✐❧✈✐❛ ❱✐❧❛s✐✱ ❘✐t❛ ❈❛rr♦tt❛✱ ▼❛r✐❛
❘♦s❛❧✐❛ ▼❛♥❣✐♦♥❡✱ ❉♦♥❛t❡❧❧❛ ❇✉❧♦♥❡✱ ❋❛❜✐♦ ▲✐❜r✐③③✐✱ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❙♣✐♥♦③③✐✱
●✐♦s❛❧❜❛ ❇✉r❣✐♦✱ ❍❡✐♥③ ❆♠❡♥✐ts❝❤✱ ❛♥❞ P✐❡r ▲✉✐❣✐ ❙❛♥ ❇✐❛❣✐♦✳ ❙t❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ ❞✐s❛ss❡♠❜❧② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❤✉♠❛♥ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❛♥❞ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ●r♦❊▲

❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s✳ ❇✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str②✱ ✷✵✽✿✻✽✲✼✺✱ ✷✵✶✻✳

• ❈❛t❡r✐♥❛ ❘✐❝❝✐✱ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❙♣✐♥♦③③✐✱ P❛♦❧♦ ▼❛r✐❛♥✐✱ ❛♥❞ ▼❛r✐❛ ●r❛③✐❛ ❖rt♦r❡✳
Pr♦t❡✐♥ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥❡s✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❈✉rr❡♥t
♣❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ✷✷✭✷✻✮✿✸✾✸✼✲✸✾✹✾✱ ✷✵✶✻✳

• ❆♥t♦♥❡❧❧❛ ❇❛tt✐st✐✱ ❆♥t♦♥✐♦ P❛❧✉♠❜♦ P✐❝❝✐♦♥❡❧❧♦✱ ❆♥t♦♥❡❧❧❛ ❙❣❛r❜♦ss❛✱ ❙✐❧✈✐❛
❱✐❧❛s✐✱ ❈❛t❡r✐♥❛ ❘✐❝❝✐✱ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ●❤❡tt✐✱ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❙♣✐♥♦③③✐✱ ❆♥t♦♥❡❧❧❛
▼❛r✐♥♦ ●❛♠♠❛③③❛✱ ❱❛❧❡♥t✐♥❛ ●✐❛❝❛❧♦♥❡✱ ❆♥♥❛♠❛r✐❛ ▼❛rt♦r❛♥❛✱ ❆♥t♦♥✐♥♦
▲❛✉r✐❛✱ ❈❧❛✉❞✐♦ ❋❡rr❡r♦✱ ❉♦♥❛t❡❧❧❛ ❇✉❧♦♥❡✱ ▼❛r✐❛ ❘♦s❛❧✐❛ ▼❛♥❣✐♦♥❡✱ P✐❡r
▲✉✐❣✐ ❙❛♥ ❇✐❛❣✐♦ ❛♥❞ ▼❛r✐❛ ●r❛③✐❛ ❖rt♦r❡✳ ❈✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s

❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② ❛♠②❧♦✐❞ ❜❡t❛ ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ ❘❙❈ ❆❞✈❛♥❝❡s✱
✼✭✺✵✮✿✸✶✼✶✹✲✸✶✼✷✹✱ ✷✵✶✼✳

• ❈❛t❡r✐♥❛ ❘✐❝❝✐✱ ❘✐t❛ ❈❛rr♦tt❛✱ ●✐❛❝♦♠❛ ❈✐♥③✐❛ ❘❛♣♣❛✱ ▼❛r✐❛ ❘♦s❛❧✐❛ ▼❛♥✲
❣✐♦♥❡✱ ❋❛❜✐♦ ▲✐❜r✐③③✐✱ P✐❡r ▲✉✐❣✐ ❙❛♥ ❇✐❛❣✐♦✱ ❍❡✐♥③ ❆♠❡♥✐ts❝❤✱ ▼❛r✐❛ ●r❛③✐❛
❖rt♦r❡✱ ❛♥❞ ❙✐❧✈✐❛ ❱✐❧❛s✐✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✐✲

t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ❍s♣✻✵ ❛♥❞ ✐ts ♣r❡❝✉rs♦r✳ ❇✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐str②✱ ✷✷✾✿✸✶✲✸✽✱ ✷✵✶✼✳



❈❤❛♣t❡r ✶

❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✿ t❤❡♦r②

❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❈♦♥t❡♥ts

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✷ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳✷ ❉❛t❛ tr❡❛t♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❙✮ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♦❧ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦✲
♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❧✐❡s ✐♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ str✉❝t✉r❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠
❛❜♦✉t ♦♥❡ ✉♣ t♦ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♥❛♥♦♠❡t❡rs✳ ❙❆❙ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ st✉❞② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
♥❛t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♥❡❛r ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✐t ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦✲
♣r✐❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ st✉❞② ♦❢ ♣♦❧②♠❡rs✱ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♦r ♥♦t✱ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞s
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦❢ ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡s ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✳
❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❛♥② ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉♥✲
❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✿ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❛✈♦✐❞s ♣r♦❝❡❞✉r❡s s✉❝❤ ❛s s♦❧✈❡♥t r❡♠♦✈❛❧✱ ❢r❡❡③✐♥❣
♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ♦❢t❡♥ ❛❧t❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❯♥❧✐❦❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t s♣❛❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❝♦♥t❛✐♥s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❛❧❧ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡✿ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t❤❛t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❛❝❤ ❜② ❛♥② ♠❡❛♥s ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐♥ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦❜❡ ✭♣❤♦t♦♥s ♦r ♥❡✉tr♦♥s✮ ♦❢
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ✐s ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣r♦❜❡✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ✭❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ▲✐❣❤t ❙❝❛tt❡r✐♥❣✱
❙❆▲❙✮✱ ❳✲r❛②s ✭❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❳✲r❛② ❙❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❙❆❳❙✮ ♦r ♥❡✉tr♦♥s ✭❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡
◆❡✉tr♦♥ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❙❆◆❙✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❡✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t



✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✱ ❛❜s♦r❜❡❞ ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡❞✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ r❛❞✐❛✲
t✐♦♥ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r ✭❜❡❛♠ st♦♣✮ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t❤❡ ❞✐✛✉s❡❞
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡t❡❝t♦r t❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦♥♦✲ ♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✱ r✐❣❤t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ▲❡❢t✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞
❜② ❳✲r❛②s ❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❘✐❣❤t✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢
❙❆❳❙ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✱ ❢r♦♠ ❬✶❪ ❛♥❞ ♦❢ ❇❙❆ ❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡t❡❝t♦r
P✐❧❛t✉s ✶▼ ❛t ❊❧❡ttr❛ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❚r✐❡st❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❛ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ki ✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ✐s s❝❛tt❡r❡❞ ✇✐t❤ kf ✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡❝♦r❞s
t❤❡ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ❣✐✈❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✷θ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ Q✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✳

■❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✱ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✱ t❤r♦✉❣❤
❛ r❛❞✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡✱ t♦ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦r s❝❛tt❡r✐♥❣
✐♥t❡♥s✐t②✱ I(Q) r❡♣♦rt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱ Q ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ks ❛♥❞ t❤❛t
♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✱ ki✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❳✲r❛②s ❛♥❞ ♠❛tt❡r✱
❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛



✶✳✷✳ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✼

s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❡♥t❡r t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛t r❡❛❝❤❡s t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ❡♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s
str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ I(Q) ✐s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿
✐t ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐③❡✱ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❝❡♥t❡rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❧✐♥❦❡❞
t♦ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✳
❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✇✐t❤ ❢♦❝✉s ♦♥ ❙❆◆❙
❛♥❞ ❙❆❳❙✱ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳

✶✳✷ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

✶✳✷✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❢r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

I(Q) = KNPV
2
P (∆ρ)

2P (Q)S(Q) +B ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡K ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✭✐♥❝✐❞❡♥t ✢♦✇✱ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✮✱ NP ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t s❝❛tt❡r t❤❡ ♣r♦❜❡✱
VP t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ∆ρ ✭❝♦♥tr❛st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✮ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❜❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r♦❜❡✲t♦✲♠❡❞✐✉♠
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ P (Q) ✐s t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✱ S(Q) ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✱ Q ✐s t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ B ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
s✉❝❤ ❛s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♥♦✐s❡✳
❚❤r♦✉❣❤ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✿

Q = |ks − ki| =
4πn

λ
sin(θ) ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❡ ❳✲r❛②✮ ❛♥❞ λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❇r❛❣❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭λ = 2dsinθ✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷ ②✐❡❧❞s Q = 2π/d✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✇❛✈❡✲
❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡s s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ ✜①❡❞✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❢r♦♠ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❙❆❳❙ ✐♥str✉♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❳ ❡♠✐ss✐♦♥
♦❢ ❝♦♣♣❡r ✭❈✉ ❑α ❂ ✶✳✺✹✷ ➴✮✱ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✲❞❡t❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❜♦✉t ✸✵ ❝♠✱ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ Q ✐s ✵✳✵✶✲✵✳✺ ➴−1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s✐③❡ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✻✵ ♥♠ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❙❆◆❙ ✐♥str✉♠❡♥t ♣r❡s❡♥t ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s
✉s✐♥❣ ♥❡✉tr♦♥s ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶✵ ➴✱ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ ✶ t♦ ✷✵ ♠✱ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ Q ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✵✳✵✵✶ t♦ ✵✳✺ ➴−1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s✐③❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ✶ t♦



✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✻✵✵ ♥♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳
■♥ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ∆R = π/Qmax✱ t❤❡ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ Qmax ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Q
❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ■❢ Qmax ❂ ✵✳✺ ➴−1 ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❛t ∆❘ ✐s ❛❜♦✉t ✻ ➴✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s
✇❤❡r❡ ♥♦ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲❛♥❣❧❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ♣r❛t✐❝❛❧ s❡ss✐♦♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❜②✿

dΣ

dΩ
(Q) =

I(Q)

ΦSε(λ)tDT (2πR∆R
d2

)
✭✶✳✸✮

✇❤❡r❡ I(Q) ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❞❡t❡❝t❡❞✱ Φ ✐s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✢✉①✱ A ✐s t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t s✉r❢❛❝❡✱ ε(λ) ✐s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ λ ✐♥❝✐❞❡♥t✱
t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ D t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ T ✐s t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✿

T =
I1
I0

✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ I1 ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤✐❧❡ I0 t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❙✐♥❝❡ s❛♠♣❧❡s
❛❜s♦r❜ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ❢r❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♥❡r❣② ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ❬✸❪✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ✢✉① ♦❢
t❤❡ ①✲r❛② ❜❡❛♠ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥s❡rt❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞
❜② s♦♠❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛❢t❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ✭t♦ ❛✈♦✐❞ ❞❛♠❛❣✐♥❣ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r✮✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❜❡❛♠st♦♣✲♠♦✉♥t❡❞ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ ♦r ❜② ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ str♦♥❣❧②
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✉s✐♥❣ ❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ❜❡❢♦r❡ ✭✉♣str❡❛♠✮ ❛♥❞ ❜❡❤✐♥❞
✭❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢✮ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛❢t❡r ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r✲ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr②✲s♣❡❝✐✜❝
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚♦
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❛t✉♠✱ ✐✳❡✳ ❛ dΣ/dΩ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❝♠−1✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❛♠♣❧❡ ❝♦✉♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ s❡t ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ Istd ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✇❤♦s❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝t ❢♦r Q = 0 ✐s ❦♥♦✇♥✳❚❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✉♥✐ts ✭dΣ/dΩ(Q)|abs✮ ❝❛♥ ❜❡
t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✿

dΣ

dΩ
(Q)

∣

∣

∣

∣

abs

=
I(Q)samp

I(Q = 0)std

Dstd

Dsamp

Tstd
Ttot

dΣ

dΩ
(Q = 0)

∣

∣

∣

∣

std

✭✶✳✺✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣✉r✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡♥t✱ ❝❛♣✐❧❧❛r②✱ ❛✐r ❢♦r t♦ ♣r❡✈❡♥t ♠✐s❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪ ❜② ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡♥t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ✉♥✐t❛r② ✭Cb ≃ 1✮✳ ■♥
t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❡❧❧✱ ♦❢ t❤❡



✶✳✷✳ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✾

❜✉✛❡r✱ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ B✱ Ip✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞
✐♥t❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Ip = (Imp −B)− Ttot
Tb+c

(Imb −B) ✭✶✳✻✮

✇❤❡r❡ Imp ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ Imb t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡r✱ Tb+c = TbTc t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❜✉✛❡r
❛♥❞ ❡♠♣t② ❝❡❧❧ ❛♥❞ Ttot t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥✲
s✐t② ❞✐✛✉s❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜② t❤❡ s✉s♣❡♥❞❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❤♦❧❞❡r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✈❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉s♣❡♥❞❡❞ ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦♥❧② t♦ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠✱ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s ✉♥✐t❛r②✱ Ttot ≃ Tb+c✿

Ip = (Imp −B)− (Imb −B) = Imp − Imb ✭✶✳✼✮

✶✳✷✳✷ ❉❛t❛ tr❡❛t♠❡♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳

✶✳✷✳✷✳✶ ●✉✐♥✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ●✉✐♥✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ✐s♦tr♦♣② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

<F 2(Q)>ωQ =
1

4π

∫

dωQ
1

f2

∫

VP

∫

VP

dr1dr2 δρ(r1)δρ(r2) e
iQ·(r2−r1)

=
1

f2

∫

VP

∫

VP

dr1dr2 δρ(r1)δρ(r2)
1

4π

∫

dωQ eiQ·(r2−r1)

=
1

f2

∫

VP

∫

VP

dr1dr2 δρ(r1)δρ(r2)
sin (Q|r2 − r1|)
Q|r2 − r1|

. ✭✶✳✽✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ♦❢ sinx
x tr✉♥❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥

♦❢ t❤❡ ❛①✐s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♦ t❤❛t
∫

VP
dr δρ(r) rα = 0 ✇✐t❤

α = x, y, z✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

<F 2(Q)>ωQ = 1− Q2

3f

∫

VP

dr r2 δρ(r) + . . . ✭✶✳✾✮

❆♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s Rg ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ t♦
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s δρ(r)✿

R2
g =

∫

VP
dr r2 δρ(r)

∫

VP
dr δρ(r)

✭✶✳✶✵✮



✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

<F 2(Q)>ωQ = 1−
Q2R2

g

3
+ . . . ✭✶✳✶✶✮

≈ exp

(

−
Q2R2

g

3

)

✭✶✳✶✷✮

❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❣②r❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✏♣❛rt✐❝❧❡✑
✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❛ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥✱ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥✱ ❛ ♠✐❝❡❧❧❡✱ ♦r ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧✲
t✐♣❤❛s❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤✐s ♣❧♦t st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
♣❛rt✐❝❧❡ ✏s✐③❡✑ Rg ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✐♥t❡♥s✐t② I0 ❛♥❞ ♦❢ ❛♥② ♠♦❞❡❧✳
■♥str✉♠❡♥t❛❧ s♠❡❛r✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♣♣❡❛r t♦
❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❘❣✳ ■♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡✛❡❝ts ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ Rg ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡
✐♥✜♥✐t❡ ❞✐❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t ✭❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✮✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❧♦s❡s ✈❛❧✐❞✐t② ❛t
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ Q ✈❛❧✉❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ●✉✐♥✐❡r✬s ❧❛✇ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡
♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs s✉❝❤ t❤❛t QRg < 1.3✳ ❚❤❡ ❣②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s R✱ R ❂ Rg

√

5
3 ✱ ❢♦r ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ♦❢ s❡♠✐✲❛①❡s A✱ B

❛♥❞ C ✐♥st❡❛❞ Rg
2 = 1/5(A2+B2+C2) ❛♥❞ ❢♦r ♦t❤❡r r❡❣✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡s ✐t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉r♥✐♥❣ r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ●✉✐♥✐❡r ♣❧♦t ❢♦r ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts

❚❤❡ ●✉✐♥✐❡r ♣❧♦t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❬✹✱ ✺❪✳ ❚❤❡
t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♦❢ t❤❡ ❣②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ✐s t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ r❛❞✐✉s

R2
c =

∫∞
0 Pc(r)r

2dr

2
∫∞
0 Pc(r)dr

✭✶✳✶✸✮

✇❤❡r❡ P (r) ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ Q ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥

I(Q) =
I(0)

Q
e−

Q2R2
c

2 ✭✶✳✶✹✮

❋♦r ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤❡ r❛❞✐✉s R ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② R = Rc

√

(2)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ❛ ❧❛♠❡❧❧❛
✭✢❛t ♦❜❥❡❝t✮ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss T ✱ t❤❡ ❣②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❧❛♠❡❧❧❛ ✐s

R2
t =

∫∞
0 Pt(r)r

2dr

2
∫∞
0 Pt(r)dr

✭✶✳✶✺✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲Q ●✉✐♥✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

I(Q) =
I(0)

Q2
e−Q2R2

t ✭✶✳✶✻✮

✇❤❡r❡ R2
t = T 2

12 ✳



✶✳✷✳ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✶✶

✶✳✷✳✷✳✸ P♦r♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ P✭r✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡✿

<F 2(Q)>ωQ= P (Q) =

∫ ∞

0
dr P (r)

sinQr

Qr
, ✭✶✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ P (r) ✐s✿

P (r) =
2r

π

∫ ∞

0
dQP (Q)Q sinQr ✭✶✳✶✽✮

❛♥❞ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t
∫∞
0 dr P (r) = 1✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ P (r)✱ ❧❡t ✉s st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❊q✳ ✭✶✳✽✮ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
r = r2 − r1

P (Q) =
1

f2

∫

VP

∫

VP

dr1dr δρ(r1)δρ(r1 + r)
sin(Qr)

Qr

=

∫ ∞

0
dr

sin(Qr)

Qr
r2

1

f2

∫

VP

dr1dωr δρ(r1)δρ(r1 + r)

=

∫ ∞

0
dr

sin(Qr)

Qr

{

4πr2
1

f2

〈
∫

VP

dr1 δρ(r1)δρ(r1 + r)

〉

ωr

}

. ✭✶✳✶✾✮

❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❊q✳ ✭✶✳✶✼✮✱ t❤❡ t❡r♠ {. . . } r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ t❤❡ P (r)✱

P (r) = 4πr2
1

f2

〈
∫

VP

dr1 δρ(r1)δρ(r1 + r)

〉

ωr

. ✭✶✳✷✵✮

❚❤✉s✱ t❤❡ P (r) ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥tr❛st δρ(r)✳ ❚❤❡ P (r) ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❣②r❛t✐♦♥✳ ❇② ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❊q✳ ✭✶✳✶✼✮ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

sinx

x
= 1− x2

6
+

x4

120
+ . . . ✭✶✳✷✶✮

✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

P (Q) =

∫ ∞

0
dr P (r)

{

1− Q2r2

6
+ . . .

}

= 1− Q2

6

∫ ∞

0
dr r2 p(r) + . . . ✭✶✳✷✷✮

t❤❛t✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✶✳✶✶✮✱ ②✐❡❧❞s t♦

R2
g =

1

2

∫ ∞

0
dr r2 p(r) ✭✶✳✷✸✮

▲❡t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥tr❛st ∆ρ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
δρ(r) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ∆ρs(r)✱ ✇❤❡r❡ s(r) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥t r ✐s ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣✱ t❤❡ ❊q✳ ✭✶✳✷✵✮ tr❛♥s❢♦r♠s t♦

P (r) = 4πr2
1

V 2
P

∫

VP

dr1 <s(r1 + r)>ωr . ✭✶✳✷✹✮

❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ P (r) ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② t♦ ✜♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ✜rst ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦✐♥t r1 ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡♥❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t
❞✐st❛♥❝❡ r ❢r♦♠ r1✳

■❢ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷✹ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
✭❝♦r❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ s❤❡❧❧ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss r ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ s❤❡❧❧✮✿

∫

VP

dr1 <s(r1 + r)>ωr =

∫

❝♦r❡
dr1 <s(r1 + r)>ωr

+

∫

s❤❡❧❧
dr1 <s(r1 + r)>ωr , ✭✶✳✷✺✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ <s(r1+ r)>ωr=
1
4π

∫

dωrs(r1+ r) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ r1 ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ r✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ✐♥t❡❣r❛❧ <s(r1+r)>ωr

♦♥ r1 ✐s 1✱ s♦ VP − SP r✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s❤❡❧❧✿
∫

s❤❡❧❧
dr1 <s(r1 + r)>ωr = SP

∫ r

0
dx <s(x+ r)>ωr , ✭✶✳✷✻✮

✇❤❡r❡ SP ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ x t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✿

∫

VP

dr1 <s(r1 + r)>ωr = VP − SP r +
3

4
SP r = VP (1−

SP r

4VP
). ✭✶✳✷✼✮

❛♥❞ P (r) ✐s✿

P (r) =
4πr2

VP

(

1− SP r

4VP

)

+ . . . ✭✶✳✷✽✮

t❤❛t✱ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ rmax✱ t❤❛t ✐s t❤❡ r ✈❛❧✉❡
❢♦r ✇❤✐❝❤ P (r) = 0✿

P (Q) =
2πSP
Q4V 2

P

+
A(Qrmax)

Q3V 2
P

sin(Qrmax)

+
B(Qrmax)

Q3V 2
P

cos(Qrmax) + . . . ❢♦r ❤✐❣❤ Q ✈❛❧✉❡s. ✭✶✳✷✾✮

❚❤❡ P (Q) tr❡♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ P♦r♦❞ ❧❛✇✿

P (Q) ≈ 2πSP
Q4V 2

P

. ✭✶✳✸✵✮



✶✳✷✳ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✶✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦✐❧❡❞ ❝❤❛✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱
❢r♦♠ ❬✻❪✳

✶✳✷✳✷✳✹ ❑r❛t❦② ♣❧♦t

■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦♥❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♠♦❞✐s♣❡rs❡
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✇❤♦s❡ str✉❝t✉r❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❑r❛t❦② ♣❧♦t✱ I(Q) · Q2 ✈❡rs✉s t❤❡ Q ♣❧♦t✱ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ❝❤❛✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❛♥❞✱
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♠❡r s❝✐❡♥❝❡ ❬✻❪✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛✐♥
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s✿ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣❛rt ❛t ✈❡r② ❧♦✇ Q t❤❛t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜✉❧❛r ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ 1

Q2 r❡❣✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢r♦♠
❧❛r❣❡r s✉❜s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛s r❛♥❞♦♠ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
♦❢ ❝❤❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ♥❡❡❞❧❡ ✐✳❡ I ≃ 1

Q ✐❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ✉♥❢♦❧❞❡❞✳ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
I · Q2 ✈s Q✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ r❡❣✐♦♥ ❞r♦♣s t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❛t Q = 0✱ t❤❡ 1/Q t❛✐❧ ❡♥❞
❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥
✭s❡❡ ❋✐❣✶✳✸✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ❣❧♦❜✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ t❤❡
❤✐❣❤ Q ✈❛❧✉❡s ♦❜❡②s P♦r♦❞✬s ❧❛✇✱ t❤❛t ✐s✱ Q−4✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❑r❛t❦② ♣❧♦t s❤♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❛ ♣❡❛❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Rg✳ ❋♦r ♣r♦t❡✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛
♣❡❛❦ ✐♥ ❛ ❑r❛t❦② ♣❧♦t ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❣❧♦❜✉❧❛r str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
♣❡❛❦ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦r ❣❧♦❜✉❧❛r✐t② ❬✼❪✳

✶✳✷✳✷✳✺ ●❡♥✜t

●❡♥✜t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r
❇✐♦♣❤②s✐❝s ✐♥ t❤❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛r❝❤❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❛t❛ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❙✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❳✲r❛② ✭❙❆❳❙✮ ♦r ♥❡✉tr♦♥
✭❙❆◆❙✮❬✽❪✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❋♦rtr❛♥
❛♥❞ ✐♥ ✐♥♣✉t r❡❛❞s ♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢
♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡ t❤❛♥ ✺✵ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✱ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❜❡❤❛✈✐♦rs t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❡♥t✐r❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❙♦♠❡
♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❢❛❝✲
t♦rs t❤❛t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧✲♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧✐♥❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t✐♠❡ t♦ t✐♠❡ ❜②
t❤❡ ✉s❡r t❤✉s ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ♣❍✱ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤
✐♥ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛② ❢♦r t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ✜t✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐t ✐s
❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❙❆❙ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦r ♦♥ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡
❜❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ❙❆❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥✲
♣✉t ❙❆❙ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
Iexp(Q)✳ ●❡♥✜t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ χ2 ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ✭❣❧♦❜❛❧ ✜t✮ ❙❆❙
❝✉r✈❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✿

χ2 =
1

Nc

Nc
∑

c=1

1

Nc

NQ,c
∑

i=1

{

Iexp,c(Qi)− Îc(Qi)

σc(Qi)

}2

✭✶✳✸✶✮

✇❤❡r❡ Nc ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❆❙ ❝✉r✈❡s✱ NQ,c t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ Q ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡
c ❛♥❞ Îc(Qi) ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❙❆❙ ❝✉r✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ●❡♥✜t✱ σc ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ c ❝✉r✈❡✳ ❚♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♦r s♦♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❙❆❙ ❝✉r✈❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

Îc(Q) = kcIc(Q) +Bc ✭✶✳✸✷✮

Ic ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❙❆❙ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✉♥✐ts✱ kc t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ B t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❙❆❙ ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ Mc ♠♦❞❡❧s

Ic(Q) =

Mc
∑

m=1

wc,mIc,m(Q) ✭✶✳✸✸✮

✇❤❡r❡ wc,m ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ m✲t❤ ♠♦❞❡❧✱ Ic,m(Q) t❤❡ ❝✉r✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❛t
♠♦❞❡❧✳ ❊✈❡r② ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ χ2

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱
s✉❝❤ ✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✢❛❣s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✜t ♦r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡♠ ✜①❡❞✳ ❆t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ●❡♥✜t ❣❡♥❡r❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t♣✉t ✜❧❡s ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜♥❞
t❤❡ ❜❡st ❝✉r✈❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜t✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❧❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ✉s❡❞
♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

▼♦❞❡❧s

❲♦r♠ ❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ❚❤❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞ ♦r ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥
♠♦♥♦♠❡r ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛✐♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✇♦r♠✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❑r❛t❦②✲P♦r♦❞ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r Pwlk(Q)✱ ✇❤✐❝❤



✶✳✷✳ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✶✺

✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② P❡❞❡rs❡♥ ❛♥❞ ❙❝❤✉rt❡♥✲
❜❡r❣❡r t❤r♦✉❣❤ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ Pwlk(Q) ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ t✇♦✲❞❡♥s✐t② ❧❡✈❡❧ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r t❤✉s r❡s✉❧ts✿

Punf (Q) = (2πL)2Pwlk(Q)

[

(ρs − ρ0)(Rc + δ)2
J1 [q(Rc + δ)]

Q(Rc + δ)
+ (ρ1 − ρs)R

2
c

J1(QRc)

QRc

]2

✭✶✳✸✹✮
✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐ts ❡①t❡♥❞❡❞ ❧❡♥❣t❤✱
Rc ✐s t❤❡ ✐♥♥❡r r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝❤❛✐♥✱ δ ✐s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❛t✐♦♥ ❧❛②❡r ❛♥❞ J1(x)

✐s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ρ1✱ ρs ❛♥❞ ρ0 ❛r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞r② ♣r♦t❡✐♥✱ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ❧❛②❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ s♦❧✈❡♥t✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✇♦r♠✲❧✐❦❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r Pwlk(Q) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ L ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
s❡❣♠❡♥t ✭❑✉❤♥✮ ❧❡♥❣t❤ b✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❣♠❡♥ts✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ nb = L/b✳

❈②❧✐♥❞❡rs ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❛r❧② ♣r♦t♦✜❜r✐❧s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ st❛t❡s✱
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜❜r✐❧✲❧✐❦❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❝②❧✐♥❞❡rs ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✳
❚❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Pcyl(Q) = (2πR2
cylHcyl)

2(ρcyl−ρ0)2
∫ π

2

0
dβsinβ

{

sin
(

1
2QHcylcosβ

)

1
2QHcylcosβ

J1(QRcylsinβ)

QRcylsinβ

}2

✭✶✳✸✺✮
✇❤❡r❡ Rcyl ❛♥❞ Hcyl ❛r❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ρcyl ✱ ✐s ✜①❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛
♣r♦t❡✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ Ncyl✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ Ncyl =

πR2
cylHcyl/V1✳

❇✐❣❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣r♦t❡✐♥ st❛t❡ ✭s♣❤✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✉♥s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦✲
t❡✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ r❡❛❝❤ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r
♣r❡s❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st Q✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡✱
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❧❛r❣❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s✱
✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ P♦r♦❞ ❧❛✇✱

Psph(Q) =
2πσsph
Q4

NsphV1(ρsph − ρ0)(ρ1 − ρ0) ✭✶✳✸✻✮

✇❤❡r❡ σsph ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡✲t♦✲✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ ρsph ✐s ✐ts
❛✈❡r❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t②✳ ❚♦ ♥♦t❡✱ t❤✐s ❧❛✇ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❣❡t
t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r Nsph✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞r② ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② φsph =

ρsph−ρ0
ρ1−ρ0

✳

❋♦r♠ ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ ❛ P❉❇ str✉❝t✉r❡ ❚♦ ❛♥❛❧②s❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧s✱ ✐t ❤❛s ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

s❡❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ✐♥✲
✈♦❧✈❡❞✿

dΣ

dΩ
(Q) =

cNA

M1

[

x1P1(Q) +
x2
N2

P2(Q) + ...

]

✭✶✳✸✼✮

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ NA ✐s ❆✈♦❣❛❞r♦✬s ♥✉♠❜❡r✱ M1 ✐s
t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t✱ xi ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ i✲s♣❡❝✐❡s✱ Pi(Q) ✐ts ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ Ni ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❛t s♣❡❝✐❡s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✶ ❢♦r ✉♥❢♦❧❞❡❞ ♠♦♥♦♠❡rs✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r S(Q) ✇❛s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦ ✉♥✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❙❆❙▼❖▲

❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ●❊◆❋■❚ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❛t♦♠✐❝
str✉❝t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦ ✭P❉❇✮ ✜❧❡s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❙♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❆❙▼❖▲ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✵✱ ✶✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ ❈❘❨❙❖▲ s♦❢t✇❛r❡ ❬✶✷❪✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❙❆❙▼❖▲ ✐s t♦ ❡♠❜❡❞ t❤❡ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❛ ✏t❡tr❛❤❡❞r✐❝❛❧ ❝❧♦s❡✲
♣❛❝❦❡❞✑ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡
♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ❤②❞r❛t✐♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥s✐❞❡ ❝❛✈✐t✐❡s ♦r ❣r♦♦✈❡s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
P❉❇✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ●❯■ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢❛❝✐❧✐t② ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❧♦❛❞ t❤❡ P❉❇
✜❧❡s ❬✽❪✳



✶✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢

♣r♦t❡✐♥s ✶✼

✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s

❙♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡rs❛t✐❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✶✸❪✳ ❘❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐✲
❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt t✐♠❡✱ t❤✉s ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞
st✉❞✐❡s ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ❧♦✇✲❝♦♥tr❛st
s♦❧✈❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❡❣✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡✈❡♥
❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝ts ❧✐❦❡ ✈✐r✉s❡s ❬✶✺✱ ✶✻❪✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❛ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤
✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❬✶✼✱ ✶✽❪✳
❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐s✱ t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
t❡rt✐❛r② ❛♥❞ q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡✲
❞✐❛t❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ ❛ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❇② ❙❆❙ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❢♦❧❞✐♥❣✴✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❬✷✵✱ ✷✶❪✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧
❝❤❛♥❣❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛❢t❡r ♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✷✷❪✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ✇❛t❡r ❬✷✸❪✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❙❆❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✉s❡ ♦❢
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❙❆❳❙ ❛♥❞ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡
r❡❝❡♥t❧② r❡✈✐❡✇❡❞ ❬✷✹❪✱ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❜❧❡ t♦ r❡✲
✜♥❡ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❙❆❳❙ ❞❛t❛✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡str❛✐♥❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r
❉②♥❛♠✐❝s ✭▼❉✮ r❡s✉❧ts ❬✷✺❪✳ ❆♥♦t❤❡r s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛t❝❤ ✐s ❜❡t✇❡❡♥
❙❆❳❙✴❙❆◆❙ ❛♥❞ ◆▼❘ ❬✷✻❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❙ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞✴♦r ❛t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♦r ✢✉♦r❡s✲
❝❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❛s s✐♥❣❧❡✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❋❘❊❚✮ ✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ t♦♦✳
■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❙❆❙ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ st✉❞② ♣r♦t❡✐♥
✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❤✐❜✐t♦rs✳ ❙❆❙ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②
st✉❞✐❡❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ❝❛s❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✜❜r✐❧s✿ ❛♠②❧♦✐❞
β ♣❡♣t✐❞❡ ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❬✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵❪✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❞❡♠♦♥str❛t❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳





❈❤❛♣t❡r ✷

❆♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s

❈♦♥t❡♥ts
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✷✳✶✳✶ ■♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✶✳✷ ❆♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧♦❣❡♥❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
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✷✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦✲
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✷✳✸✳✶ ❋✐❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r♦t❡✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✸✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s✿ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✸✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥✿ ✜♥❛❧ st❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Pr♦t❡✐♥s✱ ✐♥ ✉♥❛❧t❡r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❛ss✉♠❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❢♦❧❞✐♥❣✮✱ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞✐❝ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥st✐t✉t❡s ✐ts ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❝❛♥ ❛❞♦♣t ❛
♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♣❍✱ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❣❡♥ts✮✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ st❛❜❧❡
t❤❛♥ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳
Pr♦t❡✐♥ ♠✐s❢♦❧❞✐♥❣ ❞✐s♦r❞❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣❡♣t✐❞❡s t❤❛t✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛
❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❡t❛✲st❛❜✐❧✐t②✱ ❝r❡❛t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡
♦❢ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❝②t♦t♦①✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❬✸✶✱ ✸✷❪✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r✲
❧②✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝②t♦t♦①✐❝ r✐s✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛r❡ t♦ ❞❛t❡ t♦♣✐❝s ♦❢
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② s❡❝t♦rs✱ r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
❜✐♦❧♦❣②✱ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ♣❤②s✐❝s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❜r✐❡❢ ♣r❡❢❛❝❡ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❢♦r t❤❡
♣r♦t❡✐♥s st✉❞✐❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❞✐s✲
♦r❞❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥s ✭■❉Ps✱ ❬✸✸❪✮ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ✇✐❧❧
❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s✱ t❤❛t s❤❛r❡ t❤❡
❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥✲
❡r❛t✐✈❡ ❞✐s♦r❞❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❛♥❞ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡s✳ ■t ✐s ✇✐❧❞❡❧②
❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✛✲♣❛t❤✇❛② ✜❜r✐❧❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ tr✐❣❣❡r
♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♣❛t❤♦❧♦❣② ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦r❡ t♦①✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs ♦r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛t✉r❡ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ ❛♠②❧♦✐❞
✜❜r✐❧s ❬✸✺✱ ✸✻✱ ✸✼❪✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦❧✐❣♦♠❡rs ✐s ❡q✉❛❧❧②
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦①✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝✐❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t❧② s✐③❡❞ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤✐s ✐ss✉❡ r❡♠❛✐♥s ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥❞❛ ✐♥ t❤❡ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❜❛t❡ ❡✈❡♥
✐❢ ♠❛♥② ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ s♣❡❝✐❡s✳
■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❆β ♣❡♣t✐❞❡✱ ✐♥ t❤❡ t✇♦
❛❧❧♦❢♦r♠s ❆β1−40 ❛♥❞ ❆β1−42✱ ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ♠❛✐♥❧② ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❙❆❳❙ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❆❋▼ t❡❝❤✐♥q✉❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t✇♦ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧
♣r♦t❡✐♥s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❣❛✐♥ ❛♥ ❛♠②❧♦✐❞ st❛t✉s ✐❢ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✸✽❪✳ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❜❛s✐❝ ❛♥❞ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✸✾✱ ✹✵✱ ✶✶❪ ❛♥❞✱
❢♦r t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t❡❞ st❛t❡✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❜r✐❧
str✉❝t✉r❡ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❆β1−40

♠♦♥♦♠❡r ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛t ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t ❙❆◆❙ r❡s✉❧t ♦❢ ❩❤❛♥❣✲❍❛❛❣❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪✳
❚❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❜♦t❤ ❛s ❛ ♣♦rtr❛② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞
t♦ ✉♥❞❡r❧✐❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝
♣r♦t❡✐♥s ✇✐t❤ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❤✐❜✐t♦rs✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

✷✳✶✳✶ ■♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥s

❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s✬ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ■t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣r♦t❡✐♥s ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞
t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡✐r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✱ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝r②s✲
t❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ❡♥③②♠❡s✳
■♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦t❡✐♥ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ❬✹✷✱ ✸✸❪✳
❚❤❡s❡ s❡❣♠❡♥ts ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❛ ❞❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❛ t❛r❣❡t
♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦r t❤❡② ♠❛② ♥❡✈❡r ❛ss✉♠❡ ❛ ❞❡✜♥❡❞ t❡rt✐❛r② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥✲
✐♥❣ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❬✹✸❪✳ ❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡
❡✉❦❛r②♦t✐❝ ❣❡♥♦♠❡✱ ✐s t♦t❛❧❧② ♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ✐s t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❣r❡❛t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥✉♠❡r♦✉s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛✐♠❡❞
❛t ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱ ♥❛♠❡❞ ■♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❉✐s♦r❞❡r❡❞ Pr♦t❡✐♥s ♦r ■❉Ps✱ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❬✹✹✱ ✹✺❪✳
❆♥ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ✭■❉P✮ ✐s t❤✉s ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❦♥♦✇♥ t♦ ❧❛❝❦ ❛ ✜①❡❞
♦r ♦r❞❡r❡❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ■❉Ps ❝♦✈❡r ❛ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ st❛t❡s ❢r♦♠ ❢✉❧❧②
✉♥str✉❝t✉r❡❞ t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✐❧s✱ ✭♣r❡✲✮♠♦❧t❡♥ ❣❧♦❜✲
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✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ♠✉❧t✐✲❞♦♠❛✐♥ ♣r♦t❡✐♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s
♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❣❧♦❜✉❧❛r ♦♥❡s✿ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛
❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ❡①✲
♣♦s❡ s❤♦rt ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♠❛♥②
♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t②
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡✐r t❛r❣❡t ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s♣❡❝✐✜❝✐t②
❛♥❞ ❧♦✇ ❛✣♥✐t② ❬✹✻❪✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ♦❢ t❤❡ ■❉P ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ♥♦♥✲♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❬✹✼❪✱ ✐♥ t❤✐s s❡t ❛r❡ ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤t❡❞ t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❞✐s❡❛s❡s✿ t❤❡ ❆β ♣❡♣t✐❞❡✱
❧✐♥❦❡❞ t♦ ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡✱ ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✱ ❧✐♥❦❡❞ t♦ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡✳

✷✳✶✳✶✳✶ ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡ ❛♥❞ ❛♠②❧♦✐❞ β ♣❡♣t✐❞❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❤❡❛❧t❤② ♥❡✉r♦♥
❝❡❧❧s ✈s ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞❛♠❛❣❡❞ ❝❡❧❧s✱
❢r♦♠ ❬✹✽❪✳

❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡ ✭❆❉✮ ✐s ❛ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡
❞✐s❡❛s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❛t❤ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ❝❡r❡❜r❛❧ ❝♦rt❡①✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❧♦ss ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t
✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❞❡♠❡♥t✐❛✱ ♣r♦❣r❡s✲
s✐✈❡❧② ❞✐s❛❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♥s❡t t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧❧②
♦❝❝✉rs ✐♥ ♣r❡✲s❡♥✐❧❡ ❛❣❡ ✭♦✈❡r ✻✺ ②❡❛rs✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝❛s❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥s✉r❣❡♥❝❡ ❛t t❤❡
❛❣❡ ♦❢ ✹✵ ❬✹✾❪✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❧♠❛r❦s ♦❢ ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡ ✐s
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ♣❧❛q✉❡s ❛♥❞ ❛❣❣❧♦♠✲
❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ ♥❡✉r♦✜❜r✐❧❧❛r② ❝❧✉st❡rs ❛♥❞
t❛♥❣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦❞✐❡s ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❬✸✹❪✳ ❆ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❧❡s str✉❝t✉r❡s ✐s t❤❡ τ ♣r♦t❡✐♥✱
❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❞✐s❡❛s❡s t❤❛t
❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦t✉❜✉❧❡s✳ ❆β ✐s ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ♦❢ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵ ❛♥❞ ✷✵✵ µ♠✱ ❝❛❧❧❡❞
❛♠②❧♦✐❞ ♣❧❛q✉❡s ✭♥❡✉r✐t✐❝ ♦r s❡♥✐❧❡ ♣❧❛q✉❡s✮✱ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳
❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡t✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❛t❤♦❣❡♥❡s✐s ♦❢ ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡ ✐♥ ✶✾✾✷ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡✲
s✐s ♦❢ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ❝❛s❝❛❞❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✺✵❪✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s s✉❣✲
❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠✐s♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ β✲❛♠②❧♦✐❞ ♣r❡❝✉rs♦r ♣r♦t❡✐♥ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ ❡✈❡♥t
✐♥ ❆❉ ♣❛t❤♦❣❡♥❡s✐s✱ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ β✲❛♠②❧♦✐❞ ♣r♦✲
t❡✐♥✳ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉r✐t✐❝ ♣❧❛q✉❡s ✐♥st✐❣❛t❡s ❢✉rt❤❡r ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦✜❜r✐❧❧❛r② t❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♦❢ s②♥❛♣t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦tr❛♥s♠✐tt❡rs✱ ❞❡❛t❤ ♦❢ t❛♥❣❧❡✲❜❡❛r✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞
❞❡♠❡♥t✐❛✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❆β✱ ❝♦♠♣♦s❡s✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s t❤❡♦r②✱ t❤❡ tr✐❣❣❡r ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
❚❤❡ ❆β ♠♦♥♦♠❡r ✐s ❛ ♣❡♣t✐❞❡ ♦❢ ✸✽ ✲ ✹✷ r❡s✐❞✉❡s ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②

❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧②✳ ■t ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ❝❛s❝❛❞❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❬✺✶❪✱ ❢r♦♠ ❬✺✷❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❊♥③②♠❡s ❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❆PP t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❆β ♣❡♣t✐❞❡✳ ❋r♦♠ ❬✺✸❪✳

✐♥ t❤❡ ❝❡❢❛❧♦r❛❝❤✐❞✐❛♥ ❧✐q✉♦r✳ ❚❤❡ ❆β ❜✐♦s②♥t❤❡t✐❝ ♣❛t❤✇❛② ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
r❡❛❝t✐♦♥ st❡♣s ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦t❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
♣r♦t❡♦❧②t✐❝ ❝✉tt✐♥❣ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❆♠②❧♦✐❞ Pr❡❝✉rs♦r Pr♦t❡✐♥ ✭❆PP✮✱ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧
♠❡♠❜r❛♥❡ ♣r♦t❡✐♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✶✵ ❦❉❛ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠❛♥② t✐ss✉❡s ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t❧②✱ ✐♥ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ❛t t❤❡ s②♥❛♣s❡ ❧❡✈❡❧✳ ■ts ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❢✉❧❧②
❝❧❛r✐✜❡❞✱ ❜✉t ✐ts ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s②♥❛♣s❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱
♥❡✉r♦♥❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ✐r♦♥ tr❛♥s♣♦rt t♦ t❤❡ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❦♥♦✇♥ ❬✺✹❪✳
❚❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❆β ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s❡❝♦♥❞❛r②
str✉❝t✉r❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ β✲s❤❡❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡❡❞s ✈✐❛ ♠♦♥♦♠❡rs ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
✐♥t♦ ♦❧✐❣♦♠❡rs ✉♣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t✉r❡ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜❡rs✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ✉s✉❛❧❧②
❝♦♥s✐st ♦❢ ✷✲✻ ✉♥❜r❛♥❝❤❡❞ ♣r♦t♦✜❧❛♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ❛❜♦✉t ✷✲✺ ♥♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞ ❜② ❛ ❝r♦ss✲β s♣✐♥❡✱ ✇✐t❤ β ✲str❛♥❞s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✜❜r✐❧ ❛①✐s ❛♥❞ β✲s❤❡❡ts
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❜r✐❧ ❬✺✻❪✱ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♣❛t❤♦❧♦❣② ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❆β ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦r❡ t♦①✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs
♦r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛t✉r❡ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❬✺✼❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✲
✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦♥s❡t
♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣② ✐s st✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♠♣t❡❞ ❬✸✺❪✳ ❆ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ✜❜r✐❧s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
♣r♦t❡✐♥ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛ t✐❣❤t❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✲
❝❛❧ s❡❣♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❡r✐❝ ③✐♣♣❡r✲t✇♦ s❡❧❢✲❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
β s❤❡❡ts t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ s♣✐♥❡ ♦❢ ❛♥ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧ ❬✺✽❪✳
❉✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛ss✐❣♥ t♦ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ♦❢ ❞✐s❡❛s❡s✿ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ✐♠♣❛✐r✐♥❣
t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ❞❡str♦②✐♥❣ t❤❡✐r s❡❧❡❝t✐✈❡ ✐♦♥ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❛❧t❡r❛t✐♦♥s ✭♦①✐❞❛t✐✈❡ str❡ss✱ ❈❛2+ ❤♦♠❡♦st❛s✐s✮ t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝✉❧♠✐♥❛t❡
✇✐t❤ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ❞❡❛t❤ ❬✺✾❪✳ ❇✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛♠②❧♦✐❞ ♦❧✐❣♦♠❡rs ✇✐t❤ ❆✶✶✱ ❛♥
❛♥t✐✲❛♠②❧♦✐❞ ♦❧✐❣♦♠❡r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥t✐❜♦❞②✱ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢
t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ♦❧✐❣♦♠❡rs ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ t♦①✐❝✐t② ♦❢
β✲❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❬✻✵❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❜② st✉❞✐❡s ✐♥ tr❛♥s❣❡♥✐❝ ♠♦❞❡❧ ♠♦✉s❡ ♦❢ ❚❣✷✻✼✻ ♦❢
❆❉✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❧✐♣✐❞ r❛❢ts ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s✐t❡ ✇❤❡r❡ ❆β ♦❧✐❣♦♠❡rs ♠✐❣❤t
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ t♦①✐❝✐t② ✐♥ ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡ ❬✻✶✱ ✻✷❪✳



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡
❝r♦ss✲β str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠❛t✉r❡ ❛♠②✲
❧♦✐❞ ✜❜r✐❧✳ ❊❛❝❤ β✲s❤❡❡t ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞
❜② ②❡❧❧♦✇ ♦r ❣r❡❡♥ ❝♦❧♦r ❛♥❞ s❤♦✇s ❛
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ β✲str❛♥❞s✳
❋r♦♠ ❬✺✺❪✳

❆β1−40 ❛♥❞ ❆β1−42✿ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❛❧❧♦❢♦r♠s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❧♦❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❆β ♣❡♣t✐❞❡
✐♥ t✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛❧❧♦❢♦r♠s ❢♦✉♥❞ ✐♥
❛♠②❧♦✐❞ ♣❧❛q✉❡s ❛r❡ ✹✵ ❛♥❞ ✹✷ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❧♦♥❣
❛♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❆β1−40 ❛♥❞ ❆β1−42✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② str✉❝✲
t✉r❡ ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ t❤❡s❡ t✇♦ s♣❡❝✐❡s s❤♦✇ ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❊✈❡♥
✐❢ t❤❡ s❡❝r❡t❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❆β1−42 ✐s ♦♥❧②
✶✵✪ ♦❢ t❤❛t ♦❢ ❆β1−40✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❛❧❧♦❢♦r♠
✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛q✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡r❡❜r❛❧
♣❛r❡♥❝❤②♠❛ ❬✻✸❪✳ ❆β1−42 ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠♦r❡
♥❡✉r♦t♦①✐❝ t❤❛♥ ❆β1−40 ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s s❡❡♠
t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ✐t ❢♦r♠s ✜❜r✐❧s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥
t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❡♣t✐❞❡ ❬✻✹❪✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❡♣t✐❞❡s ❛✛❡❝t

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✬s ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛♥❞ t♦①✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✿ ✐♥ ✈✐tr♦ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡② ❢♦r♠ ♠✐①❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❬✻✺✱ ✻✻❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣❡♣t✐❞❡s s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✲
✐♦rs ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❆β1−42 s❡❡♠s t♦ ❢♦r♠ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧②
❤❡①❛♠❡r✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❛♥✉❝❧❡✐✱ ✇✐t❤ s♣❤❡r♦✐❞❛❧ r❛❞✐✉s str✉❝t✉r❡ ❛r♦✉♥❞
✷✳✺ ♥♠ ❬✻✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦❡①✐st ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r✳ ❚❤❡s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❡②
❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ ❣✐✈❡ ♣r♦t♦✜❜r✐❧❧❛r ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛r str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ str✉❝✲
t✉r❡s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♥✉❝❧❡✐ ♦❢ t❤❡ ❆β1−42 ♣❡♣t✐❞❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦r
t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❆β1−40✳ ❙t✉❞✐❡s ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ r❡s✐❞✉❡ t❤❛t ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❧✐❣♦♠❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♥✉✲
❝❧❡✐ ✐s ■❧❡✲✹✶✱ ✇❤✐❧❡ ❆❧❛✲✹✷ ✇♦✉❧❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♥✉❝❧❡✐✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❡t✲✸✺ ❜❧♦❝❦s ♣❛r❛♥✉❝❧❡✉s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡
❆β1−40 ♦❧✐❣♦♠❡r s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✻✽❪✳
❚❤❡ t✇♦ s♣❡❝✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥✱ ♣r♦❞✉❝❡ s✐♠✐❧❛r ♣r♦t♦✲✜❜r✐❧❧❛r
str✉❝t✉r❡s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❡♣t✐❞❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❧✐❣♦♠❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡s✳

✷✳✶✳✶✳✷ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥

P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ✭P❉✮ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❞✐s♦r❞❡r
❛❢t❡r ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡ ❛♥❞ ❛✛❡❝ts ❛❜♦✉t ✶✪ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ✻✵ ②❡❛rs ♦❧❞
❬✻✾❪✳
❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ♦❢ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ❛r❡ ❛❜♥♦r♠❛❧✐t✐❡s ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥t✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦✇♥❡ss✱ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ ❣❛✐t ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡✱ ❛♥❞ tr❡♠♦r✳ ◆♦♥✲
♠♦t♦r s②♠♣t♦♠s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐s♦r❞❡rs ♦❢ ♠♦♦❞ ❛♥❞ ❛✛❡❝t ✇✐t❤
❛♣❛t❤②✱ ❛♥❤❡❞♦♥✐❛ ❛♥❞ ❞❡♣r❡ss✐♦♥✱ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❞②s❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛❧❧✉❝✐♥♦s✐s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❞✐s♦r❞❡rs ❬✼✵❪✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✱ P❉ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ❞❡❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❞♦♣❛♠✐♥❡r❣✐❝ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛rs ❝♦♠♣❛❝t❛ ♦❢ t❤❡ s✉❜st❛♥t✐❛

♥✐❣r❛ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❜r❛✐♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ❧✐♣✐❞s ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ ▲❡✇②



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✺

❇♦❞✐❡s ✭▲❇s✮ ❛♥❞ ▲❡✇② ◆❡✉r✐t❡s ✭▲◆s✮✱ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ ♦t❤❡r ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ❞♦rs❛❧ ♠♦t♦r ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ t❤❡ ✈❛❣✉s✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❜❛s❛❧✐s ♦❢ ▼❡②♥❡rt✱ ❛♥❞ t❤❡
❧♦❝✉s ❝♦❡r✉❧❡✉s ❬✼✶❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ▲❡✇② ❇♦❞✐❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ✉❜✐q✉✐t✐♥
❛♥❞ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♣r♦t❡✐♥✳ ❊❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② s❤♦✇❡❞ t❤❛t
α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ▲❡✇② ❇♦❞✐❡s ❛♥❞ ▲❡✇② ◆❡✉r✐t❡s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ✜❧❛♠❡♥ts
✷✵✵✲✻✵✵ ♥♠ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✺✲✶✵ ♥♠ ❬✼✷❪✱ ✇✐t❤ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❧❛♠❡♥ts ✐♥
▲❇s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ β✲s❤❡❡t str✉❝t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❬✼✸❪✳ ❚❤❡
❢❛❝t t❤❛t α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✐s t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❛t ♠✉t❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛✉t♦s♦♠❛❧ ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r♠s ♦❢ P❉ ❤❛s
❛ttr❛❝t❡❞ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❢♦r t♦ ✉♥r❛✈❡❧ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡✳
α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♠♦♥♦♠❡r ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ✶✹✵ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s t❤❛t ❜❡✲
❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s②♥✉❝❧❡✐♥s ❢❛♠✐❧② ✭α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✱ β✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ γ✲s②♥✉❝❧❡✐♥✮✱ t❤❛t s❤❛r❡
❛ q✉✐t❡ ❤✐❣❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❬✼✹❪✳ ❙②♥✉❝❧❡✐♥s ❛r❡
❡①♣r❡ss❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥ ♥❡✉r❛❧ t✐ss✉❡✱ ♠❛✐♥❧② ❛t ♣r❡s②♥❛♣t✐❝ t❡r♠✐♥❛❧ ✐♥ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥
❜r❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥s❡r✈❡❞ α✲❤❡❧✐❝❛❧ ❧✐♣✐❞✲❜✐♥❞✐♥❣ ♠♦t✐❢ ✇✐t❤
s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✲❆✷ ❧✐♣✐❞✲❜✐♥❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❛♣♦❧✐♣♦♣r♦t❡✐♥s
❬✼✺❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♣❛rts✿ ◆✲t❡r♠✐♥✉s✱

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ◆✲t❡r♠✐♥✉s✱ ◆❆❈ ❛♥❞ ❈✲t❡r♠✐♥✉s✳
❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✼✻❪✳

♥♦♥✲❜❡t❛ ❛♠②❧♦✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭◆❆❈✮ ❛♥❞ ❈✲t❡r♠✐♥✉s ✭❋✐❣✳ ✷✳✺✮✳ ❚❤❡ ✜rst ✻✵ ❛♠✐♥♦
❛❝✐❞s✱ t❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥✉s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✱ ❢♦r♠✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❆❈ r❡❣✐♦♥✱ ❛♥ ❛♠♣❤✐✲
♣❛t❤✐❝ α✲❤❡❧✐① r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐♣✐❞✐❝ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❬✼✼❪✳
❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ♠✉t❛t✐♦♥s ❆✸✵P✱ ❊✹✻❑ ❛♥❞ ❆✺✸❚ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❢❛♠✐❧✐❛❧ ❢♦r♠
♦❢ P❉ ❛r❡ ❛❧❧ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦t❡✐♥✲♠❡♠❜r❛♥❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r ✐♥ ♣r♦t❡✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡♥s✐t②✳
❚❤❡ ◆❆❈ ❢r❛❣♠❡♥t ✭✻✶✲✾✺✮✱ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠♦r❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ r❡❣✐♦♥ ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥
❛♥❞ ✐t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t
❝❛✉s❡ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♠✐s❢♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❬✸✻❪✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥ ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ β✲❛♠②❧♦✐❞ ✐♥ ✈✐✈♦✱ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛ β✲s❤❡❡t str✉❝t✉r❡ ✇❤❡♥ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❢♦r♠s
❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❈✲t❡r♠✐♥✉s✱ ✇❤✐❝❤
✐♥❝❧✉❞❡s ✶✹ ❛❝✐❞✐❝ r❡s✐❞✉❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝q✉✐r❡ ❛ ❞❡✜♥❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡ ✐♥ s♦✲
❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✐s ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ♦r ✇❤❡♥ ✐t ❢♦r♠s ❛♠②❧♦✐❞
✜❜r✐❧s✳
❊①t❡♥s✐✈❡ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞❛r②
str✉❝t✉r❡ ✇❤❡♥ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✐s ✐s♦❧❛t❡❞ ✐♥ ✈✐tr♦✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ❤❛s ✇✐❞❡❧② ❜❡❡♥
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞✱ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ■❉P✱ ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s st✉❞✲
✐❡s✱ ❤❛s ❛✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ■❉Ps
❛♥❞ ❛r❣✉❛❜❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦st t❤♦r♦✉❣❤❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ■❉P t♦ ❞❛t❡✳ ❘❡❝❡♥t r❡♣♦rts✱



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s

❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛✈❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✐♥s✐❞❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❤❛✈❡
✐♥st❡❛❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❤❡❧✐❝❛❧ t❡tr❛♠❡r ❬✼✽✱ ✼✾❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❛❣❣r❡❣❛✲
t✐♦♥✱ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ✐♥t♦ ✜❜r✐❧s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
❬✽✵❪✳ ❙✉❝❤ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✜❜r✐❧s ❤❡✐❣❤t✱ ✇✐❞t❤✱
♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✱ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✽✶✱ ✽✷❪✳ ❉❡s♣✐t❡ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✬s r✐❝❤
❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ❤✐st♦r②✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♣✐❝t✉r❡ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❡♠❡r❣❡❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✐ts ✐♥

✈✐✈♦ str✉❝t✉r❡✱ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r♦❧❡s✳

✷✳✶✳✷ ❆♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧♦❣❡♥❡s✐s

❚❤❡ ♥♦♥✲♣❛t❤♦❣❡♥✐❝ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ❧❡❛❞s t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ t♦ ❛ss✉♠❡ ❛ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✽✸❪✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞✳ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦t
❢♦❧❞❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s✲
❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■❢ t♦
r❡❛❝❤ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s❤♦✉❧❞ ♣r♦❜❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 108 s ❬✽✹❪✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t
✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✱
✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❡
✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ✈✐✈♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✇❛s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❜② ▲❡✈✐♥t❤❛❧✱ ✐♥ ✶✾✻✾ ❬✽✹❪✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ▲❡✈✐♥t❤❛❧ ♣❛r❛❞♦① ✐s s♦❧✈❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❜✉t t❤❡r❡
✐s ❛ ✏❜✐❛s✑ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ st❛t❡ ❬✽✺❪✳ Pr♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s
❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢
♥♦♥❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝✱ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✱ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♠♦st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♥❣❧❡ ✇❛② ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡s❡ st❛t❡s✱ ❜✉t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
tr❛❝❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥♥❡❧ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ Pr♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ✐s t❤✉s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♣r♦t❡✐♥✱ ♦r ❛ ❞r❛st✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞
st❛t❡✳ ▼❛♥② st✉❞✐❡s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❆♥✜♥s❡♥ ✐♥ ✶✾✼✷ ❬✽✼❪✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜♦t❤ ✐♥ ✈✐✈♦ ❛♥❞ ✐♥ ✈✐tr♦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❛♥
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛❜❧❡
t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ❬✸✶✱ ✽✺❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ st❛t❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
❤✐❣❤ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ ❢♦r♠✐♥❣ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❬✽✸❪✱ ♥♦t ❜❡✐♥❣
str✐❝t❧② t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♣r❡r♦❣❛t✐✈❡ ♦❢ s♦♠❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s
t❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ st❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣✴❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❧❛♥❞s❝❛♣❡s✳ ❊♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ✭❧❡❢t✱ ✐♥ r❡❞✮ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✱ ✐♥ ❜❧✉❡✮ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞
❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✇❤❡♥ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜②
❡✐t❤❡r ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✭♠♦♥♦♠❡r✐❝ ♣r♦t❡✐♥✮ ♦r ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✭❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ❛♥❞
♠❛t✉r❡ ✜❜r✐❧s✮ ❝♦♥t❛❝ts✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇❡r❡❞ ❜② s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦t❡✐♥s✳ ❋r♦♠ ❬✽✻❪✳



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s

t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥♥❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ■❢ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r✲
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♥t❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ♥❡✇ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✐♥ts
❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♠✐♥✐♠✉♠✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛r st❛t❡ ❣❛✐♥s t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ st❛t❡
❝♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
♠❛♥② ♣r♦t❡✐♥s✱ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞
✜❜r✐❧s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐s ❢❛✈♦r❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❡♣t✐❞❡ ✐♥ ✉♥❢♦❧❞❡❞
♦r ♣❛rt✐❛❧❧②✲✉♥❢♦❧❞❡❞ st❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ❢♦❧❞❡❞ st❛t❡ ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛
♠❡t❛st❛❜❧❡ ♠♦♥♦♠❡r✐❝ ✭♦r ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝✮ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r✐❝✲✜❜r✐❧❧❛r
st❛t❡ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✳
❋✐❜r✐❧❧♦❣❡♥❡s✐s ✐s t❤✉s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❝❡ss✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ❢♦r♠✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞✿ s♦❧✉❜❧❡ ♣r❡✜❜r✐❧❧❛r ♦❧✐❣♦♠❡rs ♦r ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❧❛❣ ♣❤❛s❡✱ ❛❝t ❛s t❡♠♣❧❛t❡s t♦ s❡q✉❡st❡r ♦t❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲♣r♦♥❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ r❛♣✐❞ ✜❜r✐❧ ❣r♦✇t❤ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✮ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱
t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ ♠❛t✉r❡ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ♣❤❛s❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡ ✇❤❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✜❜r✐❧ ❣r♦✇t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ❋r♦♠ ❬✽✽❪✳

♦❢ ✐♥t❡r ❛♥❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜♦♥❞s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② tr❡❛t❡❞
❛s ❛ ♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡s✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭❋✐❣✳ ✷✳✼✮✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡
❝❛❧❧❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✭❧❛❣ ♣❤❛s❡✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✉✲
❛❧❧② ✉♥❞❡r❣♦ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝
str✉❝t✉r❡s r✐❝❤ ✐♥ β s❤❡❡ts ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳ ❚❤❡s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ♦r



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ▲❡❢t✿ ♦r❞❡r❡❞ ❝r♦ss✲β str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠s ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s✳ ❘✐❣❤t✿ ✭❆✮ ❚❤❡ ❝r♦ss✲β
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✭❇✮ ❝r♦ss✲β str✉❝t✉r❛❧
❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦✜❧❛♠❡♥t s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❈✮✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦✜❧❛♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❉✮ s❡❧❢✲❛ss♦❝✐❛t❡ t♦
❢♦r♠ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t✉r❡ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧ ✭❊✮✳ ❋r♦♠ ❬✽✾❪✳

s❡❡❞s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛ss❡♠❜❧② ✉♣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✜❜r✐❧s✳ ❚❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦✜❜r✐❧s ❛♥❞ ♠❛t✉r❡
❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢♦r t❤❡ ❛ss❡♠❜❧②✳ ❙✐♥❝❡ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❛r❡ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✈❡r②
st❛❜❧❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❤❛r❞❧② r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥
t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡ st❛t❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❡
❝r♦ss✲β ♣❛tt❡r♥✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ✜❜r✐❧s ✐s ♥♦t ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥✲
❤❡r❡♥t ✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♠❛② ❜❡ s❡q✉❡♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝✿ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡✱ ✜❜r✐❧s
♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡♣t✐❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣② ❬✾✵❪✳
❆♠②❧♦✐❞ ✜❜❡rs ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✼✲✷✵ ♥♠ ✇✐❞❡✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ❛ ❧❡♥❣t❤ t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ❢❛❧❧s ✐♥
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❤✐♥ ♣r♦t♦✜❧❛♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✇❛②s t♦ ❝r❡❛t❡ ♠❛t✉r❡ ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛②
r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛t ♦r ♥❡❛r ✹✳✼✺ ➴ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♣r♦t♦✜❧❛♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ❛r❡
♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ β✲❢♦❧❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳
❚❤✐s ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞ ❢r♦♠ ✉♥s❡❡❞❡❞ ♦r s❡❡❞❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❬✾✶❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❑♥♦✇❧❡s ❣r♦✉♣ ❬✸✺❪✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✜❜r✐❧s✱ ❛❧❧ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ♣r✐♠❛r② ♣❛t❤✇❛②s✱ s✐♥❝❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜❜✲
r✐❧s✳ ❖♥❝❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❤❛s ❢♦r♠❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❡❝♦♥❞❛r②
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦✈❡rt❛❦❡s ♣r✐♠❛r② ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠❛❥♦r s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ ❛♥❞
❢✉rt❤❡r ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡
s②st❡♠ ✜♥❛❧❧② r❡❛❝❤❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜r✐❧s✱ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ s❡❝♦♥❞❛r② ♥✉✲
❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♥❡✇ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳
❆s ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♠✐①t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧❡①
❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ s♣❡❝✐❡s ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s

s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t t❤♦✉❣❤t t♦ ♦❝❝✉r ✉♥t✐❧ ❛❢t❡r t❤❡ ♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡
❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t✐♠❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ♣❤②s✐❝♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤
❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♣❍ ❬✸✽❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦s♦❧✈❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡s
t❤❡ st❛❜✐❧✐t②✱ s♦❧✉❜✐❧✐t②✱ ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❬✾✷❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r ❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥✐♦♥s ❛✛❡❝t t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ✇✐❞❡❧② ✈❛r✐❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✿ t❤❡
❍♦❢♠❡✐st❡r s❡r✐❡s r❛♥❦s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❜✐♦♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛q✉❡♦✉s ♣r♦❝❡ss❡s ❬✾✸❪✳ ■t ✐s t❤✉s ♥♦t
s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st✉❞✐❡s ♦❢ t❤✐s ❤✐❣❤❧② ❞②♥❛♠✐❝ r❡❛❝t✐♦♥ ♠✐①t✉r❡ ❤❛✈❡
②✐❡❧❞❡❞ ❛ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ tr❛♥s✐❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧❛✐♠❡❞ t♦ ♦❝❝✉♣②
❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ♣❛t❤✇❛② ❬✾✹❪✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐✲
❛t❡ ♦❧✐❣♦♠❡rs ✐s ❡q✉❛❧❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦①✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢
t❤❡s❡ s♣❡❝✐❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t❧② s✐③❡❞ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞
❛s t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t❧②
st✉❞✐❡❞✱ t❤✐s ✐ss✉❡ r❡♠❛✐♥s ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥❞❛ ✐♥ t❤❡ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❜❛t❡✳
❆♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♠❛② ❤♦✇❡✈❡r ❤❛✈❡ ❛ ❣❛✐♥❢✉❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❛❝t❡r✐❛
✇❤❡r❡ ❛♠②❧♦✐❞ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s
♦❢ ❜✐♦✜❧♠s ❬✾✺❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❝❛♥ ❣✐✈❡ ♠✐❝r♦✲♦r❣❛♥✐s♠s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈✐r✉❧❡♥❝❡ ❬✾✻❪✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲β
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ st❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ✜❜r✐❧s ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♥♦✈❡❧ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✾✼✱ ✾✽✱ ✾✾❪✳

▼♦❞❡❧ ♣r♦t❡✐♥s ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❢♦r♠ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ♥❛t✉r❡ ✐s ♥♦t ❛ ✉♥✐q✉❡
❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣r♦t❡✐♥ ♠✐s❢♦❧❞✐♥❣ ❞✐s❡❛s❡s✳ Pr♦t❡✐♥s ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♥❛t✉r❡✱ ❡✈❡♥ ♥♦♥✲♣❛t❤♦❣❡♥✐❝✱ ❝❛♥ ❣❛✐♥ ❛♥ ❛♠②❧♦✐❞ st❛t✉s ✐❢ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✶✵✵✱ ✸✽❪✳ ❚❤❡s❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✇❛②✱ ✉s✐♥❣ ❧❡ss ♣r❡❝✐♦✉s
❛♥❞ ❜❡tt❡r ❦♥♦✇♥ ♣r♦t❡✐♥s ❛s ♠♦❞❡❧ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧②s♦③②♠❡✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
t❤❡ ♦♥❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❣❣s ✭❤❡♥ ❡❣❣ ✇❤✐t❡ ❧②s♦③②♠❡✱ ❍❊❲▲✮✱ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡
❤✉♠❛♥ ♣r♦t❡✐♥✱ ✐s ❛ ❤✐❣❤❧② st✉❞✐❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧
t❡r♠s✳ ▼✉t❛♥t ❧②s♦③②♠❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❤❡r❡❞✐t❛r② s②st❡♠✐❝ ❛♠②❧♦✐❞♦s✐s
❬✶✵✶❪✳ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧②s♦③②♠❡ ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✈✐tr♦ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦
t❤❡r♠❛❧ ❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ❛t ❛❝✐❞✐❝ ♣❍ ♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥❛t✉r✐♥❣
❛❣❡♥ts ♦r ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧✈❡♥ts ❬✶✵✷✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹❪✳
❊✈❡♥ ✐♥s✉❧✐♥✱ ❛ ❤♦r♠♦♥❡ ♣r♦t❡✐♥✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st
♠♦❞❡❧s ❛♠♦♥❣ ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s r❡❛❞✐❧② ✐♥ ✈✐tr♦ ❬✶✵✺✱ ✶✵✻❪✳
❇♦✈✐♥❡ s❡r✉♠ ❛❧❜✉♠✐♥ ✭❇❙❆✮✱ β✲❧❛❝t♦❣❧♦❜✉❧✐♥ ❛♥❞ ❝②t♦❝❤r♦♠❡ ❈ ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛❣❣r❡✲
❣❛t❡s ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ r✐❝❤ ♦❢ β✲s❤❡❡ts str✉❝t✉r❡s ❬✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✵✾❪✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❞❡❡♣❡♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢
✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✈✐tr♦ ✐♥ ♦✉r ❧❛❜♦r❛t♦r② ❛♥❞ ❢♦r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞✐❡s ♦♥ ❛♠②❧♦✐❞ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s✳



✷✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✸✶

✷✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛♠②✲
❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥ t♦ ❢♦❧❧♦✇✳

Pr♦t❡✐♥ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥

▲②s♦③②♠❡ ✭❍❡♥ ❊❣❣ ❲❤✐t❡ ▲②s♦③②♠❡✱ ❍❊❲▲✱ ❙✐❣♠❛ ❆❧❞r✐❝❤✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥
❛ ✼✵ ♠▼ ●❧②❝✐♥❡✲❍❈❧ ❜✉✛❡r ❛t ♣❍ ✷✳✼ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ◆❛❈❧ ✭✺✵ ♠▼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ ❍❊❲▲ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✶✵✵ µ▼ ❢♦r ❙❆❳❙ ❛♥❞ ✺✵ µ▼ ❢♦r ✢✉♦r✐♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛t λ ❂ ✷✽✵ ♥♠ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❧❛r ❡①t✐♥❝✲
t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✸✽✳✾✹ ▲ ♠♦❧−1 ❝♠−1✳❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❝✉❜❛t❡❞ ♦✈❡r♥✐❣❤t ✐♥ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ◆❛❈❧ ❛♥❞ s❛❧t ✇❛s ❛❞❞❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧
❞❡st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t
✻✺ ◦❈ ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st✐rr✐♥❣ ✭✶✶✵✵ r♣♠✮✳
❚❤❡ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✇❛s ♣✉r✐✜❡❞ ❛s ❛ ♠♦♥♦♠❡r✐❝ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❊s❝❤❡r✐❝❤✐❛ ❝♦❧✐ ❛s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✶✵❪ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❡♥❞r✉s❝♦❧♦ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈❤❡♠✐str②✱ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❆β ♣❡♣t✐❞❡s ✇❡r❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❧②♦♣❤✐❧✐③❡❞ ❜② ❆♥❛s♣❡❝✳ ❆β1−40

✇❛s s♦❧✉❜✐❧✐③❡❞ ✐♥ ◆❛❖❍ ✺ ♠▼ ✭❙✐❣♠❛✲❆❧❞r✐❝❤✮✱ ♣❍ ✶✵✱ s♦♥✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❧②♦♣❤✐❧✐③❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❡③♦✉✐ ❡t ❛❧✳ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✶✶✶❪✳ ❚❤❡ ❧②♦♣❤✐❧✐③❡❞ ♣❡♣t✐❞❡ ✇❛s t❤❡♥ ❞✐ss♦❧✈❡❞
✐♥ P❇❙ ✭♣❍ ✼✳✹✮ ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ✜❧t❡rs ✐♥ s❡r✐❡s ❤❛✈✐♥❣ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✵✳✷✵
♠♠ ✭▼✐❧❧❡①✲▲❣✮ ❛♥❞ ✵✳✵✷ ♠♠ ✭❲❤❛t♠❛♥✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❧❛r❣❡
❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇❛s ❛s❡♣t✐❝❛❧❧② ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧❞ r♦♦♠ ❛t ✹ ◦❈✳
❚❤❡ ❆β1−40 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t②r♦s✐♥❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛t ✷✼✻ ♥♠ ✉s✐♥❣
❛♥ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✶✸✾✵ ❝♠✲✶ ▼✲✶✳ ❆β1−42 ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❞✉❝❡❞ ❥✉st ❜②
s♦❧✉❜✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ✐♥ ❤❡s❛✢✉♦r♦✐s♦♣r♦♣❛♥♦❧ ✭❍❋■P✮✱ t❤❛t ✇❛s ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ❣❡♥t❧❡ str❡❛♠ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❣❛s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇❛s ❛s❡♣t✐❝❛❧❧② ♦♣❡r❛t❡❞
✐♥ ❛ ❝♦❧❞ r♦♦♠ ❛t ✹ ◦❈✳ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ ✐❝❡ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛♥❞ ❞✐ss♦❧✈❡❞
❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ P❇❙✳

❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ❯❱✲❱✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❍❊❲▲ ✇❡r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭✺✵
µ▼✮ ❜② ❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ✭✺µ▼✮ ❛t ✹✽✺ ♥♠ ❛♥❞ ❜② ❛❜s♦r❜❛♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭✷✵✵ µ▼✮ ❜②
❈♦♥❣♦ ❘❡❞ ✭✷✵ µ▼✮ ✐♥ t❤❡ ❯❱✲❱✐s s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡✳ ❋❧✉♦r✐♠❡t❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥✴❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❧✐ts✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛♥❛❧②③✐♥❣
t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ✇✐t❤ ✾✿✾ s❧✐ts✳ ❆❧❧ r❡❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❜② ❙✐❣♠❛ ❆❧❞r✐❝❤✳
❆ P❡r❦✐♥ ❊❧♠❡r ▲❙✺✺ s♣❡❝tr♦✢✉♦r♦♠❡t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❤❡r♠♦st❛t✐❝ ❜❛t❤ t❤❛t ❦❡♣t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t ❝♦♥st❛♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✷✵ ◦❈✮✳
❆ ❈♦❧❡ P❛❧♠❡r s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r ✭✻✼ s❡r✐❡s ❱❯ ❱✐s✐❜❧❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡✲
t❡r❀ ❇✐❜❜② ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ▲t❞✳✱ ❙t♦♥❡✱ ❙t❛✛♦r❞s❤✐r❡✱ ❯❑✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❜s♦r❜❛♥❝❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❈♦♥❣♦ ❘❡❞ ❛ss❛②s✳ ❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❡✐❣❤t❡❞



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❙❆❳❙

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❆β1−42 ❛♥❞ ❧②s♦③②♠❡ ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❊❧❡ttr❛ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱
❚r✐❡st❡✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ✷✵ ◦❈ ✐♥ ❝❛♣✐❧❧❛r✐❡s ♦❢ ✶✳✺ ♠♠ ♦✉t❡r
❞✐❛♠❡t❡r✴✵✳✵✶ ♠♠ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❜♦r♦s✐❧✐❝❛t❡ ✭❍✐❧❣❡♥❜❡r❣✱ ▼❛✐s❢❡❧❞✱
●❡r♠❛♥②✮ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ t❤❡r♠♦st❛t✐❝ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❛t❤ ❛♥❞ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❡ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② P✐❧❛t✉s✸ ✶▼ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈▼❖❙
❤②❜r✐❞ ♣✐①❡❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❚■❋ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐r❡❝t❧②
♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❋■❚✷❉ ❬✶✶✷❪✳ ❊❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✷✵ t✐♠❡s ✇✐t❤ ❛♥
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷✵ s ❛♥❞ ❛ r❡st t✐♠❡ ♦❢ ✹✵ s ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣ ❛❢t❡r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
❢♦r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡✲t♦✲❞❡t❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✇❛s s❡t t♦ ✶✳✷✹✼ ♠✱ ✇❤✐❝❤
♣r♦✈✐❞❡❞ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ◗ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶✲✹ ♥♠−1✳ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ ❆β1−40 ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❛t t❤❡ ❇▼✷✾ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✐♥ ❊❙❘❋ ✲ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐t②
✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P✐❧❛t✉s
✶ ▼ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ✉s❡❞ ✐s ❛ ✶✳✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r q✉❛rt③ ❝❛♣✐❧❧❛r②✱ ✇✐t❤
❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ♠✐❝r♦♥s ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✇✐t❤
❛ ❞✐♦❞❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠st♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐✲
s✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✲❞❡t❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✇❛s ✜①❡❞ ❛t
✷✳✽✻✼ ♠✱ t❤❡ ◗ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✶ t♦ ✹✳✺ ♥♠−1✳ ❊❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧❛st❡❞ ✶ s✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡❛❞ t✐♠❡ ♦❢ ✻ s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞
❛t ❧❡❛st ✶✵ t✐♠❡s✳ Pr♦t❡✐♥ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ❢r❡s❤❧② ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❆β1−40 ❛♥❞ ❆β1−42 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛t ✷✼✵ µ▼ ❛♥❞ ✷✵✵ µ▼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛t ✺✵ µ▼✳
❙❆❳❙ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❞Σ✴❞Ω✭◗✮ ✭❜r✐❡✢② r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t✱ ♦♥ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ s❝❛❧❡ ✭❝♠−1✮ ❜② ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ✈✐❛ ❛ ✇❛t❡r s❛♠♣❧❡✱ s✉❜tr❛❝t✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❡r ❜✉✛❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢♦r t❤❡
♣r♦t❡✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❖♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②

❙❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐t❤❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ ❛ ❣❧❛ss
s❧✐❞❡✳ ❋♦r ❈♦♥❣♦ ❘❡❞ st❛✐♥❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✷✵ µ❧ ♦❢ ❞②❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ s❧✐❞❡
❛♥❞ ❧❡❢t t♦ ❞r② ✉♥❞❡r ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❤♦♦❞✳ ❋♦r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❛❧②s✐s t❤❡
s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞r②✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❚❤❚
❞r♦♣ ✭✺ µ▼✮ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ✐♥ ❛ ❞❛r❦ r♦♦♠ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ ❩❡✐ss ❆①✐♦ ■♠❛❣❡r
✷ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❈❛r❧ ❩❡✐ss ▼✐❝r♦■♠❛❣✐♥❣ ●♠❜❍✱ ●❡r♠❛♥②✮ ✇❤✐❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ▲❡✐t③ ❖rt❤♦❧✉① ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣❡✳



✷✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✸✸

❈♦♥❢♦❝❛❧ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

■♠❛❣❡s ♦❢ ❆β1−40 ✜❜r✐❧ ❜✉♥❞❧❡s st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ✭❚❤❚✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ▲❡✐❝❛ ❚❈❙ ❙P✺ ✐♥✈❡rt❡❞ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭▲❡✐❝❛ ▼✐❝r♦s②st❡♠s
❆●✱ ❲❡t③❧❛r✱ ●❡r♠❛♥②✮ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❆r ❧❛s❡r ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛t ✹✺✽ ♥♠ ❛♥❞
❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ✻✸ ① ✶✳✹ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦✐❧ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭▲❡✐❝❛ ▼✐❝r♦s②st❡♠s✮
✐♥ ♦✐❧ ✐♠♠❡rs✐♦♥s✳ ❋✐❜r✐❧ ❜✉♥❞❧❡s ✇❡r❡ ❧❡❢t t♦ s❡tt❧❡ ❢♦r ✷✵ ♠✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
✐♥ ✸✳✺ ❝♠ ❣❧❛ss ❜♦tt♦♠❡❞ P❡tr✐ ❞✐s❤❡s ✭❲✐❧❧❈♦✲❉✐s❤✱ ❲✐❧❧❈♦ ❲❡❧❧s✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ t❤❡
◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠❛❣❡❞ t❤❡r❡✐♥✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✇❛s ✺✵✲✷✵✵ ♠❲ ❛t t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡ s❝❛♥♥✐♥❣ s♣❡❡❞ ✇❛s s❡t t♦ ✹✵✵ ❍③✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
r❛♥❣❡ ✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✹✼✵✲ ✺✶✺ ♥♠✳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ♠♦❞❡ ✭◆♦♠❛rs❦✐ ✐♠❛❣❡✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡✳

❆❋▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ✢❛t ♠✐❝❛ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞r② ❢♦r s❡✈❡r❛❧
❤♦✉rs ✐♥ ❛ ❞❡s✐❝❝❛t♦r ✉♥❞❡r ◆2 ✢♦✇✳ ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ P❛rt♥❡rs❤✐♣ ❢♦r
❙♦❢t ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r ✭P❙❈P✮ ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣② P❧❛t❢♦r♠✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❛t
❛♠❜✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆s②❧✉♠ ❘❡s❡❛r❝❤ ▼❋P✲✸❉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♣ ✭❇r✉❦❡r ▼❙◆▲✲✶✵❀ r❛❞✐✉s ✷ ♥♠✱ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✵✳✻ ◆✴♠✮ ✐♥
t❛♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ●✇②❞❞✐♦♥
✷✳✺✵ s♦❢t✇❛r❡ ❬✶✶✸❪✳ P❧❛♥❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ r♦✇s ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
t♦ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✳



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

✷✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ✭α✲
s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ ❆β1−40/42 ♣❡♣t✐❞❡s✮ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧
♣r♦t❡✐♥✱ ✐✳❡✳ ❧②s♦③②♠❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❜r✐❡❢ st✉❞② ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✭♠♦♥♦♠❡rs✮ ❛♥❞
✜♥❛❧ ✭✜❜r✐❧s✮ st❛t❡s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ ❆β ♣❡♣t✐❞❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t♦
❞❡♣✐❝t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② t❛r❣❡ts ♦❢ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✳

✷✳✸✳✶ ❋✐❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r♦t❡✐♥

❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✱ ❡✈❡r② ♣r♦t❡✐♥ ❝❛♥✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❛♠②❧♦✐❞
st❛t❡✱ ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥✱ ❧②s♦③②♠❡
✭❍❊❲▲✮✱ ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣r♦t❡✐♥✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ■ts ❛♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ ✈✐tr♦ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❊❲▲ ✭✺✵ µ▼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❚❤✐♦✢❛✈✐♥
❚ st❛✐♥✐♥❣ ❬✶✶✹❪✱ ✺µ▼ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✺✵ ♠▼ ◆❛❈❧ ❬✶✶✺✱ ✶✶✻❪✳ ■♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❤❚ ✭✺ µ▼✮ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❧②s♦③②♠❡ ✭✺✵ µ▼✮ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥
♣❛t❤✇❛② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ s❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
■♥ t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✢✉♦r✐♠❡t❡r s❧✐ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❚❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❧✐ts ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs✳

❋✐❣✳ ✷✳✾✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s
♦❢ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ✭❚❤❚✮ s✐❣♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ tr❡♥❞



✸✺

❞❡s❝r✐❜❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♠♦✐❞❛❧ ♣❛tt❡r♥✿

I(t) =
A1 −A2

1− exp
(t−t0)

∆t

−A2 ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ A1 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✱ s❡t t♦ ③❡r♦ ❢♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ A2 ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t0 t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ∆t t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r ❛❜♦✉t
✷✺ ♠✐♥✉t❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
♣❤❛s❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✭❛♣♣❛r❡♥t ❣r♦✇t❤ r❛t❡ τ = 1/∆t ❡q✉❛❧ t♦
❛❜♦✉t ✵✳✵✺ ♠✐♥−1✮✳ ❚❤❡ ✈❡r② s❤♦rt ❧❛❣ ♣❤❛s❡ ♦❝❝✉rs✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇✐t❤✐♥ ✺ ♠✐♥✉t❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❚ st❛✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✶✶✼❪✱ t❤❡ s❛♠❡
♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❈♦♥❣♦ ❘❡❞ ✭❈❘✮✳
❚✐ss✉❡ ❛♠②❧♦✐❞s ❤❛✈❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♠♦r♣❤♦✉s ♣r♦t❡✐♥❛❝❡♦✉s ❛❣❣r❡✲
❣❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ t✐♥❝t♦r✐❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❛❧❦❛❧✐♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❈❘✳ ❚❤❡② ❛♣♣❡❛r r❡❞ ❛t ♥♦r♠❛❧ ❧✐❣❤t ❜✉t ②❡❧❧♦✇✴❣r❡❡♥ ✭✏❛♣♣❧❡ ❣r❡❡♥✑✮ ❜❡t✇❡❡♥
❝r♦ss❡❞ ♣♦❧❛r✐③❡rs ✭t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s♣❡❝tr❛❧ ❝♦❧♦r✮✳ ❇✐♥❞✐♥❣ t♦ ❛♠②❧♦✐❞ ✐♥❞✉❝❡s
❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❤✐❢t ✐♥ ❈❘ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✹✾✵ ♥♠ t♦ ✺✹✵ ♥♠✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡
✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛t ✹✾✵ ♥♠✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r ❈♦♥❣♦ ❘❡❞ ✉♥❜♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ✺✹✵ ♥♠✱ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❈♦♥❣♦ ❘❡❞ ❜♦✉♥❞ t♦ ✜❜r✐❧s ❬✶✶✽❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✱ ❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✺✵ µ▼ ♦❢ ◆❛❈❧ ❛♥❞ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s❛❧t✱ ❦♥♦✇♥ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣
t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♦❢ ✜❜r✐❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✾✸❪✳
❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✇✐t❤♦✉t ✐♦♥s ✐s s❧♦✇❡❞ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ✐♥
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡✲✐♦♥s ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ❧❛❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✇✐t❤ ◆❛❈❧ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮ ✇✐t❤ ❛♥
❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵ ♠✐♥✉t❡s✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱
❜♦t❤ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❣r♦✇t❤ r❛t❡
r❡s✉❧ts ❧♦✇❡r❡❞✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ❈❘ ❢♦r ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ♦♥❧② ✐s st✐❧❧ ♠❛tt❡r ♦❢ ❞❡❜❛t❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ▲❡❢t✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❧②s♦③②♠❡ ✭✺✵ µ▼✮ ✇✐t❤ ❈♦♥❣♦ ❘❡❞
st❛✐♥✐♥❣ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❘✐❣❤t✿ s✐❣♠♦✐❞❛❧ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❈♦♥❣♦ ❘❡❞ ♣❡❛❦s ♦❢ ❧②s♦③②♠❡ ✇✐t❤♦✉t ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✺✵♠▼ ◆❛❈❧ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮✳



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙✐❣♠♦✐❞❛❧ ✜tt✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❍❊❲▲ ✇✐t❤ ❚❤❚ ❛♥❞ ❈♦♥❣♦ ❘❡❞ ✭❈❘✮ st❛✐♥✐♥❣s✳ t0
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ∆t t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ τ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳

t0 ∆t τ

♠✐♥ ♠✐♥ ♠✐♥−1

❚❤❚ ✭✺✵♠▼ ◆❛❈❧✮ ✺ ± ✷ ✷✺ ± ✸ ✵✳✵✹✵ ± ✵✳✵✵✺
❈❘ ✭✺✵♠▼ ◆❛❈❧✮ ✽ ± ✷ ✷✵ ± ✷ ✵✳✵✺✵ ± ✵✳✵✵✺
❈❘ ✭✵♠▼ ◆❛❈❧✮ ✻✺ ± ✶ ✻✺ ± ✷ ✵✳✵✶✺ ± ✵✳✵✵✺

❬✶✶✾❪✱ t❤❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝s t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❢r❡❡✲❞②❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❙❆❳❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛❣❡s
♦❢ ❧②s♦③②♠❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❊❧❡ttr❛ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❚r✐❡st❡✳ ❚❤❡ ❦✐✲
♥❡t✐❝ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛❝q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛❢t❡r ✷✺✵ ♠✐♥✉t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ✜❜r✐❧s ❢♦r♠❛t✐♦♥
✭❋✐❣✳ ✷✳✶✶✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ③❡r♦ ❝✉r✈❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s
t♦ ❛ss❡rt t❤❛t ❧②s♦③②♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r✱ ❛t ♠♦st✱
✐♥ ❛ st❛t❡ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❞❡st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ ✜❜✲
r✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦✈❡r
t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛r s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s s✐❣♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳ ❲❤✐❧❡ ❛t t = 0 t❤❡ ❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛t ✜♥❛❧ st❛❣❡s ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧♦✇ Q ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❧✐❣❤t ♣❡❛❦ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛ ●✉✐♥✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶✮✱ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❑r❛t❦② ♣❧♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✶✱ ❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ❣②✲
r❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
❘g❂✶✳✺±✵✳✶ ♥♠ ❬✶✷✵❪✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜❜r✐❧s t❤❡ ❝r♦ss✲r❛❞✐✉s ✐♥ t❤❡ ●✉✐♥✐❡r r♦❞✲❧✐❦❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❘c❂✼✳✺±✵✳✶ ♥♠✳
❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❧②s♦③②♠❡ ✜❜❡rs ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ✉s✐♥❣ ❚❤❚ ❛s ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✮✳ ❚❤❡ ✜❜r✐❧❧❛r
str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♣r♦t♦✜❜r✐❧s ❛rr❛♥❣❡❞ ❧✐❦❡ ❛ ❝❛r♣❡t ✉♥❞❡r t❤❡ ✜❜r✐❧✱ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❝t ❛s r❡s❡r✈♦✐rs ❢♦r t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❧②s♦③②♠❡ ❛t ✶✵✵ µ▼ ❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✈✐♦❧❡t ❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✭❣r❡❡♥
❝✉r✈❡✮ st❛❣❡ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✭t♦♣ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ✭t♦♣
r✐❣❤t✮✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ st❛❣❡s✳ ■♥ ❜♦tt♦♠✱ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✱
t❤❡ ●✉✐♥✐❡r ✜tt✐♥❣ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♥❛t✐✈❡ ❧②s♦③②♠❡ ✭◗max❂✵✳✽ ♥♠−1✮ ❛♥❞
❢♦r r♦❞✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r ✜❜❡rs ✭◗max❂✵✳✷ ♥♠−1✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ▲②s♦③②♠❡ ✜❜r✐❧s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❚ ❛❢t❡r ✸❤ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛r✿
✶✵✵ µ♠✳



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

✷✳✸✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s✿ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ✭α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✱ ❆β1−40✱
❆β1−42✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❙❆❳❙ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❚❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳

α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✿ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ♥❡✉tr❛❧ ♣❍
✐♥ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r ❛t ✶ ❣✴▲ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✳
❚❤❡ ❑r❛t❦② ♣❧♦t ♥❡❛r❜② s❤♦✇s ❛ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❢♦❧❞❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
●✉✐♥✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡t✉r♥s ❛ ❣②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ❘g❂✹✳✶±✵✳✶ ♥♠✱
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡
❬✽✷❪✳ ❚❤❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ Q r❛♥❣❡ ❛❞♦♣t✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❚♦♣✱ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♠♦♥♦♠❡r✱ ✺✵ µ▼✿ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❑r❛t❦② ♣❧♦t✳
❇♦tt♦♠✱ ●✉✐♥✐❡r ✜tt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❣②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ Qmax❂✵✳✷✺ ♥♠−1✳

❛ ✇♦r♠✲❧✐❦❡ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ❬✾❪✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ●❡♥✜t s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥
✶✳✷✳✷✳✺✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❞❡❡❞ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❝❤❛✐♥
♦❢ ♠♦♥♦♠❡r✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ❬✶✷✶❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞r② ✈♦❧✉♠❡ ♦❢
t❤❡ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♠♦♥♦♠❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛✱ t❤❡
✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❧❡♥❣t❤ L ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥✱ t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤ b ✭✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t
r✐❣✐❞ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥✮✱ t❤❡ ❝♦r❡ r❛❞✐✉s Rw ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜✉❧❦ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② dW ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ❝✉r✈❡ ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❋✐tt✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♠♦♥♦♠❡rs ✇✐t❤ ●❡♥✜t s♦❢t✇❛r❡✱ χ2❂✶✳✶✳

r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✱ ✇✐t❤ ❛ ❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ b❂✶✳✷±✵✳✺ ♥♠✱ L❂✾✹✳✻±✵✳✹ ♥♠✱
Rw❂✵✳✹✹±✵✳✵✶ ♥♠ ❛♥❞ dW ≃ 1.08✪✳

❋♦r ❛♠②❧♦✐❞ β✲♣❡♣t✐❞❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ t✇♦ ❛❧❧♦st❡r✐❝ ❢♦r♠s✿
❆β1−40 ❛♥❞ ❆β1−42✳

❆β1−40✿ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✺ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆β1−40 ♣❡♣t✐❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✱ r❡✲
s❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r✐❝ st❛t❡✳ ❊✛❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❣②r❛t✐♦♥
r❛❞✐✉s ✭❘g❂✶✳✻✷±✵✳✵✾ ♥♠✮✳ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡s❤❧② ♣r❡♣❛r❡❞ ❆β1−40 s❛♠♣❧❡✱
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❆β1−40 ♠♦♥♦♠❡r ✭✷✼✵ µ▼✮✿ t♦♣✱ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡✱ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ❛♥❞✱ ❜♦tt♦♠✱
●✉✐♥✐❡r ✜tt✐♥❣✱ Qmax = 0.6 ♥♠−1✳

❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✱ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ Q r❛♥❣❡ ❜② t❤❡ ✇♦r♠✲❧✐❦❡
❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✳ ❚♦ ♥♦t❡✱ t❤❡ ✜①❡❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ V1 = 5400 ➴3 ❢♦r t❤❡ ❞r② ✈♦❧✉♠❡



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

♦❢ t❤❡ ❆β1−40 ♠♦♥♦♠❡r ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t V1 = πR2
wL✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ❝✉r✈❡ ✇❛s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ b❂✷✳✵±✵✳✺ ♥♠ Rw❂✵✳✹✶±✵✳✵✶ ♥♠ ❛♥❞ dW ≃ 1.05✪✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t
❆β1−40 ❝♦♥t❛✐♥s ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛✐♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❆β1−40 ♠♦♥♦♠❡r ✭✷✼✵ µ▼✮ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ●❡♥✜t s♦❢t✇❛r❡✱ χ2❂✶✳✷✳

❆β1−42✿ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛♥❛❧②③❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ st❛rt✐♥❣ st❛❣❡ ♦❢
❆β1−42 ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡
❞♦❡s ♥♦t s✉❣❣❡st t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs ♦❢
❆β1−40 ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼✱ ❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
●✉✐♥✐❡r ✜tt✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✜♥❡ r❡s✉❧ts✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ❛ s❡♠✐✲❛❣❣r❡❣❛t❡❞ tr❡♥❞ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r♠ ❧✐❦❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ▲❡❢t✿ ❆β1−42 ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈s ❆β1−40 ♠♦♥♦♠❡r✱ r✐❣❤t✿❆β1−42 ●✉✐♥✐❡r
r♦❞✲❧✐❦❡ ✜tt✐♥❣✿ ❘c❂✶✳✾±✵✳✷ ♥♠ ✭✷✵✵ µ▼✮✳ ❆t ✈❡r② ❧♦✇ Q ✈❛❧✉❡s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❡♥❞❡♥❝② ❤❛s
❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ P♦r♦❞ ❧✐❦❡ tr❡♥❞✳

♠♦♥♦♠❡rs✱ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦t❡✐♥✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r♦❞✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ s♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛
r❛❞✐✉s ❘c❂✶✳✾±✵✳✷ ♥♠ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✼✮✳ ❆t ✈❡r② ❧♦✇ Q ✈❛❧✉❡s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❡♥❞ ❤❛s
❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ P♦r♦❞ ❧✐❦❡ tr❡♥❞ ❛♥❞ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ●✉✐♥✐❡r ✜tt✐♥❣✳
❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡♥s✐t② ♦❢ ❆β1−42 ✐♥ r❡s♣❡❝t ♦❢ ❆β1−40✳



✹✶

✷✳✸✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥✿ ✜♥❛❧ st❛t❡s

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✜❜r✐❧❧❛r st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ ❆β1−40 ❛♥❞ ❆β1−42 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❛♠✲
♣❧❡❞✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ t❛r❣❡ts t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t♦r②
❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❛♥❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✿ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈❡r② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r✐❝ ❢♦r♠ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✽✮✳
▼❛t✉r❡ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡ss✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❋✐❜❡rs ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ♠♦♥♦♠❡rs ✭❜❧✉❡✮ ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✭✺✵ µ▼✮✳

✐♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❙❆❳❙ ❞❡t❡❝ts t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡t❡❝t s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❜r✐❧s s❛♠✲
♣❧❡s✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✾ ❛♥❞ ✷✳✷✵✮ ❛♥❞ t♦
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s r❡♣♦rt❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts r❡✈❡❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ r♦❞✲❧✐❦❡ ●✉✐♥✐❡r ✜tt✐♥❣s ✭s❡❡ ✶✳✷✳✷✳✷✮✱ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs r❛❞✐✐ ❛r❡ ❘c❂✺✳✶±✵✳✶ ♥♠ ❢♦r t❤❡ ✜rst s❛♠✲
♣❧❡✱ ❘c❂✶✵±✶ ♥♠ ❛♥❞ ❘c❂✶✷±✶ ♥♠ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✾✮✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❈②❧✐♥❞❡rs r❛❞✐✐ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜❡rs✳

❘1 ✭♥♠✮ ❘2 ✭♥♠✮ P♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✭✪✮
❙❛♠♣❧❡ ✶ ✺✳✷ ± ✵✳✷ ✲ ✹✽ ± ✺
❙❛♠♣❧❡ ✷ ✶✸✳✵ ± ✵✳✻ ✶✳✽ ± ✵✳✶ ✹✽ ± ✺
❙❛♠♣❧❡ ✸ ✷✽✳✵ ± ✵✳✺ ✶✳✼ ± ✵✳✶ ✹✽ ± ✺

●✐✈❡♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❝②❧✐♥❞❡rs ✇❤♦s❡ r❛❞✐✉s ✐s ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ t♦ ❜❡tt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✶✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt✐♥❣ r❡t✉r♥ ❛ ❣r❡❛t
♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❛t ✹✽±✺ ✪ ✱ ❛♥❞ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✸✾❪✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ▲❡❢t✿ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜❡rs ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ✭r❡❞✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✮
❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ s❤♦✇❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣② s♦ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳
❘✐❣❤t✱ ❑r❛t❦② ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡s✳

 0.1

 1

 10

 100

 1000

 10000

 0.08  0.1  0.12  0.14  0.16  0.18  0.2

dΣ
/d

Ω(
Q

) 
(c

m
-1

)

Q (nm-1)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❋✐tt✐♥❣ ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❛ ●✉✐♥✐❡r r♦❞✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ◗ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✵✳✷ ♥♠−1 ❢♦r t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ✵✳✶✷ ♥♠−1 ❢♦r t❤❡
❜❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✿ ●❡♥✜t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ α ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧✳ ❘❛❞✐✐ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ R1❂✺✳✷±✵✳✷
♥♠✱ R1❂✶✸±✻ ♥♠ ❛♥❞ R2❂✶✳✽±✵✳✶ ♥♠❀ R1❂✷✽✳✼±✵✳✺ ♥♠ ❛♥❞ R2❂✶✳✼±✵✳✶ ♥♠ ❢♦r t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❣r❡❛t ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ χ2❂✷✳✶✱
✷✳✺✱ ✶✳✾ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡✳

♦❢ ✜❜r✐❧s s❛♠♣❧❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❆❋▼ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛t ❆❋▼ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐♥ ❊❙❘❋ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✷✱ t♦♣✮✳
■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✷✱ ❜♦tt♦♠✱ ♣r♦✜❧❡s s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡
♠❡❛♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r❡ ✺✵ ♥♠ ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ✶✵ ♥♠ ❤❡✐❣❤t✱ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ ♠❛t✉r❡ ✜❜r✐❧s ❬✶✷✷✱ ✶✷✸❪✳ ❋♦r ❆β1−40 ❛♥❞ ❆β1−42✱ ❞✐s❝r❡t❡ st❡♣s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✜♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳

❆β1−40 ✿ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❆β1−40 ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ❝❤❛♥❣❡s ❛t
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✸✮✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ●✉✐♥✐❡r r❛❞✐✐
Rc ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✸✳
❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❆β1−40 ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ✜tt❡❞
✐♥ t❤❡✐r ❧♦✇ ◗✲r❛♥❣❡ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ●✉✐♥✐❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ r♦❞s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦t♦✜❜r✐❧s ❛♥❞ ✜❜r✐❧s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ r❛❞✐✐ Rc ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✸✱ ❛♥❞ t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡ ❛s
✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠❛t✉r❡ ✜❜r✐❧ s❛♠♣❧❡✱ ✇❛s ✜tt❡❞ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❛❣✲
❣r❡❣❛t❡s✳ ■♥ ❢❛❝t t✇♦ s♣❡❝✐❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ r❛❞✐✉s
✷✳✸±✵✳✹ ♥♠ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❤❡✐❣❤t✱ ❣✐✈❡♥ ❙❆❳❙ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♦❧✐❣♦♠❡rs
✭✸±✶✪✮ ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✶✻±✺ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st
s♣❡❝✐❡s ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥❢♦❝❛❧
♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ✇✐t❤ ❚❤❚ st❛✐♥✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✺✮✳ ❙❛♠♣❧❡s s❤♦✇❡❞ ♣r❡✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ ♣r❡s✲
❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦♥❣ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ✧st✐❝❦s✧❀ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ✧st✐❝❦s✧ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❚❤❚✲



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✿ ❚♦♣✿ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ❛t ✵✳✷ µ▼✳ ❇♦tt♦♠✿ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢
t❤❡ α✲ s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ✭r✐❣❤t✮✳ ③✲s❝❛❧❡✿ ✸✺
♥♠✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✿ ●✉✐♥❡r ♣❧♦ts ❢♦r r♦❞✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❆β1−40 ✷✼✵
µ▼✱ ❛❢t❡r ✶✵✵✱ ✶✺✵✱ ❛♥❞ ✷✵✵ ♠✐♥✉t❡s✳ ❈✉r✈❡s ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡ ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❢♦r ❝❧❛r✐t② ❜②
❛ ❢❛❝t♦r ✺✐ ✭✇✐t❤ ✐❂✵ ❢♦r t✐♠❡ ✶✵✵✱ ✐❂✶ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❢t❡r ✶✺✵ ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞ s♦
♦♥✮✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ●✉✐♥✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❢♦r r♦❞✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ✜tt✐♥❣ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❆β1−40 ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳



✹✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✿ ❆β1−40 ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ✭r❡❞✮ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮✳
❚❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❝✉r✈❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮✳

♣♦s✐t✐✈❡ ❆β1−40 str✉❝t✉r❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✶✷✹❪✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ♠❛t✉r❡ ✜❜r✐❧s ♦❢ ❆β1−40

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺✿ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❚❤❚✲st❛✐♥❡❞ ❆β1−40✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛r ✷✵ µ♠✳

✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ✜❜r✐❧s ✇✐t❤ ❈♦♥❣♦ ❘❡❞ st❛✐♥✐♥❣✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✻ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r✲
♣r❡t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✜❜r✐❧s ❜✉♥❞❧❡✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✵±✻ µ♠ ♦❢
t❤✐❝❦♥❡ss✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✻✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✼ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✉♥❞❡r ♣♦❧❛r✐③❡❞
❧✐❣❤t ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❬✶✷✺❪✳



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻✿ ❚♦♣✿ ❈♦♥❣♦ ❘❡❞ st❛✐♥✐♥❣ ♦♥ ❛ ✜❜r✐❧ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ❆β1−40✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛r ✷✵ µ♠✳
❇♦tt♦♠✿ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ✜❜❡r✱ s❝❛❧❡ ❜❛r ✶✵ µ♠✳



✹✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✼✿ ❆β1−40 ✜❜❡rs ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❆β1−42✿ ❋♦r ❆β1−42✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✽ s❤♦✇s ❛ ❝❧❡❛r ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s❛♠♣❧❡ t❤❛t✱ ❛s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❛s ②❡t ✐♥ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞
st❛t❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦ss✐♠✐t② ♦❢ Q ❂ ✵✱ ❜♦t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❢✲
❢✉s❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❇♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥❞✐❝❛t❡
❛ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐s
✈❡r② r❛♣✐❞✱ s✐♥❝❡ ✐♥ ✶✷✵ ♠✐♥✉t❡s t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ st❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❑r❛t❦②
♣❧♦t✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✽ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ✐♥ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ st❛rt✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t s♣❡❝✐❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ✉♥❢♦❧❞❡❞ st❛t❡ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t st❛t❡✳ ●✐✈❡♥
t❤❡ ♣r♦♣❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❆β1−42 ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ♦✈❡r
t✐♠❡ ✜❜❡rs ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✜❜❡rs ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
t❤❡ s✐③❡ t❤❛t ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡✱ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧ ✭♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s✮✳ ■♥ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ r❛❞✐✉s ❘c r❡s✉ts ❘c❂✷✳✼±✵✳✶ ♥♠ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✾✮✳ ❚❤❡ ●❡♥✜t ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ r❡t✉r♥s ❛ r❛❞✐✉s
♦❢ R❂✷✳✵±✵✳✺ ♥♠✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✾✱ ❜✉t ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭✹✽±✷✪✮✳ ■t ❤❛s
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✽✿ ❆β1−42 st❛rt✐♥❣ ✭✈✐♦❧❡t✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✭❣r❡❡♥✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✵✵ µ▼✮✳ ❘✐❣❤t✿ ❑r❛t❦②
♣❧♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✾✿ ❆β1−42 ●✉✐♥✐❡r r♦❞✲❧✐❦❡ ✜tt✐♥❣✿ ❘c❂✷✳✼±✵✳✺ ♥♠ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛✲
t✐♦♥✳ ❆β1−42 ●❡♥✜t ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ♠♦❞❡❧✱ χ2 = 1.1

❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✜❜r✐❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢



✹✾

❆β1−42 ♣❡♣t✐❞❡ ❬✶✷✻❪✱ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ✉♣♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐♦♥✐❝ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✱ ♣❍✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♠✐①✐♥❣✱ ❡t❝✳✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ r♦✉t❡ ✭s②♥t❤❡t✐❝
♦r r❡❝♦♠❜✐♥❛♥t✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
❛❧❧ st✉❞✐❡❞ s❛♠♣❧❡s ❢♦r♠❡❞ ❛♠②❧♦✐❞✲❧✐❦❡ ✜❜r✐❧s ❛t ♣❍ ✸✲✻✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜r✐❧s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
❝r♦ss✲β str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❥✉❞✐❝❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦ ❢❛r ❜② ❙❆❳❙ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦t❡✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡ss✐♦♥✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳





❈❤❛♣t❡r ✸

❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❈♦♥t❡♥ts

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✶✳✶ ❈❤❛♣❡r♦♥✐♥ str✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✶✳✷ ❚✇♦ ❢♦r♠s ♦❢ ❍s♣✻✵✿ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ♦♥❡✲
■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐s❡❛s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✸✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ●r♦❊▲ ❛♥❞ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✸✳✷ ●r♦❊▲ str✉❝t✉r❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✸✳✸ ◆❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ str✉❝t✉r❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✸✳✹ ❈❤❡♠✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✹ ❍s♣✻✵ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ t❤❛t ❛ss✐st t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢
♦t❤❡r ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ❤❛s ❜❡❣✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●❡♦r❣♦♣♦✉❧♦s ❛♥❞ ❍♦❤♥
❬✶✷✼❪ ✐♥ ✶✾✼✾✱ ✇❤♦ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ❣r♦❊ ❣❡♥❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✺ ❦❉❛ t❤❛t
❤②❞r♦❧②③❡❞ ❆❚P ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✏♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡s✑ ✇❛s ✜rst❧② ✉t✐❧✐③❡❞ ❜②
▲❛s❦❡② ✐♥ ✶✾✼✽✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♣❧❛s♠✐♥✱ ❛ ♣r♦t❡✐♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♥✉❝❧❡♦s♦♠❡ ❛s✲
s❡♠❜❧②✳ ■♥ ✶✾✽✻✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❊❧❧✐s ✉s❡❞ t❤❡ t❡r♠ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✏❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥s
✇❤♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♦t❤❡r ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞
t❤❡✐r ❛ss❡♠❜❧② ✐♥t♦ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❝❝✉r ❝♦rr❡❝t❧②✑ ❬✶✷✾❪ ✳ ❉✉r✐♥❣ ✽✵s✱ t❤❡
❣❡♥❡t✐❝s ♦❢ ❜❛❝t❡r✐♦✲♣❤❛❣❡ ♠♦r♣❤♦❣❡♥❡s✐s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❘✉❜✐s❝♦ ✐♥
❝❤❧♦r♦♣❧❛st ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ✐♥
r❡s♣❡❝t t♦ ❆♥✜♥s❡♥✬s ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❤❛✈❡ t♦ ❛ss✐st t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❝❡❧❧s ✭❤❡❧♣✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❝❧✐♠❜✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶
❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✳
❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧✬s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣
✇❛s ②❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s✱ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦r❣❛♥✐s♠s ❢r♦♠
❜❛❝t❡r✐❛ t♦ ❤✉♠❛♥s✳ ❈❤❛♣❡r♦♥❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✱ ❜✐♥❞



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▲❡❢t✿ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞❛r❦ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② st❛✐♥❡❞ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦❊
❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❋r♦♠ ❬✶✷✼❪✳ ❘✐❣❤t✿ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❤❡❧♣ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ❢r♦♠ ❬✶✷✽❪✳

❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦t❡✐♥✲❢♦❧❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢
❝❡❧❧s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤ts✱ ❛♥❞
✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❜r♦❛❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡s✱ ❛ ♥❛r✲
r♦✇❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ✏❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s✑ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❈❤❛♣❡r♦♥✐♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s t❤❛t ❛ss✐st ✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ✭❧❛r❣❡❧②✮ ♥❡✇❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♣r♦t❡✐♥s
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❆❚P✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r♦❧❡ ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ✐s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ♣r♦t❡✐♥
❤♦♠❡♦st❛s✐s✱ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❜❛rr❡❧
s❤❛♣❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝❤❛♠❜❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
❝r♦✇❞✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❣r♦✉♣s✱ ✐✳❡✳ t❤❡
t②♣❡ ■ ❛♥❞ t②♣❡ ■■ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ ❊✉❜❛❦t❡✲
r✐❛ ❛♥❞ ❊✉❦❛r②❛ ✭♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ♣r♦t❡✐♥s✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ❛ss❡♠❜❧❡ ❆r❝❤❛❡❛
❛♥❞ ❊✉❦❛r②❛ ✭❝②t♦s♦❧✐❝✮ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❚②♣❡ ■✱ ❛♥❞
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ ❤✉♠❛♥ ❍s♣✻✵✳ ❍❡❛t s❤♦❝❦ ♣r♦t❡✐♥s ✭❍s♣s✮✱ ✇❤♦ ♦✇❡ t❤❡✐r ♥❛♠❡ t♦
t❤❡✐r ✉♣r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ❛ ❤❡❛t s❤♦❝❦✱ ♣❧❛② ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡s ✐♥ ❜✐♦✲s②♥t❤❡s✐s✱
❢♦❧❞✐♥❣✴✉♥❢♦❧❞✐♥❣✱ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦t❡✐♥s✳
❍❡r❡❛❢t❡r✱ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❍s♣✻✵ ❛♥❞ ●r♦❊▲ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞✱ str❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦r♠s ♦❢ ❍s♣✻✵ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❤✉♠❛♥ ❝❡❧❧s✿ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♥❞ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ♠t❍s♣✻✵✳
❆❢t❡r t❤✐s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✐♥✲s♦❧✉t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✇✐❧❧
❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ●r♦❊▲ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞
❬✶✸✵✱ ✶✸✶❪✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❍s♣✻✵ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ✷✵✶✺ ❬✶✸✷❪ ❛♥❞
✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲❝❤❛♣❡r♦♥✐♥✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ♦✉r ❙❆❳❙ r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ●r♦❊▲ ✐♥✲s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛
♠✉❧t✐❞✐❝✐♣❧✐♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ▼❉ ❛♥❞ ❙❆❳❙✮ t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆❢t❡r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ●r♦❊▲ ❛♥❞ ❍s♣✻✵✱



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡s✳

t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❈✐r❝✉❧❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠
❛♥❞ ❙❆❳❙✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦t❡✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞✲
❞r❡ss❡❞ ❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡ ✭t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ▼■❙ t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ♥❛ï✈❡
❍s♣✻✵✮ ♦r t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣❛t❤✇❛②✳ ❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✾✱ ✶✸✸✱ ✶✸✹❪✳ ❋✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦✲❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ❛♥❞ ❆❚P✳
❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ ❙❆❳❙ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠t❍s♣✻✵
❛♥❞ ❆β1−42✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❍s♣✻✵ ❛❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❡♣✲
t✐❞❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡ t♦ t❛r❣❡t ❆β1−42 s♣❡❝✐❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ♣r♦t❡✐♥ ❛ss❡♠❜❧②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡ ✐♥❤✐❜✐ts ❆β1−42 ♣r♦t❡✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s r❡♠❛✐♥
t♦ ❜❡ ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ ♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ✐♥ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r st❡♣s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♠②❧♦✐❞
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❬✶✸✺✱ ✶✸✻❪ ✇✐t❤ ❛♥ ✏✉♥❛❝t✐✈❛t❡❞✑ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐✳❡✳
✇✐t❤♦✉t ❆❚P✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❡♣❡♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ✏✉♥❛❝t✐✈❛t❡❞✑ ❡✛❡❝t ✇✐t❤ t❤❡
❛❝t✐✈❡ ♦♥❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲❝❤❛♣❡r♦♥✐♥✳

✸✳✶✳✶ ❈❤❛♣❡r♦♥✐♥ str✉❝t✉r❡s

●r♦❊▲ ❛♥❞ ❍s♣✻✵ ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❜❛rr❡❧ s❤❛♣❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t✇♦ st❛❝❦❡❞ ❤❡♣t❛♠❡r✐❝ r✐♥❣s✳ ❚❤❡✐r ❝♦rr❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❛ss✐st❡❞
❜② t❤❡ ✶✵ ❦❉❛ ❝♦✲❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ●r♦❊❙ ❢♦r ●r♦❊▲ ❛♥❞ ❍s♣✶✵ ❢♦r ❍s♣✻✵✱ t❤❛t ❛❝t
❛s ❛ ❝❛♣ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✱ ❧❡❢t✮✳ ❚❤❡
❝❧✐❡♥t ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ t♦ ❜❡ ❢♦❧❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♥❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❛✈✐t② ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ r❡s✐❞✉❡s ❛♥❞ ❆❚P ❤②❞r♦❧②s✐s ✐♥❞✉❝❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
✭❢r♦♠ ❝✐s t♦ tr❛♥s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝❛✈✐t② t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s✉❜str❛t❡



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝❛✈✐t②✮ ❬✶✸✼❪✳ ❆❢t❡r t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ❛♥❞ t❤❡
❝♦✲❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ s❡♣❛r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❢♦❧❞❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❬✶✸✽❪✳
❊❛❝❤ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ♠♦♥♦♠❡r ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✿ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧✱
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✱ r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ✺✹✼ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ▲❡❢t✿ ✐♥ t♦♣ s❦❡t❝❤❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ●r♦❊▲ ✭P❉❇ ❝♦❞❡
✶❙❙✽✮✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❦❡t❝❤❡s✱ ✈✐❡✇s ♦❢ ●r♦❊▲ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❢❛❝t♦r ●r♦❊❙ ✭❣r❡❡♥✮
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❆❉P ✭P❉❇ ❝♦❞❡ ✶P❋✾✮✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣
♠♦❞❡✱ ❢r♦♠ ❬✶✸✾❪✳ ❘✐❣❤t✿ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s♥❛♣s❤♦t ✇✐t❤ t❤❡ ❍s♣✻✵ ❞♦♠❛✐♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❣r❡❡♥
✭❛♣✐❝❛❧✮✱ ②❡❧❧♦✇ ✭✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✮✱ r❡❞ ✭❡q✉❛t♦r✐❛❧✮✳ ❋r♦♠ ❬✶✸✽❪✳

t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r✱ ❢♦r ●r♦❊▲ ❛♥❞ ❍s♣✻✵✱ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r♦❧❡s ✐♥ ❜✐♥❞✐♥❣ t❤❡ s✉❜str❛t❡
♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ❛♥❞ ❤❡♣t❛♠❡rs ❛♥❞
❧✐♥❦ t♦ t❤❡ ❝♦✲❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ❬✶✸✽❪✳ ■♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✱ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♠✐♥♦✲❛❝✐❞s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ●r♦❊▲ str✉❝t✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✴❛r♦♠❛t✐❝ r❡s✐❞✉❡s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ s✉❜✲
str❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ❆❚P✴❆❉P ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✱ t♦♣✱ ❧❡❢t ❛♥❞ ❝❡♥t❡r✮✱ t❤❡
♦♥❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✱ t♦♣ r✐❣❤t✮
❛♥❞ ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r✕✐♥tr❛r✐♥❣ ❝♦♥t❛❝ts ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✱ ❜♦tt♦♠✮✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠
t❤❡ ●r♦❊▲ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ❞✐✈❡rs❡ ❍s♣✻✵ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✉♠❛♥s✱ ✈❛r✐♦✉s ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❤✐❣❤❧② ❝♦♥s❡r✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✐❞✉❡s ❬✶✹✶✱ ✶✹✷❪✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ❍s♣✻✵✱
❜✉t ♥♦t ●r♦❊▲✱ ❤❛s ❝②st❡✐♥❡ r❡s✐❞✉❡s ✭❈②s✷✸✼✱ ❈②s✹✹✷ ❛♥❞ ❈②s✹✹✼✮✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❍s♣✻✵✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❬✶✸✽❪✳
■♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❆❚P ❤②❞r♦❧②s✐s✱ ●r♦❊▲✱ s✉❝❤ ❛s ❍s♣✻✵✱ ❜✐♥❞s t❤❡ s✉❜str❛t❡

♣r♦t❡✐♥s ✐♥ ✐ts ✐♥♥❡r ❝❛✈✐t②✱ ✐s t❤❡♥ ❝❛♣♣❡❞ ❜② t❤❡ ●r♦❊❙ ❤❡♣t❛♠❡rs✱ ❜✐♥❞s ❛♥❞
❤②❞r♦❧②③❡s ✶✹ ❆❚P ❢♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ❡❥❡❝ts t❤❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❢♦❧❞❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✸✳✺✮✱ ❛❧❧ ✐♥ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ t❡♥s ♦❢ s❡❝♦♥❞s ❬✶✹✸✱ ✶✹✹❪✳ ❆❢t❡r t❤❡ s✉❜✲
str❛t❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥♥❡r ❝❛❣❡ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛♣♣❡❞
❜② t❤❡ ❝♦✲❝❤❛♣❡r♦♥✐♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚♦♣✱ ❧❡❢t✿ ❆♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s✉❜str❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ ❍s♣✻✵✿ ❨✶✾✾ r❡❞✱ ❨✷✵✸
❜❧✉❡✱ ❋✷✵✹ ♠❛❣❡♥t❛✱ ▲✷✸✹ ❝②❛♥✱ ▲✷✸✼ ♦r❛♥❣❡✲❜r♦✇♥✱ ▲✷✺✾ ②❡❧❧♦✇✱ ❱✷✻✸ ♣✐♥❦ ❛♥❞ ❱✷✻✹
❣r❡❡♥✳
❚♦♣✱ ❝❡♥t❡r✿ t❤❡ t✇♦ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥s❡r✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s✿ ✺✷✲❉●❱❚❱❆❑❊■✲✻✵ ✭♦r❛♥❣❡✲❜r♦✇♥✮✱
❛♥❞ ✽✺✲❆●❉●❚❚❚❆❚❱▲✲✾✺ ✭♠❛❣❡♥t❛✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡s ❢♦r ▼❣✰✴❑✰
❛♥❞ ❆❚P✴❆❉P ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝♦♥s❡r✈❡❞ r❡s✐❞✉❡s ▲✷✸✹ ❛♥❞ ▲✷✸✼✱ ❛♥❞ ◆✷✻✺ ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ●r♦❊▲ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡✳
❚♦♣✱ r✐❣❤t✿ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝♦♥t❛❝t r❡s✐❞✉❡s ■✻✱ ▲✼✸✱ ▲✺✶✸✱ ❚✺✶✼ ❛♥❞ ❱✺✷✶ ✭❛❧❧ ✐♥ r❡❞✮ ✐♥t❡r✲
❛❝t ✇✐t❤ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ r❡s✐❞✉❡s ❱✸✾✱ ▲✹✵✱ ■✹✾ ❛♥❞ ■✻✵ ✭❛❧❧ ✐♥ ❧✐❣❤t ✈✐♦❧❡t✮ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ r❡s✐❞✉❡s ❑✹✲❊✺✶✽ ❛♥❞ ❊✻✶✲❘✸✻ ✭❛❧❧ ✐♥ ❜❧✉❡✮ ❛❧s♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r✲✐♥tr❛r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❇♦tt♦♠✱ ❧❡❢t✿ ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r✕✐♥tr❛r✐♥❣ ❝♦♥t❛❝ts ♦❢ ❨✷✵✸✱ ❱✷✻✸ ❛♥❞ ❱✷✻✹ ✐♥ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❞♦✲
♠❛✐♥ ✭❢♦r❡st✲❣r❡❡♥ ❝♦❧♦r✮ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❉✸✵✹✱ t❤❡ ✉♥❛❧✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✸✵✺✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ●✸✵✻
✭❧✐♠❡ ❣r❡❡♥✮✳ ❊✷✺✼ ✭❝②❛♥✮ ♦♥ ♦♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❘✷✻✽ ❛♥❞ ●✷✻✾ ✭t❡❛❧✮ ♦♥ t❤❡ ♦♣✲
♣♦s✐t❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈♦♥s❡r✈❡❞ r❡s✐❞✉❡s ✐♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s ✶✽✶ ✕
✶✽✸ ❛♥❞ ✸✽✸ ✕ ✸✽✾ ✭♦r❛♥❣❡✮✳
❇♦tt♦♠✱ r✐❣❤t✿ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r✐♥❣s ✭❱✹✻✹✱ ❑✶✵✺✱ ❊✹✻✶ ❛♥❞ ❊✹✻✼ ✭❛❧❧ ✐♥ ♠❛✲
❣❡♥t❛✮✮ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ r❡s✐❞✉❡s ❆✶✵✽✱ ❆✶✵✾✱ ❛♥❞ ❙✹✻✸ ✭❝②❛♥✮✳ ❊✹✸✹ ❛♥❞ ❉✸✹✺ ❛r❡ s❤♦✇♥
✭❜♦t❤ ❜❧✉❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s❛❧t✲❜r✐❞❣❡ ❑✶✵✺✲❊✹✸✹ ❛♥❞ t♦ ❛❧❧♦st❡r✐❝ s✇✐t❝❤✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P②▼❖▲ ♣r♦❣r❛♠ ❬✶✹✵❪✳



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙✉❜str❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ t♦ ●r♦❊▲ ✇✐t❤ ●r♦❊❙✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ P❉❇
❛❝❝❡ss✐♦♥ ✶❆❖◆✳ ❋r♦♠ ❬✶✷✽❪✳

✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❞✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡rs ✇♦r❦ ❬✶✷✽❪✱ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✏❛s②♠♠❡tr✐❝ ❜✉❧✲
❧❡t ❝②❝❧❡✑✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝❤❛♠❜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐♥st❡❛❞
t❤❛t ❜♦t❤ ❢♦❧❞✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✇♦r❦✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❘❡❝❡♥t
✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ ❢♦♦t❜❛❧❧✲s❤❛♣❡❞ ●r♦❊▲✲●r♦❊❙2
❝♦♠♣❧❡① t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✱ ❜✉❧❧❡t✲s❤❛♣❡❞ ●r♦❊▲✲●r♦❊❙1 ❝♦♠♣❧❡① ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥
t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤②❞r♦❧②s✐s ♦❢ ❆❚P ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ r✐♥❣s ❬✶✸✶❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❣❧❡✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst
●r♦❊❙ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ●r♦❊▲ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ✜rst ♦♥❡ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡
s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠❛② ♦❝❝✉r r❛♥❞♦♠❧② ❬✶✹✺❪✳
❚❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛r❡ str✐❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝✲

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ▲❡❢t✿ ❇❧✉❡ ◆❛t✐✈❡ P♦❧②❛❝r②❧❛♠✐❞❡ ●❡❧ ❊❧❡❝tr♦♣❤♦r❡s✐s✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❍s♣✻✵
✇✐t❤ ●r♦❊▲✳ ❇❧✉❡ ◆❛t✐✈❡ P❆●❊ ✭✹✲✶✻✪✮ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ●r♦❊▲ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢
✶✳✵✲✶✽✳✾ ♠▼ ❛♥❞ ❍s♣✻✵ ♣r♦t❡✐♥ ❛t ✻✳✹ ♠▼❀ ❘✐❣❤t✿ ❇❧✉❡ ◆❛t✐✈❡ P❆●❊ ✭✹✲✶✻✪✮ ✐♠❛❣❡ ♦❢
❍s♣✻✵ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ✶✳✾✲✹✳✽ ♠▼✳ ❋r♦♠ ❬✶✹✻❪✳

t✉r❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤♦✲
♠♦❧♦❣②✱ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ ●r♦❊▲ ❛♥❞
❍s♣✻✵✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❍s♣✻✵ ❛s ❜♦t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲r✐♥❣❡❞ ❢♦♦t❜❛❧❧



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺✼

s❤❛♣❡❞ str✉❝t✉r❡ ❬✶✹✼❪ ❛♥❞ ✐ts ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥ s✐♥❣❧❡ ❤❡♣t❛♠❡r✐❝ r✐♥❣s ❛♥❞ ✐♥ ✻✵❦❉❛
♠♦♥♦♠❡rs ❬✶✹✽❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❍s♣✻✵✱ ✐♥
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❆❚P ❛♥❞ ❝♦✲❝❤❛♣❡r♦♥✐♥✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✈✐tr♦ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ●r♦❊▲✳
❘❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ✐t ❡①✐sts ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ❤❡♣t❛♠❡r✐❝ s✐♥❣❧❡ r✐♥❣s ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ r✐♥❣❡❞ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ❬✶✹✻❪✳
❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ●r♦❊▲ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❛t ✐♥st❡❛❞ r❡♠❛✐♥s ♠♦st❧② ✐♥ ❛ t❡tr❛❞❡✲
❝❛♠❡r✐❝ ❜❛rr❡❧ s❤❛♣❡❞ ❢♦r♠✳ ❆s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✱ ✇❤❡r❡ ❇❧✉❡ ◆❛t✐✈❡ P❆●❊ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s✱ ✇❤✐❧❡ ●r♦❊▲ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ✶✳✵ t♦ ✶✽✳✾ ♠▼ r❛♥❣❡ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ s✐♥❣❧❡ ❜❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❍s♣✻✵ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❜❛♥❞s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛t✲
tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡rs ❛♥❞ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs✳ ❙✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❚❤❡r♠✉s t❤❡r♠♦♣❤✐❧✉s ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❬✶✹✾❪✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❤✉✲
♠❛♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ♠❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ r❡❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r ❡①✐sts ❛s ❛ ❢♦♦t❜❛❧❧ ✐♥ ✐ts ♣r♦t❡✐♥✲❢♦❧❞✐♥❣ st❛t❡✱ ❜✉t ❞✐ss♦❝✐❛t❡s ✐♥t♦ t✇♦
s✐♥❣❧❡ r✐♥❣s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧❡✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛♣♦✲♣r♦t❡✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r✐♥❣❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛
❜❡tt❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❍s♣✻✵ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ●r♦❊▲ ❝♦✉❧❞ s❤❡❞ ♥❡✇ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ♣r♦t❡✐♥s
✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣❛tt❡r♥s✳

✸✳✶✳✷ ❚✇♦ ❢♦r♠s ♦❢ ❍s♣✻✵✿ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ♦♥❡✲

■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐s❡❛s❡s

❍s♣✻✵ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♥✉❝❧❡❛r ❣❡♥❡ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝②t♦s♦❧✳
❚❤❡ ♥❡✇❧② tr❛♥s❧❛t❡❞ ✭✏♥❛ï✈❡✑✮ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❤❛s ❛ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ✐♠♣♦rt s✐❣♥❛❧ ✭▼■❙✮✱
✐✳❡✳ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✷✻ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛t t❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥✉s t❤❛t ❞r✐✈❡s ❍s♣✻✵ t♦ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢
♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▼■❙ ✐s ❝❧❡❛✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✭♠t❍s♣✻✵✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✼✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❍s♣✻✵s s❤♦✇❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❬✶✺✵✱ ✶✺✶✱ ✶✺✷❪✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ❛ ♣❡♣t✐❞❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ▼■❙ ♦❢
❤✉♠❛♥ ❍s♣✻✵ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❤✐st♦❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❧❡✉❦♦❝②t❡
❛♥t✐❣❡♥ ✭❍▲❆✮✲❊ ❛♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ str❡ss❡❞ ❝❡❧❧s
❬✶✹✻❪✳ ■♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❝❛♥❝❡rs ♦r ✐♥✢❛♠♠❛t♦r② ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✱ ❍s♣✻✵ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s
✐♥t♦ t❤❡ ❝②t♦s♦❧ ✐♥ ✐ts ❞♦✉❜❧❡ ❢♦r♠✿ t❤❡ ♥❛ï✈❡ t❤❛t✱ ♦♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡❧❧ ♥✉✲
❝❧❡✉s✱ ♥❡✈❡r ❡♥t❡rs ✐♥t♦ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ♦♥❡✱ s❡❝r❡t❡❞ ❜② t❤❡
♦r❣❛♥❡❧❧❛ ✉♣♦♥ str❡ss ❬✶✺✸✱ ✶✺✹❪✳ ❈❤❛♥❞r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✺❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✐♥ ❏✉r❦❛t
❛♥❞ ❍❡❧❛ ❝❡❧❧s✱ ♠t❍s♣✻✵ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ♣r♦❝❛s♣❛s❡✲✸ ✐♥ ❝②t♦s♦❧ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣
❝❛s♣❛s❡✲✸ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣r♦ ❛♣♦♣t♦t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t
♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ r❡❧❡❛s❡✳ ♠t❍s♣✻✵ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ α✸β1✲✐♥t❡❣r✐♥✱ ❛
♣r♦t❡✐♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞❤❡s✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛st❛t✐❝ ❝❛♥❝❡r ❝❡❧❧s ❬✶✺✻❪✳ ■♥ ♦t❤❡r s②st❡♠s
t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ♠❛✐♥❧② ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝②t♦s♦❧✱ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛♣❡r♦♥❡ r♦❧❡
✐s s✉♣♣♦s❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❦♥♦❝❦❞♦✇♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❢❛✈♦r ❝❡❧❧ ❞❡❛t❤✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st
t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ♠t❍s♣✻✵ ❝❛s❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ ❍s♣✻✵ ❜♦♥❞✐♥❣



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ◆❛ï✈❡ ❍s♣✻✵✿ ✐♥ r❡❞ t❤❡ ▼■❙ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✭▼▲❘▲P❚❱❋❘◗ ▼❘✲
P❱❙❘❱▲❆P ❍▲❚❘❆❨✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡♥❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❬✶✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ❯❈❙❋
❈❤✐♠❡r❛ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✶✺✼❪✳

✇✐t❤ ♣r♦❝❛♣s❛s❡✲✸ ✇♦✉❧❞ ❡♠❜❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♦♣t♦t✐❝ tr✐❣❣❡r✳
❈♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❣✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ♣r♦✲ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❛♣♦♣t♦t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❍s♣✻✵ ✐♥ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t✐ss✉❡s✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ②❡t t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳
❙✐♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❍s♣✻✵ ✐s ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥t♦ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛✱ ✐ts ❢♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧②
❢r♦♠ ♠♦♥♦♠❡rs t♦ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ s♣❡❝✐❡s ✐s ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❍s♣✻✵
❝♦♠♣❧❡①❡s t❤❛t ❝❛t❛❧②③❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❆❚P✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss ❬✶✹✻❪✱ ❛
st✉❞② ♦♥ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s✱ ❡✈❡♥ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ ●r♦❊▲✱
❝❛♥ ❛❧❧♦✇ t♦ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ✈✐✈♦ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡s ❛♥❞ ✐ts t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t✐❡s✳



✸✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✺✾

✸✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✭♠t❍s♣✻✵✱ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❛♥❞ ●r♦❊▲✮ str✉❝t✉r❡s✱ st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥ t♦ ❢♦❧❧♦✇✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❛ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦♣❤②s✐❝s ✐♥ t❤❡ P♦❧②t❡❝❤✲
♥✐❝ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛r❝❤❡ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ss❡♠❜❧✐❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❆❙ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ◗❯❆❋■❚✱
✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞✳

Pr♦t❡✐♥s

❚❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛♥t ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ✇❛s ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❢r♦♠ ❆❚●❡♥ ✭❙❡♦♥❣♥❛♠✱ ❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛✮
✐♥ st♦❝❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✶✻✳✵ µ▼ ✭❜✉✛❡r ✷✵ ♠▼ ❚r✐s ♣❍ ✽✳✵ ❛♥❞ ✶✵✪ ❣❧②❝❡r♦❧ ✭✇✴✇✮✮✳
▲②♦♣❤✐❧✐③❡❞ ●r♦❊▲ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙■●▼❆ ✭❙t✳ ▲♦✉✐s✱ ▼❖✱ ❯❙❆✮✳ ❆s ❛ st❡♣
♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦
♣r♦♣❡r❧② ✇♦r❦✳ ❍❡♥❝❡✱ ❆❚P ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ■♠❛❣❡❏ ❙♦❢t✇❛r❡✱
❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✭✶✻✳✹✽±✵✳✵✷✮ ♥♠♦❧ ❆❚P ♠✐♥−1 ♠❣−1 ❢♦r ●r♦❊▲❀ ✭✹✳✼±✵✳✶✮ ♥♠♦❧ ♠✐♥−1

♠❣−1 ❢♦r ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵❀ ❛♥❞ ✭✶✼✳✼✷±✵✳✵✶✮ ♥♠♦❧ ❆❚P ♠✐♥−1 ♠❣−1 ❢♦r ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧
❍s♣✻✵ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦t❡✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭❇♦st♦♥❇✐♦❝❤❡♠✮✳ ❆β1−42✱ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❜② ❙✐❣♠❛
❆❧❞r✐❝❤✱ ✇❛s s♦❧✉❜✐❧✐③❡❞ ✐♥ ❤❡s❛✢✉♦r♦✐s♦♣r♦♣❛♥♦❧ ✭❍❋■P✮✱ t❤❛t ✇❛s ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ❣❡♥t❧❡ str❡❛♠ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❣❛s✳ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ ✐❝❡ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛♥❞
❞✐ss♦❧✈❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ P❇❙✳

▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s

●r♦❊▲ q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡ ✭P❉❇ ■❉✿ ✹❆❆❘✮ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛
❜❛♥❦ ❛♥❞ ❆❚P ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❡r❡ ❞❡❧❡t❡❞✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛✐♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
❆♥❣❡❧♦ ❙♣✐♥❡❧❧♦ ✐♥ P❛❧✉♠❜♦ P✐❝❝✐♦♥❡❧❧♦ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈❤❡♠✐str②✱
s❡t ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❛❧❡r♠♦✳ ❚❤❡ ●r♦❊▲ ♠♦♥♦♠❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ✇❛s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤✐s str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❍s♣✻✵ ♠♦♥♦♠❡r
✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙✇✐ss✲▼♦❞❡❧ ❙♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡r r❡s✐❞✉❡s ✇❡r❡
❢♦❧❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❘❖❙❊❚❚❆ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ◆✲ ❛♥❞ ❈✲❡♥❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ▼❛❡str♦✳ ❚❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❧✐❜r❛r② ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
❘♦❜❡tt❛ s❡r✈❡r✳ ❆❧❧ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ●❘❖▼❆❈❙ ✹✳✻✳✺
s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ r❡❝❡♥t❧② r❡♣♦rt❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆♠❜❡r ✛✾✾❙❇✲■▲❉◆
❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❆ tr✐❝❧✐♥✐❝ ❜♦① ♦❢ ❚■P✸P ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❛s ❛❞❞❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♣r♦t❡✐♥ t♦ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✵✳✼ ♥♠ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✇❛s ♥❡✉tr❛❧✐③❡❞
❛♥❞ ♦t❤❡r ◆❛+ ❛♥❞ ❈❧− ✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ s❡t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ t♦ ❛❜♦✉t
✵✳✷✵ ▼✳ ❊①♣❧✐❝✐t s♦❧✈❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧✲✐s♦❜❛r✐❝ ◆P❚
❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✸✵✵ ❑✱ ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡r♠♦✲
st❛t✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❡s❤ ❊✇❛❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇❛s ✷ ❢s ❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s ✇❡r❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲■◆❈❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ t✇♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣r♦✉♣s
✐♥ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r ✇❛t❡r ❛♥❞ ✐♦♥s✳



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ❢♦r ✺✵✵✵ st❡♣s ✇✐t❤ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥❞
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s②st❡♠ ✇❛s ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧② r❡str❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ❛ ❢♦r❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✶✵✵✵ ❦❏ ♠♦❧−1 ♥♠−2✱ ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡❧❛①❡❞ ✐♥t♦ ✜✈❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
st❡♣s ♦❢ ✶✵✵ ♣s ❡❛❝❤✱ t♦ ✺✵✵✱ ✷✵✵✱ ✶✵✵ ❛♥❞ ✺✵ ❦❏ ♠♦❧−1 ♥♠−2✳ ❘▼❙❉ ✇❡r❡ r❡❢❡rr❡❞
t♦ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❉✳
Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ▼❉ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❤❡r❡ ♦✈❡r❛❧❧
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡
❛t♦♠s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❯♣♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐①✱ ❛ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝✲
t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✸◆✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♥❝❡rt❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ■❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❞❡✲
❝r❡❛s✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ✜rsts ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st s❝❛❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❡r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✉s✐♥❣ ❱▼❉ s♦❢t✇❛r❡✳

❙❆❳❙

❙❆❳❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❛♥❞ ●r♦❊▲ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ■❉✵✷ ❜❡❛♠❧✐♥❡
❛t t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐t② ✭❊❙❘❋✮ ✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ❚❤❡
❡①♣❧♦r❡❞ ◗✲r❛♥❣❡ ❝♦✈❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶ ❛♥❞ ✸ ♥♠−1✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t♦r ❞✐s✲
t❛♥❝❡ s❡t t♦ ✶✳✺ ♠✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ✷✵ ◦❈ ❛♥❞ ✸✼ ◦❈ ✉s✐♥❣ ❛ s❡❛❧❡❞
✷ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r q✉❛rt③ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❡♥❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ t❤❡r♠♦st❛t✐❝ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❛t❤ ❛♥❞ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❡ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✳
❇♦t❤ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❛♥❞ ●r♦❊▲ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
❝❂✸ ❣✴▲✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ✇❛s ❝❂✶ ❣✴▲ ❛♥❞ ❆β1−42 ❝❂✷✵✵ µ▼✳
❊✈❡r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ✶✵✵ ♠s✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡❛❞ t✐♠❡ ♦❢ ✸ s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧ ❙❆❳❙ ❞Σ✴❞Ω✭◗✮ ❝✉r✈❡s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ t❤❛t
❜♦t❤ ●r♦❊▲ ❛♥❞ ❍s♣✻✵ s❤♦✇ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✷✵✲✸✼◦❈✳
❙❆❳❙ ❞❛t❛ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵✱ ❛♥❞ ♠t❍s♣✻✵ ✇✐t❤ ❆β1−42 ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❆✉str✐❛♥
❜❡❛♠❧✐♥❡ ♦❢ ❊❧❡ttr❛ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ✐♥ ❚r✐❡st❡✱ ■t❛❧② ❬✶✺✽❪✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❛t ✷✵ ◦❈ ✐♥ ❝❛♣✐❧❧❛r✐❡s ♦❢ ✶✳✺ ♠♠ ♦✉t❡r ❞✐❛♠❡t❡r✴✵✳✵✶ ♠♠ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♠❛❞❡
❢r♦♠ ❜♦r♦s✐❧✐❝❛t❡ ✭❍✐❧❣❡♥❜❡r❣✱ ▼❛✐s❢❡❧❞✱ ●❡r♠❛♥②✮ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ t❤❡r♠♦st❛t✐❝
❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❛t❤ ❛♥❞ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❡ ❢♦r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✷✵ t✐♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡
♦❢ ✷✵ s ❛♥❞ ❛ r❡st t✐♠❡ ♦❢ ✹✵ s ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣ ❛❢t❡r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r r❛❞✐❛t✐♦♥
❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡❢♦r❡ ✉s❛❣❡✳ ■♥ ❜♦t❤
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣✱ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② P✐❧❛t✉s✸ ✶▼
❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈▼❖❙ ❤②❜r✐❞ ♣✐①❡❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ❞Σ✴❞Ω✭◗✮✱ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s✉❜✲
tr❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡r✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ✐ts
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❢t❡r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡✳



✸✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✻✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❚❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ss❡♠❜❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r t♦ t❤❡ q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡

❈✐r❝✉❧❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠

❈❉ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ st✉❞✐❡s ✐♥ ●✉❛♥✐❞✐♥❡ ❍②❞r♦❝❤❧♦r✐❞❡ ✭●❞♥❍❈❧✮ ✇❡r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ ❏❆❙❈❖ ❏✲✽✶✵ s♣❡❝tr♦♣♦❧❛r✐♠❡t❡r ✭❈◆❘✱ P❛❧❡r♠♦✮ ❛t ✷✵ ◦❈✱ ✇✐t❤
❛ ✷✵ ♥♠✴♠✐♥ s❝❛♥ r❛t❡ ❛♥❞ ✶ ♥♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✵✳✺ ♠♠ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤✳
Pr♦t❡✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ s❛♠♣❧❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ●❞♥❍❈❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✇❛s ❝ ❂ ✵✳✵✺
❣✴▲ ❢♦r ●r♦❊▲ ❛♥❞ ❝ ❂ ✵✳✶ ❣✴▲ ❢♦r ❍s♣✻✵s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦
♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ✇❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❈❉ s✐❣♥❛❧s ❛t t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✭λ ❂ ✷✶✷ ♥♠ ❛♥❞ λ ❂ ✷✷✸ ♥♠✮✳

◗❯❆❋■❚

❚❤❡♦r②

❚❤❡ ◗❯❆❋■❚ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✺✾❪ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛ss❡♠❜❧✐❡s ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ①✲r❛② ♦r ♥❡✉tr♦♥ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ❢♦r♠❡❞
❜② r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs
♦❢ ❦♥♦✇♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr② ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ❛ s❝r❡✇ ❛①✐s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✽✮✳ ◗❯❆❋■❚ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r P✭◗✮ ♦❢ t❤❡
❛ss❡♠❜❧② t❤❛t ❜❡tt❡r r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣✲❝r♦ss s❡❝✲
t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❙❆❙ ✐♥✲s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r
♠♦❞✉❧✉s ◗✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥s ✭d = 1...NRD✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭f = 1...NFL✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛✮ t❤❡ t❤r❡❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
ud ≡ ud, αud

, βud
❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ωd ≡ αd, βd, γd✱ ✐✳❡✳ t❤❡

❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ NRD r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥❀ ❜✮ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡s Γf ❢♦r
❡❛❝❤ ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡r❀ ❝✮ t✇♦ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥ ❛♥❣❧❡s φg ❛♥❞ ψg ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s✐❞✉❡ g ❛♥❞
t❤❡ t♦rs✐♦♥ ❛♥❣❧❡ χg ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ αscr ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❝r❡✇ ❛①✐s
❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ dscr ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧②



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✐s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts sq✉❛r❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

P (Q) ≡
〈

|F (Q)|2
〉

ωQ
=

1

4π

L
∑

l=0

l
∑

m=−l

|Fl,m(Q)|2 ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ < ... >ωq ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡s ωq ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
✈❡❝t♦r ◗✱ ❛♥❞ Fl,m(Q) ✐s t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ t❡♥s♦r ✭✇✐t❤ r❛♥❦ l ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t m✮ ♦❢
t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ❡①❝❡ss ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✉♣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
r❛♥❦ L✳ ❚❤✐s t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡♥s♦rs ❢♦r t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞
❛ss❡♠❜❧②✱ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss❡♠❜❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✈❛t✐♦♥ s❤❡❧❧s ♦❢ t❤❡
❛ss❡♠❜❧②✱

Fl,m(Q) =
∑

j

cjΨ
j
l,m(Q) ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ cj ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✱ ρ0✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❛✲
t✐♦♥ s❤❡❧❧s✱ ρs❀ Ψ

j
l,m(Q)✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Ψd,j

l,m(Q) ❛♥❞ Ψf,j
l,m(Q)

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠❡r❧②
s②♠♠❡tr✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ❛♥❞ s❝r❡✇ ❛①✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥s

Ψj
l,m(Q) =

NRD
∑

d=1

Ψd,j
l,m(Q) +

NFL
∑

f=1

Ψf,j
l,m(Q) ✭✸✳✸✮

❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧s ❛❧❧♦✇s t♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥✲❝♦♥s✐st❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♥♦t s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛ ✜rst t❡st ❝♦♥s✐st
✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❦❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ rf,k,k′ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛t♦♠s k ❛♥❞ k′ ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦t ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦✉♥❞ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡✐r ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s r❛❞✐✐
rvk ❛♥❞ rvk′ ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❦❡rs ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣
❛ t❡r♠ ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♣❡♥❛❧t② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞

Ubb = wbb

NFL
∑

f=1

∑

k>k′

H(rvk + rvk′ − rf,kk′) ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ H(x) ✐s t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ wbb ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❡♥❛❧t② ✇❡✐❣❤t✳ ■♥
❛♥❛❧♦❣②✱ ❛ s❡❝♦♥❞ t❡st r❡❣❛r❞s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❞❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❡s g
❛♥❞ g0✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♣❡♥❛❧t②✱ t❤❡ s✐❞❡✲❣r♦✉♣ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ❤❛s t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥✿

Uside = wside

NFL
∑

f=1

∑

g>g′

H(rscg + rscg′ − rf,gg′) ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ rscg ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ g✲s✐❞❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ rf,gg′ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❡♥t❡rs✱ uf,g ❛♥❞ uf,g′ ✱ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s g ❛♥❞ g′✱ wside ✐s ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♣❡♥❛❧t② ✇❡✐❣❤t✳
❚♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦❡r t♦ ❝♦♥♥❡❝t t✇♦ r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✐♥ t❤❡ ◗❯❆❋■❚
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❡♥❞ ♦❢ t❤❡ f ✲❧✐♥❦❡r ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t✲❡♥❞ ♦❢ ❛ ❝❤❛✐♥ ❜❡✲
❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ d✲❞♦♠❛✐♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ r✐❣❤t✲❡♥❞ ♦❢ t❤❡ f ✲❧✐♥❦❡r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞



✸✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✻✸

t♦ t❤❡ ❧❡❢t✲❡♥❞ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❛ d′✲❞♦♠❛✐♥ ♦♥❧② ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡s
Γf ✳ ❋♦✉r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❡♥❞ r❡s✐❞✉❡ ♦❢ t❤❡ f ✲❧✐♥❦❡r ❛r❡ ❤❡♥❝❡
t❛❦❡♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡s rf ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s
✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s u′f,R,k ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❡② s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ♣r♦♣❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✭uf ;R;k✮✮✱

rf =
1

4

4
∑

k=1

|u′f,R,k − uf,R,k| ✭✸✳✻✮

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❦❡rs ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦♠❡r
❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② t❡r♠ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞

Uconn =
1

2
KNFL

f=1 r
2
f ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ K ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❢♦r❝❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢
r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② s❤♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ♦✈❡r❧❛♣ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ❜✉t s❤♦✉❧❞
❛❧s♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡
s❤♦rt❡st ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✏❈♦♥t❛❝t ❉✐st❛♥❝❡✑✮ ♦❢ t✇♦ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝
❘❉s✳
❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Gd(r) t❤❛t ❛♥ ❛t♦♠ ✐♥
♣♦s✐t✐♦♥ r ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ d✲❘❉✿

Gd(r) =

Nad
∑

k=1

e
−

π|r−rk|2

v
2/3
k ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ rk ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ k ❛t♦♠ ♦✉t ♦❢ Nd ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥✱ vk ✐s
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s r❛❞✐✉s rv,k✳ ❚❤❡
♦✈❡r❧❛♣ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ d ❛♥❞ d′ r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Vd,d′(ωd, ωd′ , rd,d′) =
L′
∑

l1,l2=0

l−1+l2
∑

l3=|l1−l2|

l1
∑

k1=−l1

l2
∑

k2=−l2

[φdd′ ]
l1,l2,l3
k1,k2

(rd,d′)S
l1,l2,l3∗
k1,k2

(ωd, ωd′ , ωrdd′ )

✭✸✳✾✮
✇❤❡r❡ Sl1,l2,l3∗

k1,k2
(ωd, ωd′ , ωrdd′ ) ❛r❡ t❤❡ ❙t♦♥❡✬s r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜❛s✐s

s❡t ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❡✐❣❤t ❛♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♥t❛❝t ❞✐st❛♥❝❡s
❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ r♦t❛t✐♦♥✿ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s
♦❢ ❙t♦♥❡ ■♥✈❛r✐❛♥ts✱

σd,d′(ωd, ωd′ , ωrd,d′ ) =
L′
∑

l1,l2=0

l−1+l2
∑

l3=|l1−l2|

l1
∑

k1=−l1

l2
∑

k2=−l2

[σdd′ ]
l1,l2,l3
k1,k2

(rd,d′)S
l1,l2,l3∗
k1,k2

(ωd, ωd′ , ωrdd′ )

✭✸✳✶✵✮
t❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s rdd′ t♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ✭≃✸✵ ➴3✮ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✈♦❧✉♠❡ Vdd′(ωd, ωd′ , rdd′)✳ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡❢✲



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✜❝✐❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

[σdd′ ]
l1,l2,l3
k1,k2

= (2l1 + 1)
1
2
l2−l1−l3(−1)k1+l2

l2
∑

m2=−l2

C(l2, l3, l1;m2, k − 1−m2)×

×(2l2 + 1)(2l3 + 1)

32π3

∫

dωd′dωrdd′σdd′({0, 0, 0}, ωd′ , ωrdd′ )D
l∗2
m2,k2

(ωd′)D
l∗3
k3,0

(ωrdd′ )

✭✸✳✶✶✮

❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t♦ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❈♦♥t❛❝t ❉✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ d✲❘❉ ❛♥❞ d′✲
❘❉ ❢♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t ❛♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ ❙❆❙ ❞❛t❛ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❙t♦♥❡✬s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ t✐♠❡
❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧②✳
❚❤❡ ▲❡♥♥❛r❞ ❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
sigmadd′ ✿

ULJ,dd′(ωd, ωd′ , rd,d′) = 4εdd′

{

[

σdd′(ωd, ωd′ωrdd′)

rdd′

]12

−
[

σdd′(ωd, ωd′ωrdd′

rdd′
)

]6
}

✭✸✳✶✷✮
■t ❞❡s❝r✐❜❡s ❜♦t❤ t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❉s ❛♥❞ t❤❡✐r str♦♥❣ r❡♣✉❧s✐♦♥
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ♦✈❡r❧❛♣✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ εdd′ ✐s t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ✭✐♥
❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✮✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❞♦♠❛✐♥✲❞♦♠❛✐♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧②✱

URD,RD =

∑Np

p=1m(dd′)pULJ,dd′p(ωd, ωd′ωrdd′)
∑Np

p=1mdd′p

✭✸✳✶✸✮

❜❡✐♥❣ mdd′p t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ pth ♣❛✐r ♦❢ ❘❉✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣②✱ t✇♦ ♥❡✇ t❡r♠s ✭t❤❡
▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❞♦♠❛✐♥✲❧✐♥❦❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧②✱ URD,FL✱ ❛♥❞ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲
❏♦♥❡s ❧✐♥❦❡r✲❧✐♥❦❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧②✱ UFL,FL✮ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ H ❞❡✜♥❡❞
❛s

H = χ2 + Ulinkers + Uoverlaps ✭✸✳✶✹✮

❲❤❡r❡ Ulinkers = Ubb + Uside + Uconn✱ Uoverlaps = URD,RD + URD,FL + UFL,FLand

χ2 =
1

NQ − 1

NQ
∑

k=1

{

dΣ
dΩexp

(Qk)− dΣ
dΩ(Qk)

σexp(Qk)

}2

✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ dΣ
dΩexp

(Qk) ✐s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ kth ♦✉t

♦❢ NQ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❆❙ ❝✉r✈❡✱ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σexp(Qk)✱ dΣ
dΩexp

(Qk)

✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ◗❯❆❋■❚
♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ss❡♠❜❧✐❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♥✉♠❜❡r
Nconf ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ G



✸✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✻✺

❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r Nt ♦❢ r♦t♦tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❝r❡✇ ❛①✐s✱t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r
✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱

P (Q) =
1

Nconf

Nconf
∑

k=1

Pk(Q) ✭✸✳✶✻✮

❙✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❆♥
♦❧✐❣♦♠❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ ♦❧✐❣♦♠❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦t ❛❧❧
t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦❧✐❣♦♠❡r ❝❛♥
❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✲
t❡r♠❡❞✐❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡s✱ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦❧✐❣♦♠❡r ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❆❙ ❝✉r✈❡ ♦❢
s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② Nobj ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s

dΣ

dΩ
(Q) =

cNA

Mw,m

Nobj
∑

j=1

xj
Naggj

Pj(Q) +B ✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ Naggj ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ j − th ♣❛rt✐❝❧❡✱ xj ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❡ ♠❛ss ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ j − th ♣❛rt✐❝❧❡✳

◗✉❛✜t ✐♥ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ str✉❝t✉r❡

❋♦r ●r♦❊▲ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ▼❉ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ P❉❇
✹❆❆❘ str✉❝t✉r❡✱ t✇♦ ✉♥✐ts ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r✐❣✐❞
❞♦♠❛✐♥s ✭❘❉s✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❘❉ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ◆✲ ❛♥❞ t❤❡ ❈✲t❡r♠✐♥✉s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
❡q✉❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ r❡s✐❞✉❡ ✶ t♦ ✶✽✼ ❛♥❞ ❢r♦♠
✸✼✼ ❛♥❞ ✺✷✹✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❘❉ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❢r♦♠ ✶✾✷ t♦ ✸✼✷✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ t✇♦ ❘❉s r❡s✉❧t t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t✇♦ ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs✱ ❜♦t❤ ❛rr❛♥❣❡❞ ❜②
✹ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ❚❤❡ ✜rst ❋▲✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❉❱❱❊✱ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ r❡s✐❞✉❡
✶✽✼ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❘❉ t♦ t❤❡ ✶✾✷ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❘❉✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❋▲ ✭❆●●❱✮ ❝♦♥♥❡❝ts
t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ✸✼✷ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❘❉ t♦ t❤❡ ✸✼✼ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❘❉✳ ❚❤✐s ♠♦♥♦♠❡r ❝❛♥ ❢♦r♠
t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ ❉✼✳
❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍s♣✻✵ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡
♠♦♥♦♠❡r ✉♥✐t✱ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ✺✼✸ r❡s✐❞✉❡s✱ ✐♥ t❤r❡❡ ❘❉s✳ ❚❤❡ ✜rst ❘❉ ✐♥❝❧✉❞❡s ◆✲
❛♥❞ ❈✲t❡r♠✐♥✐ ❛♥❞ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s r❡s✐❞✉❡s ❢r♦♠ ✶ t♦ ✷✷ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✺✺✸ t♦ ✺✼✸✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❘❉ ✐s ❢r♦♠ r❡s✐❞✉❡ ✷✼ t♦ ✷✶✵ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✹✵✶ t♦ ✺✹✼✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❘❉✱ ❢r♦♠ ✷✶✺
t♦ ✸✾✻✱ ✐s t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ r❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❢♦✉r ❋▲s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❋▲✱
s❡q✉❡♥❝❡❞ ❛s ❚❘❆❨✱ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ✷✷ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❘❉ t♦ t❤❡ ✷✼ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❋▲ ✭▲❊■■✮ ✐s ❢r♦♠ r❡s✐❞✉❡ ✷✶✵ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❘❉ t♦ t❤❡ ✷✶✺ ♦❢ t❤❡
t❤✐r❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❋▲s ✭▲❙❉● ❛♥❞ ❊■P❑❊✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❝♦♥♥❡❝t
r❡s✐❞✉❡s ✸✾✻ ✭t❤✐r❞ ❘❉✮ ❛♥❞ ✹✵✶ ✭s❡❝♦♥❞ ❘❉✮ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❡s ✺✹✼ ✭s❡❝♦♥❞ ❘❉✮ ❛♥❞
✺✺✸ ✭✜rst ❘❉✮✳ ❆ ✉♥✐q✉❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ✐s ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s ❉✼ ❛♥❞ ❈✼ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❢♦r ◗❯❆❋■❚ r♦✉t✐♥❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❈♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞s ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞s r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡



✸✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✻✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ◗✉❛✜t s❝r❡❡♥s❤♦t ❢r♦♠ ❤tt♣s✿✴✴s♦♠♦✳❝❤❡♠✳✉t❦✳❡❞✉✴q✉❛✜t✴

t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♣✲
t✐♠✐③❡❞ ❜② ◗❯❆❋■❚ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r
♦❢ ❡❛❝❤ ❘❉✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❘❉✱ t❤❡ t❤r❡❡
❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡s t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡s✐❞✉❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❋▲
✭t✇♦ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥ ❛♥❣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛♥❣❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ❣r♦✉♣✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍s♣✻✵✱ ◗❯❆❋■❚ ❛❧s♦ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
♠♦♥♦♠❡rs ❢♦r♠✐♥❣ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❦ L ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✜①❡❞ t♦ ✼✳ ❈♦♥t❛❝t
❞✐st❛♥❝❡s ❛♠♦♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❘❉s ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s ♦❢ ❙t♦♥❡✬s r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t
✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠ r❛♥❦ L′❂✸✳ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢
◗✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✱ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s
✇❡r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ χ2✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥
❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② s❡r✈❡r✳ ■t t♦♦❦ ✐♥ ✐♥♣✉t ❛ ✳❞❛t ✜❧❡ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦
❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✾✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t❤❡
s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥
❦♥♦✇♥ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✮✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✮✱ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r r❡❣✐st❡r❡❞ ✉s❡rs
✭❤tt♣s✿✴✴❣❡♥❛♣♣✳r♦❝❦s✮✳



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✸✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s

●✐✈❡♥ t❤❡ s❤♦✇♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s✬ str✉❝t✉r❡✱ ✜rst❧②
t❤❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦❢ ●r♦❊▲✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❛t ♦❢ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
●r♦❊▲✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤✐s✱ t❤❡
❞❡♥❛t✉r❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ♦❢ ●r♦❊▲✱ ♥❛ï✈❡ ❛♥❞ ♠t❍s♣✻✵ ❛❣❛✐♥st ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❣❡♥t ✭●✉❛♥✐✲
❞✐♥❡ ❍②❞r♦❝❤❧♦r✐❞❡✱ ●❞♥❍❈❧✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡✐r
r❡❧❛t✐✈❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ st❛❜✐❧✐t✐❡s✳

✸✳✸✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ●r♦❊▲ ❛♥❞ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ▲❡❢t✿ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ●r♦❊▲ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ✭❜❧✉❡✮✱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❊❙❘❋✱ ❇▼✷✾ ❜✐♦s❛①s ❧✐♥❡✳ ❘✐❣❤t✿ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❛ï✈❡
✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ♠t❍s♣✻✵ ✭r❡❞✮✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❊❧❡ttr❛ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❚r✐❡st❡✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✇❡ ✉s❡❞ ❙❆❳❙ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❤❛♣❡r♦♥✐♥❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❢ ❈✐r❝✉❧❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠ ✭❈❉✮ ❛♥❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭▼❉✮ ❬✶✾❪✳
❆ ✜rst ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t
❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ●r♦❊▲ ❛♥❞ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵✱ ❛♥❞ ❢♦r ♥❛ï✈❡ ❛♥❞ ♠t❍s♣✻✵✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛t ❧♦✇
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✷✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦t❡✐♥s
❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ●r♦❊▲ ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ●r♦❊▲ ❛r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞
✐♥ t❤❡ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦✱ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡
P❉❇ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙❆❙▼❖▲ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ●❡♥✜t s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✺ ❛♥❞ ❬✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ s♣❤❡r✐✲
❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥
❈❘❨❙❖▲ s♦❢t✇❛r❡✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸✱ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧✮✳
●r♦❊▲ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡✱ ❛♥②✇❛②✱ ❧♦♦❦s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❆r❛✐
❡t ❛❧✳ ❬✶✻✵❪✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ●r♦❊▲ str✉❝t✉r❡s ❡①✐st✳
❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝ ❛♥❞ ❤❡♣t❛♠❡r✐❝ ●r♦❊▲ P❉❇ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✱ ❛♥
❛tt❡♠♣t t♦ ✜t t❤❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♦❧✐❣♦♠❡rs ✐♥ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡✿ ♥♦ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡s ❝♦✉❧❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ✜t
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✸✱ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢



✸✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✻✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ●r♦❊▲ ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✱ ❝❂✸ ❣▲✲✶✮ ✇✐t❤ t❡♥t❛t✐✈❡
✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ✭❚♦♣✮✱
❛♥❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭❇♦tt♦♠✮ ♦❢ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ❛♥❞ ❤❡♣t❛♠❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✹❆❆❘ P❉❇
str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ●❊◆❋■❚ s♦❢t✇❛r❡ ❬✽❪



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

t❤❡ ✜rst ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t Q ≃ 0.5 ♥♠−1 ✐s ✇❡❧❧ ✜tt❡❞✱ ✐ts s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♥♦t ❛❞❡✲
q✉❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❆s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✹✻❪✱ ●r♦❊▲ ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡♣t❛♠❡rs ❛♥❞ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ❜✉t ❛ ✉♥✐q✉❡ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝
st❛t❡✳ ❚❤❡ ●r♦❊▲ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❤❡♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
❙❆❳❙ ❞❛t❛✳

✸✳✸✳✷ ●r♦❊▲ str✉❝t✉r❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❲♦r❦✢♦✇ ❢♦r ●r♦❊▲ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❙✐♥❝❡ ❛❧❧✲❛t♦♠ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ●r♦❊▲ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝ ❜❛rr❡❧✲s❤❛♣❡❞ str✉❝t✉r❡
✭P❉❇ ■❉✿ ✹❆❆❘✮ r❡s✉❧t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ r❡❛❝❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
✜tt✐♥❣ ♦❢ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✱ ❜❡✐♥❣ ❡①tr❡♠❡❧② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ t♦



✸✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✼✶

♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ●r♦❊▲ ✐♥ ❛q✉❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♣❤②s✐♦❧♦❣✐✲
❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ♦❢ ●r♦❊▲ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❬✶✻✶✱ ✶✸✵❪
t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐ts ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✹❆❆❘ P❉❇ ❡♥tr②✱
✐ts ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r ✇❛s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ▼❉ ♠♦❞✐✜❡❞ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦♥♦♠❡r ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝
str✉❝t✉r❡✱ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉✼ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr②✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✜t✲
t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ✭❢♦r ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞✬s
✇♦r❦✢♦✇ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✮✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs✱ ❛ ✸✵✵ ♥s ▼❉

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ▲❡❢t✿ ❘▼❙❉ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❈α ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ●r♦❊▲ s✉❜✉♥✐t ✭❚♦♣✮✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥s ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✭❇♦tt♦♠✮✳
●r♦❊▲ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs✱ ✐✳❡✳ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ✭❜❧✉❡✮✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❛♣✐❝❛❧ ✭r❡❞✮ ❞♦♠❛✐♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘✐❣❤t✿ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ✺✵ ❡✐❣❡♥✈❡❝✲
t♦rs r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ P❈❆ ❢r♦♠ ✸✵✵♥s ▼❉ ♦❢ ●r♦❊▲ s✉❜✉♥✐t✳

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ●r♦❊▲ ♠♦♥♦♠❡r ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✐♥❣ ❚ ♦❢ ✹❆❆❘ P❉❇ ❡♥tr②
❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❘▼❙❉ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺ ❧❡❢t✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ s✉❜✉♥✐t ❡①♣❧♦r❡s ❛ ✇✐❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❆❚P ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ▼♦♥♦♠❡r✬s ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♠♦❞❡s✱
❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮✱ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♣r❡s✲
❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ ♦✉t ♦❢ ✜❢t②✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✱ r✐❣❤t✮✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✱ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✳ ❚❤❡ ◗❯❆❋■❚ ❛♥❛❧✲
②s✐s ❬✶✺✾❪ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ P❉❇ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r r❡❣✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞♦♠❛✐♥s ✭t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❦❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②
r❡s✐❞✉❡s ✶✽✽✲✶✾✶ ❛♥❞ ✸✼✸✲✸✼✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐♥ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ♠♦♥♦♠❡r
t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✮ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡q✉❛t♦✲
r✐❛❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✭❣r❡❡♥✮ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t t♦ ❜❡ t✐❣❤t❧② ❜♦✉♥❞✱ ❛s
❛❧r❡❛❞② ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝ str✉❝t✉r❡✱ t❤✉s ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs ❛s t❤❡ ❤✐♥❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛
r❡s✐❞✉❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭❘▼❙❋✮ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t s❡❧❡❝t❡❞ s❡✲



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❘❡s✐❞✉❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭❘▼❙❋✮ ❛♥❛❧②s✐s

q✉❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥s
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ◗❯❆❋■❚ ♠❡t❤♦❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r ✭❆ ❛♥❞ ❇✮✱ ❜♦t❤ ❛❜❧❡ t♦
❜❡st ✜t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱ ●r♦❊▲✬s ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ◗❯❆❋■❚ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥✿ t❤❡ ✜tt✐♥❣✱ r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✺✱ ❣❛✈❡
❛ ✇♦rs❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ◗✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ χ2❂✷✳✸✶✳ ❇❡st ✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡s
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❆ ❛♥❞ ❇ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ χ2 ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ✜tt✐♥❣ ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✶✳✸✽
❛♥❞ ✶✳✶✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✬s s✐③❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❣②r❛t✐♦♥✬s
r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❜❛rr❡❧ ❛①❡s✮✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛✈✐t② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠❛❧❧❡r ❢♦r
str✉❝t✉r❡s ❆ ❛♥❞ ❇ t❤❛♥ ❢♦r ✹❆❆❘ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥
t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ s❡❡♠s t♦ ❛❞♦♣t ❛ t✐❧t❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡
♠♦♥♦♠❡r ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✹❆❆❘✱ ♦r✐❡♥t✐♥❣ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛r✲
r❡❧✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✜rst ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ P❈❆ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✱ r✐❣❤t✳
❆s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥✬s ♣❧♦t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦rs✐♦♥❛❧ ❛♥❣❧❡s φ ❛♥❞ ψ ♦❢
t❤❡ r❡s✐❞✉❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✱ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ ❝❤❛✐♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ✐♠♣♦s❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❞✐❞ ♥♦t ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐st♦rt t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✽✮✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ❛♥❞ s❛❧t
❜r✐❞❣❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t s✉❜✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ r✐♥❣ ✭✐♥tr❛✲r✐♥❣ s❛❧t
❜r✐❞❣❡s✮✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r❡s✐❞✉❡s ❆s♥✷✷✾✲●❧✉✷✸✽ ✐♥ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ▲②s✽✵✲❆s♣✹✶
✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t✇♦ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r✲r✐♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ✇❡r❡
❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❆s♥✹✸✼✲●❧✉✹✸✹✱ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r♦❊▲ ❝❛✈✐t② ✭P❉❇✿ ✹❆❆❘✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ●r♦❊▲ str✉❝t✉r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚✇♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✿ ✐✮ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❝❝❡ss ✇✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢



✸✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✼✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❋✐t ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ●r♦❊▲



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥✬s ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ✭✹❆❆❘✮ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
str✉❝t✉r❡s ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ●r♦❊▲✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ■♥t❡r✲r✐♥❣ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲r✐♥❣ ✭r✐❣❤t✮ s❛❧t ❜r✐❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●r♦❊▲ s✉❜✉♥✐ts
✐♥ s♦❧✉t✐♦♥❀ ✐♥✈♦❧✈❡❞ r❡s✐❞✉❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❜❛❧❧s✲❛♥❞✲st✐❝❦s



✸✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✼✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ❈❛✈✐t✐❡s ♦❢ ✹❆❆❘ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡ ✭❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢
●r♦❊▲ ✭❝❡♥t❡r✮ ❛♥❞ ❍s♣✻✵ ✭r✐❣❤t✮✳



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤❛♠❜❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✉♥❢♦❧❞❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❤♦st❡❞ ❢♦r ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✐♥✲s♦❧✉t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ s♠❛❧❧❡r ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ❛❜♦✉t
✷ ♥♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♦❧✐❞ st❛t❡ str✉❝t✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✹❆❆❘✳
❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡s ✉s t♦ s✉❣❣❡st ❛ r♦❧❡ ♦❢ ●r♦❊▲✱ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✐❡♥t
♣r♦t❡✐♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♥❛t✉r❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ♥❛s❝❡♥t ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡
t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤✐s t✐❣❤t❡r ❡♥tr❛♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝❛✈✐t②✬s s✐③❡ ✇❛s
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❤❡♣t❛♠❡r✐❝ r✐♥❣
✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶✮ ❢♦r ✹❆❆❘ ✭✻✺✾✶✮✱ ●r♦❊▲✲❆ ✭✹✶✸✻✮✱ ●r♦❊▲✲❇ ✭✸✾✻✽✮✱ ❍s♣✻✵✲❆
✭✺✶✹✼✮ ❛♥❞ ❍s♣✻✵✲❇ ✭✹✸✹✾✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ s❤r✐♥❦✐♥❣ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✈♦❧✉♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧✐❡♥t ♣r♦t❡✐♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ❲❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r✐♥❣ ✭❤❡♣t❛♠❡r✮ ❝❛✈✐t② ♦❢ ●r♦❊▲ ❆ str✉❝t✉r❡
✭✹✶✸✻✮✳



✸✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✼✼

✸✳✸✳✸ ◆❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ str✉❝t✉r❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ❲♦r❦✢♦✇ ❢♦r ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

◆❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦♥♦♠❡r ♦❢ ●r♦❊▲ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ✇❛s r❡✲
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❤♦♠♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ r❡s✐❞✉❡s ✭▼■❙ ❛♥❞ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❈✲
t❡r♠✐♥❛❧ ❛❛✮ ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❖❙❊❚❚❆ s♦❢t✇❛r❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❋♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ●r♦❊▲ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡
✇♦r❦✢♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✷✮✱ ✷✵✵ ♥s ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❍s♣✻✵ ♠♦♥♦♠❡r✳ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s♥❛♣s❤♦t✱ ❛t ❛❜♦✉t ✶✺✵ ♥s✱ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸❜✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ▼■❙ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❝②❛♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❈✲ ❛♥❞ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣♦s❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ st✐✛♥❡ss t♦ t❤❡



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

♠♦♥♦♠❡r str✉❝t✉r❡✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘▼❙❉ ♣❧♦t ❛❢t❡r ✶✷✵ ♥s ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✸❛✮✳ ■♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ ❛✮ ❘▼❙❉ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❈α ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ s✉❜✉♥✐t❀ ❜✮ ❘❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ s♥❛♣s❤♦t ✇✐t❤ t❤❡ ❍s♣✻✵ ❞♦♠❛✐♥s s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞ ✭❛♣✐❝❛❧✮✱ ❣r❡❡♥ ✭✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✮✱ ❜❧✉❡
✭❡q✉❛t♦r✐❛❧✮✱ t❤❡ ▼■❙ ❛♥❞ ❈✲t❡r♠✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❝②❛♥ ❛♥❞ ✐♥ ❣r❡②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❢♦✉r
✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳

❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ●r♦❊▲ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❛❞❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❍s♣✻✵ ♠♦♥♦♠❡r ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ◗❯❆❋■❚ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡
r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥s✿ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸❜✮✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t♦r✐❛❧
❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ✭❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ◆✲ ❛♥❞ ❈✲ ❡♥❞✐♥❣s ❢♦❧❞❡❞
✇✐t❤ ❘❖❙❊❚❚❆ ✭❝②❛♥ ❛♥❞ ❣r❛②✮✳ ❍❡♥❝❡ ❢♦✉r ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚✇♦
♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞♦♠❛✐♥s ✭❛s ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●r♦❊▲✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② r❡s✐❞✉❡s ❢r♦♠ ✷✶✶ t♦ ✷✶✹ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✸✾✼ t♦
✹✵✵✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ✢❡①✐❜❧❡ ❧✐♥❦❡rs✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ◆✲ ❛♥❞ ❈✲❡♥❞✐♥❣
❞♦♠❛✐♥ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧✲✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛r❡ ❢r♦♠ r❡s✐❞✉❡s ✷✸ t♦ ✷✻ ❛♥❞ ❢r♦♠
✺✹✽ t♦ ✺✺✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ ●r♦❊▲✱ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ✐♥ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❝❛♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❛s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ❛♥❞ ❤❡♣t❛♠❡rs✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ◗❯❆❋■❚ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝ ❛♥❞ ❤❡♣t❛♠❡r✐❝ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ t❤❡
✢❡①✐❜❧❡ ♠♦♥♦♠❡r ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡✐r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✹✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❛❞
♣❡r❢♦r♠❡❞ ◗❯❆❋■❚ ❛♥❛❧②s✐s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝ ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❜❛❞ ✜tt✐♥❣ q✉❛❧✐t② ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✺✮ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t✇♦ q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚✇♦ ❜❡st str✉❝t✉r❡s ✭❆ ❛♥❞ ❇✮ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ◗❯❆❋■❚ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❡st ✜t
❝✉r✈❡s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ χ2 ❛r❡ ✶✳✷✽ ❛♥❞ ✶✳✸✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ▼■❙ s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❆ ❛♥❞ ❇✱ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹✱ r❡✲
s✉❧t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r ●r♦❊▲✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ st❛❜❧❡ ❘▼❙❉ ✈❛❧✉❡s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✽✵ ♥s ♦❢ t❤❡ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ s✉❜✉♥✐t✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r
❍s♣✻✵ t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r ✐s ♥♦t❛❜❧② s♠❛❧❧❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ▼■❙
s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ❝❛✈✐t②✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ ❛♣♣❛r❡♥t❧② t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞
s♣❛❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣✉❡st ♣r♦t❡✐♥s ✭s❡❡ ❋✐❣s✳ ✸✳✶✼ ❛♥❞ ✸✳✷✹✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞✐❝ ❝❤❛✐♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ♦❢



✸✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✼✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✿ ❋✐t ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✿ ❚❡♥t❛t✐✈❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢✱ t♦♣✱ ●r♦❊▲ ✇✐t❤ ♦♥❧② r✐❣✐❞ ♠♦♥♦♠❡rs ✭χ2 = 2.31✮ ❛♥❞✱
❜♦tt♦♠✱ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ✭χ2 = 1.81✮✳

❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●r♦❊▲ ❆ ❛♥❞ ❇ ✭s❡❡ ❛❜♦✈❡✮✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧t ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣♦s❡❞ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ♠❛②❜❡ ♠♦r❡
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s str✉❝t✉r❡✳ ◆♦♥✲❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ str✉❝t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✿ ❙❛❧t ❜r✐❞❣❡s ✐♥ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵

❆ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s❡✈❡r❛❧ s❛❧t ❜r✐❞❣❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻✮ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r❡s✐❞✉❡s ●❧✉✷✽✶✲❆r❣✷✻✽✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❝r②s✲
t❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✱ ❜✉t ❥✉st ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ ❍s♣✶✵ ❬✶✸✷❪✳ ■♥
❋✐❣✳ ✸✳✷✼ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ♦✉r str✉❝t✉r❡✳ ■♥ r❡s♣❡❝t t♦ ◆✐s❡♠❜❧❛t✬s
♦♥❡ ❬✶✻✷❪✱ ♦✉r ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ✭❧♦✇❡r ♦❢ ❛❜♦✉t ✶ ♥♠ ✐♥ ❤❡✐❣❤t



✸✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✽✶

❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦❢ ❛❜♦✉t ✷ ♥♠ ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝❛✈✐t② r❡s✉❧ts ❧❡ss s♣❛❝✐♦✉s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❜♦✉♥❞ ❍s♣✶✵✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ●r♦❊▲ ❛♥❞ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❙❆❳❙✲▼❉ st✉❞②✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥✜r♠ ❢♦r t❤❡ ❍s♣✻✵
❝❛s❡ t❤❡ ❝♦✲❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ❛♥❞ ❤❡♣t❛♠❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ t❡tr❛❞❡✲
❝❛♠❡r✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ●r♦❊▲✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼✿ ▲❡❢t✿ t❤❡ ♥❡✇ str✉❝t✉r❡ ✭❣r❡❡♥✱ ❢r♦♠ ❬✶✸✷❪✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧t ✭❜❧✉❡✮✳
❘✐❣❤t✿ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝❛✈✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✿ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝✱ ❜❧✉❡ ✈s ♦✉r ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥✱ ❣r❡❡♥✳

✸✳✸✳✹ ❈❤❡♠✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t✐❡s

❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ♣r♦♠♣t❡❞ t♦ ✇♦♥❞❡r ✐❢ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦t❡✐♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✱
♠t❍s♣✻✵ ❛♥❞ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵✮ ❬✶✸✹✱ ✶✸✸❪✳ ❚❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❍s♣✻✵s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❜❛s✐s
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❍s♣✻✵ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡✈❛♥t t♦ s✉♣♣♦rt✱ ✐♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✻✸❪✳ ■♥ t❤✐s ❧✐❣❤t✱ ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❣✉❛♥✐❞✐♥✐✉♠ ❤②❞r♦❝❤❧♦r✐❞❡ ✭●❞♥❍❈❧✮ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❛ï✈❡ ❛♥❞ ♠t❍s♣✻✵ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ ●r♦❊▲✱ ✇❤♦s❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② ❞❡♥❛t✉r✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶✻✵✱ ✶✻✹✱ ✶✻✺✱ ✶✻✻❪✳ ❚♦ ❞❡❡♣❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❈❉ ❛♥❞
❙❆❳❙ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✮✳
❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈❉ ✭❈◆❘✱ P❛❧❡r♠♦✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦t❡✐♥s ❬✶✸✸❪✳ ❋❛r✲❯❱ ❈❉ s♣❡❝tr❛ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥❛t✉r❛♥t
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✽✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛♠✐❞❡ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❜♦♥❞s ❛r❡
❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ r❡❣✉❧❛r ❛rr❛②s✱ s✉❝❤ ❛s α✲❤❡❧✐❝❡s ♦r β✲s❤❡❡ts✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s♣❡❝✲
tr❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r♦t❡✐♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ α✲❤❡❧✐❝❡s ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜❛♥❞s
❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✷✸ ❛♥❞ ✷✶✷ ♥♠✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ t✇♦✲st❛t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✻✼❪✱ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❈❉ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❉ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❛
✉♥✐q✉❡ ❢♦❧❞❡❞ ✭F ✮ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞ ✭U✮ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽✿ ❈✐r❝✉❧❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠ ✭❈❉✮ s♣❡❝tr❛ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ●r♦❊▲✱ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵
❛♥❞ ♠t❍s♣✻✵ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ●❞♥❍❈❧✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ●❞♥❍❈❧ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞✳



✸✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✽✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾✿ ❘✬ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥❛t✉r❛♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ♠t❍s♣✻✵
✭❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✽✮✳

♠♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t✱ Kunf = [U ]/[F ]✳
❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ●❞♥❍❈❧ ♠♦❧❛r✐t② ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ∆Gunf = −❘T logKunf = ∆G0 −m [GdnHCl]✱ R
❜❡✐♥❣ t❤❡ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ T t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✶✻✽❪✳ ❖♥ t❤❡s❡ ❣r♦✉♥❞s✱
t❤❡ r❛t✐♦ R′ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❉ ✈❛❧✉❡s ❛t ✷✶✷ ♥♠ ❛♥❞ ❛t ✷✷✸ ♥♠✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✾
❢♦r ♠t❍s♣✻✵ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

R′ =
CD223 nm

CD212 nm
=
A+Be−∆Gunf/❘T

C + e−∆Gunf/❘T
, ✭✸✳✶✽✮

✇❤❡r❡ A✱ B ❛♥❞ C ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr❛ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❢♦❧❞❡❞ st❛❣❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥❛t✉r❛♥t✱ ❤❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ♣✉r❡ ♥❛t✐✈❡ st❛t❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡
❢❛❝t♦rs A ❛♥❞ C ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❈❉ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❛♥❞ ✜♥❛❧ ♣❧❛t❡❛✉ r❡❣✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❈❉ s♣❡❝tr❛
❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❢♦❧❞❡❞ ♣r♦t❡✐♥s✱ fU = [U ]/([U ] +

[F ])✱ ✇❛s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❬●❞♥❍❈❧❪ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✵✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ fU ([GdnHCl]) ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ●❞♥❍❈❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ✐s ❡❛r❧② ❛♥❞
❧❡ss ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵✳ ❉✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●r♦❊▲✱
❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ s❡❡♠ t♦ ✉♥❞❡r❣♦ ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡✈❡♥t
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r ♠t❍s♣✻✵✳

❆s ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ❛❣❛✐♥st ●❞♥❍❈❧ ✇❛s
❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ ✐♥✲s♦❧✉t✐♦♥
♠t❍s♣✻✵✱ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts✱ ✐✳❡✳ (dΣ/dΩ(Q) · Q2) ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ Q✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✶ ❜♦t❤ ❍s♣✻✵s ❙❆❳❙ ✜♥❣❡r♣r✐♥ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡② ♣r❡s❡♥t
❛ ❜r♦❛❞ ♣❡❛❦✱ ✇❤♦s❡ Q✲♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s✳ ◆❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❙❆❳❙ s♣❡❝✲
tr✉♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❑r❛t❦② ♣❧♦t s❤♦✇s ❛ ♣❡❛❦ ❛t ❧♦✇❡r Q ✈❛❧✉❡s ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠t❍s♣✻✵✱ ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♥❛ï✈❡
s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❛ï✈❡ ✭❜❧✉❡✮✱ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ✭❜❧❛❝❦✮ ❍s♣✻✵ ❛♥❞ ●r♦❊▲ ✭r❡❞✮ ✉♥✲
❢♦❧❞❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ●❞♥❍❈❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜ts t♦ t❤❡ ❞❛t❛
❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✽ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❬✶✸✸❪✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈❉ ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♠t❍s♣✻✵✱ ♥❛ï✈❡❍s♣✻✵ ❛♥❞
●r♦❊▲ ❬✶✸✹❪✳

❆ ❇ ❈ ∆G0 ✭❑❏✴♠♦❧✮ m ✭❑❏·▲✴♠♦❧2✮
♠t❍s♣✻✵ ✸✳✹ ✵✳✼✵ ± ✵✳✵✷ ✸✳✺ ✸✳✸ ± ✵✳✽ ✶✵ ± ✷

♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ✸✳✼ ✵✳✼✵ ± ✵✳✵✶ ✸✳✻ ✶✵ ± ✶ ✶✻ ± ✶
●r♦❊▲ ✶✳✻✸ ✵✳✹✵ ± ✵✳✵✸ ✶✳✼✹ ✸✼ ± ✼ ✷✾ ± ✻

t♦ ✐♥✲s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢
♠t❍❙P✻✵ ❤❡♣t❛♠❡rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❢♦r♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ●❞♥❍❈❧ ❝♦♥t❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✷✳✵ ▼ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs✱ ❤❡♣t❛♠❡rs✱ ♠♦♥♦♠❡rs ❛♥❞ ✉♥✲
❢♦❧❞❡❞ s♣❡❝✐❡s✳ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥❛t✐✈❡ ♠t❍s♣✻✵✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ●❞♥❍❈❧✱
✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❢♦❧❞❡❞ s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✺✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✿

dΣ

dΩ
(Q) =

c

M1
NA[x1P1(Q) +

1

7
x7P7(Q) +

1

14
x14P14(Q) +

1

Nagg
xUPU (Q)] ✭✸✳✶✾✮

✇❤❡r❡ M1 ✐s ♠♦♥♦♠❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t✱ NA ✐s ❆✈♦❣❛❞r♦✬s ♥✉♠❜❡r✱ x1✱ x7✱ x14✱
❛♥❞ xU ❛r❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛s ♠♦♥♦♠❡rs✱ ❤❡♣t❛♠❡rs✱
t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ❛♥❞ ✉♥❢♦❧❞❡❞ s♣❡❝✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ P1(Q)✱ P7(Q)✱ ❛♥❞ P14(Q) ❛r❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠t❍s♣✻✵ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ❤❡♣t❛♠❡rs ❛♥❞
t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs✳ PU (Q) ✐s t❤❡ P❡❞❡rs❡♥✲❙❝❤✉rt❡♥❜❡r❣❡r ✇♦r♠✲❧✐❦❡ ❝❤❛✐♥ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r



✸✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✽✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✶✿ ❚♦♣ ❧❡❢t✿ ❧♦❣✲❧♦❣ ♣❧♦ts ♦❢ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ✭❜❧✉❡
❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ❝②t♦♣❧❛s♠❛t✐❝ ✭r❡❞ ❡♠♣t② ❝✐r❝❧❡s✮ ❍s♣✻✵ ❛t ✵▼ ●❞♥❍❈❧❀ r✐❣❤t✿ ❧♦❣✲❧♦❣ ♣❧♦ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✶✳✺▼ ●❞♥❍❈❧✳ ❇♦tt♦♠ ❧❡❢t✿ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ♦❢ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ✭❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s✮
❛♥❞ ❝②t♦♣❧❛s♠❛t✐❝ ✭r❡❞ ❡♠♣t② ❝✐r❝❧❡s✮ ❍s♣✻✵ ❛t ✵▼ ●❞♥❍❈❧❀ r✐❣❤t✿ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❛t ✶✳✺▼
●❞♥❍❈❧✳

♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❧❡✈❡❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝❤❛✐♥ ❛s ✉s❡❞
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❬✶✷✶❪ ❛♥❞ Nagg ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ❛rr❛♥❣❡❞
✐♥ t❤❡ ✇♦r♠✲❧✐❦❡ s♣❡❝✐❡s✳ Pr♦t❡✐♥ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs✱ ❤❡♣✲
t❛♠❡rs ❛♥❞ ♠♦♥♦♠❡rs ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ P❉❇ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❬✶✾❪✱ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❛❣❡ ♦❢ ▼■❙✱ ❛♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣♦s✐✲
t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❧✐❣♦♠❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❆❙▼❖▲ ❛♣♣r♦❛❝❤
❬✶✵❪✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✺✳ ❚❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✜rst ❤②❞r❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ✇❛s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ r❡s✉❧t❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ♦❢ ≃ (12 ± 2) % ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧ts ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r r❡s✉❧ts t♦
❜❡ ≃ (9 ± 6)✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ c ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✶
❣✴▲✮ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s♣❡❝✐❡s✱ ✇❡
❡①♣❡❝t ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
t♦ ✉♥✐t②✳ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ●❊◆❋■❚ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡
❬✽❪✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♠t❍s♣✻✵
❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ●❞♥❍❈❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✷ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ Q✲r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❛❧❧♦✇ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡♣t❛♠❡rs✱ ❝❧♦s❡ ♦♥❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs✱
t❤✉s ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ●❞♥❍❈❧✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ s♣❡❝✐❡s
✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✸✳ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ s♣❡❝✐❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤❡♣✲



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷✿ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ♠t❍s♣✻✵
✭✶ ♠❣✴♠▲✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♥❛t✉r❛♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ✵ ▼ ●❞♥❍❈❧ ✭❝②❛♥
❝✐r❝❧❡s✮✱ ✵✳✷✺ ▼ ✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮✱ ✵✳✼✺ ▼ ✭❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✱ ✶ ▼ ✭❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s✮✱ ✶✳✺ ▼ ✭♣✐♥❦ ❝✐r❝❧❡s✮✱
✷ ▼ ✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❈✉r✈❡s ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ❢♦r s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳

t❛♠❡rs ❛♥❞ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ❝♦✲♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ❛♥❞ ✉♥✲
❢♦❧❞❡❞ s♣❡❝✐❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✹ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ♠t❍s♣✻✵ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ●❞♥❍❈❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❈❉✱ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❢♦r ♠t❍s♣✻✵ ♦❝❝✉rs ❡❛r❧✐❡r✱ t❤✉s ❝♦♥✲
✜r♠✐♥❣ ✐ts ❧♦✇❡r st❛❜✐❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ∆Gunf = ∆G0 −m[GdnHCl]✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ●❞♥❍❈❧ ♠♦❧❛r✐t② ✐♥ s♦❧✉✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ ∆Gunf = −RTln([U ]/[F ])✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ∆G0 ❛♥❞ m ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♥❢♦❧❞❡❞ s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② r❡s✉❧t❡❞ t♦ ❜❡
∆G0 = 13±3 kJ/mol ❛♥❞ m = 10±3 kJ/(mol2L)✳ ∆G0 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙❆❳❙ r❡s✉❧ts
♦♥ ♠t❍s♣✻✵ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❬✶✸✸❪✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❈❉ ❛♥❞ ❙❆❳❙ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s ❬✶✸✹❪✳

∆G0 ✭❑❏✴♠♦❧✮ m ✭❑❏·▲✴♠♦❧2✮
❙❆❳❙ ❈❉ ❙❆❳❙ ❈❉

♠t❍s♣✻✵ ✶✸ ± ✸ ✸✳✸ ± ✵✳✽ ✶✵ ± ✸ ✶✵ ± ✷
♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ✷✸ ± ✼ ✶✵ ± ✶ ✶✹ ± ✺ ✶✻ ± ✶

●r♦❊▲ ✹✷ ± ✶✵ ✸✼ ± ✼ ✷✷ ± ✺ ✷✾ ± ✻



✸✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ✽✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✸✿ ❙❆❳❙ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛s ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ s♣❡❝✐❡s✳ ❋✉❧❧ ♣♦✐♥ts r❡❢❡r t♦ ♠t❍s♣✻✵ ♠♦♥♦♠❡rs ✭r❡❞ sq✉❛r❡s✮✱ ❤❡♣t❛♠❡rs
✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✮✱ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ✭❜❧✉❡ tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❛♥❞ ✉♥❢♦❧❞❡❞ s♣❡❝✐❡s ✭❣r❡❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s✮✱ ✈❡r✲
s✉s ●❞♥❍❈❧ ❝♦♥t❡♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❍s♣✻✵ ✇✐t❤♦✉t ●❞♥❍❈❧
✇❡r❡ ✜tt❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs✱ ❤❡♣t❛♠❡rs ❛♥❞ ♠♦♥♦♠❡rs ✐♥
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛t ✵▼ ●❞♥❍❈❧ r❡♣r❡s❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❡♣t❛♠❡rs ❛♥❞ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ✐♥ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❬✶✸✸❪✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛ ♠❛❥♦r
st❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❧❡ss st❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ t♦
♠t❍s♣✻✵ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✉♠❛♥ ♣r♦t❡✐♥ ❝❛♥ s✉❣❣❡st ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛✇❛r❞❡❞ t♦✇❛r❞s ❛ ❣r❡❛t❡r
✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♦❢ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r r❡s✐❞✉❡s✱
❘✹✺✷✱ ❊✹✻✶✱ ❙✹✻✸ ❛♥❞ ❱✹✻✹ t❤❛t ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❞♦✉❜❧❡ r✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ●r♦❊▲✱
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❍s♣✻✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❬✶✻✾❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❍s♣✻✵ ❝❛♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✏♦♥❡ str♦❦❡ ❡♥❣✐♥❡✑ ✐♥ ✈✐✈♦✱ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ r✐♥❣ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r
♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥✲♠❡❞✐❛t❡❞ ❢♦❧❞✐♥❣ ❬✶✻✾❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ✇❡❧❧
✜t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✏st❛❜✐❧✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥✑ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ♣r♦t❡✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡s✐❞✉❡s
❛r❡ ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ st❛❜✐❧✐t② ❬✶✻✸❪✳ ❲❡ ❝❛♥ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ❛❧s♦ ❢♦r ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥
✻✵✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② ♠✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ♥❡✇ ♣r♦t❡✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✱ ❜✉t ❝♦♠❡ ❛t ❛ ❝♦st t♦ ♣r♦t❡✐♥ st❛✲
❜✐❧✐t②✳ ❖r❣❛♥✐s♠s ❡✈♦❧✈❡ ❜② ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♠♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ st❛❜✐❧✐t② ❬✶✼✵❪✳



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ✭❜❧❛❝❦✮ ✉♥❢♦❧❞❡❞
♣r♦t❡✐♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ●❞♥❍❈❧ ❝♦♥t❡♥t✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦✜❧❡
✭r❡❞✮ ❛♥❞ ●r♦❊▲ ✭❜❧✉❡✮ ❛s r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❢r♦♠ ❬✶✸✸❪✳ ▲✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✳



✸✳✹✳ ❍s♣✻✵ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ ✽✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✷✵✵µ▼ ❆β1−42 ❛❧♦♥❡✱ ❧❡❢t✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵
✭✹µ▼✮✱ r✐❣❤t✳

✸✳✹ ❍s♣✻✵ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❆β ♣❡♣t✐❞❡

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ♦♥ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞✱ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ♦♥ t❤❡ ❆β1−42 ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥
♣❛t❤✇❛②✳
❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❛♥❞ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡✱ ✐♥ ❜r❛✐♥ t✐ss✉❡s ❛♥❞ ✐♥ ▲❡✇② ❜♦❞✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s
❛♥❞ ♣r❡✜❜r✐❧❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② ♦✛✲♣❛t❤✇❛② ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✳ ▼♦❞✲
✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ❛❧t❡r t❤❡ ♥❡✉r♦t♦①✐❝✐t② ♦❢ ♦❧✐❣♦♠❡rs
❛♥❞ ✜❜r✐❧s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ str❛t❡❣✐❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜② ◆▼❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ●r♦❊▲ s✉♣♣r❡ss❡s ❆β1−40 ❛♠②❧♦✐❞ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐ts t✇♦ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s❡❣♠❡♥ts ▲❡✉✶✼✲❆❧❛✷✶ ❛♥❞ ❆❧❛✸✵✲
❱❛❧✸✻✱ ❦❡② r❡s✐❞✉❡s ✐♥ ✜❜r✐❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✶✼✶❪✳
■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♠t❍s♣✻✵✲❆β1−42 ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t✐♠❡✱ t♦
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡✳
❚✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❙❆❳❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

♦❢ t❤❡ ❆β1−42 ✭✷✵✵ µ▼✮ ✐♥ t✐♠❡✱ ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ✭✹ µ▼✮
❢♦r ❛❜♦✉t t✇♦ ❤♦✉rs ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✺✮✳ ❆♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡✱ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ ♦❢
❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦❧✐❣♦♠❡rs ♥♦t ②❡t ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡ t❤❛t ♣r♦❝❡❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❞✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ♠t❍s♣✻✵ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ✐♥
✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t s❡❡♠ t♦
❜❡ ❧❡ss ❡✈✐❞❡♥t✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✜rst❧② ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts

✭I(Q) ·Q2 ✈s Q✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✹✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡
✇✐t❤ ❆β1−42 ❛❧♦♥❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✻✱ ❧❡❢t✮ s❤♦✇s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♥❢♦❧❞❡❞ t♦ ❣❧♦❜✉❧❛r ❛♥❞
❝♦♠♣❛❝t str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r t♦ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s
♦❢ Q✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✻✱ r✐❣❤t✮ s❡❡♠s t♦ st❛rt ❢r♦♠ ❛
♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♣❡❛❦ ❛t ✵✳✹ ♥♠−1✱ ❣✐✈❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
t❡tr❛❞❡❝❛♠❡r✐❝ ♠t❍s♣✻✵ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✻✮✳ ■♥st❡❛❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ ❛ ❧❡ss ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ✇❛② t♦✇❛r❞s ❜✐❣❣❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✻✿ ❚♦♣✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ❢♦r ❆β1−42

✭✷✵✵µ▼✮✱ ❧❡❢t ❛♥❞ ❆β1−42 ✇✐t❤ ♠t❍s♣✻✵ ✭✹µ▼✮✱ r✐❣❤t✳ ❇♦tt♦♠✿ ❢♦❝✉s ♦♥ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ♦❢
t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡❛❦
❛t ≃ ✵✳✹ ♥♠−1



✸✳✹✳ ❍s♣✻✵ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ ✾✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✼✿ ❋✐♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❆β1−42 ♣❡♣t✐❞❡ ❛❧♦♥❡ ✭✈✐♦❧❡t✮ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵
✭❣r❡❡♥✮ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ♦❢ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s✳

r❡❝♦r❞❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ t❤❡ ♣❡❛❦ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦✲
s✐t✐♦♥✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✼✮✳ ❚✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡✈❡❛❧ t❤❛t ♠t❍s♣✻✵ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❛t✲
t❡r♥✱ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ♦♥ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ r❡❝❡♥t❧②✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ str✐❦✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ t♦✇❛r❞s ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❬✶✸✻❪✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✽ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛ ❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✿ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
♦❢ ❆β1−40 ❛❧♦♥❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ✷✹ ❤♦✉rs✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✸✻❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❧♦✇❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❆β1−40 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❆β1−42✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r r❡s✉❧ts
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ ♣❡♣t✐❞❡✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❆β1−42 ❤❛s ❛ ♠♦r❡ r❛♣✐❞ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r
❦✐♥❡t✐❝s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❧② ♠♦♥♦♠❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❆β1−40 ❛♥❞ ❆β1−42 ♣❡♣t✐❞❡ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛t t❤❡ ❡❛r❧✐❡st st❛❣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♣❡r❢♦r♠❡❞✮✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠t❍s♣✻✵ ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❤❡♥
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s❡❡❞s ❢♦r
s❡❝♦♥❞❛r② ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤✳
❚♦ t❡st t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ♦♥ ♠❛t✉r❡ ✜❜r✐❧s✱ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝✲
q✉✐r❡❞✱ ✐♥ t✐♠❡✱ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ②❡t ❢♦r♠❡❞ ❆β1−42 ✜❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦❢ ♠t❍s♣✻✵✿ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❢r❡❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳
■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳✸✾✱ ❜♦tt♦♠✱ t❤❛t ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts s❤♦✇ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦✲
✇❛r❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❣❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛t ✈❡r② ❧♦✇ ◗ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ♣♦✐♥ts ♦✉t
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❍s♣✻✵ t♦✇❛r❞ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❛♥❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ s♣❡❝✐❡s✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧s♦ s❡❡ ❢♦r t❤❡ ❍s♣✼✵✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍s♣✻✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✽✿ ❋♦r♠ ❬✶✸✻❪✳ ▲❡❢t✿ ❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ✺✵ µ▼ ❆β1−40 ✇✐t❤ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✹✵ µ▼ ♠t❍s♣✻✵✳ ❘✐❣❤t✿ ❆❋▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❆β s♣❡❝✐❡s ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ✉♥❞❡r ❛♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮ ✺✵ µ▼ ♦❢ ❆β1−40 ❛t
t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✮ ❛♥❞ ❞✮ ✺✵ µ▼ ♦❢ ❆β1−40 ✇✐t❤ ✷µ▼ ❛t t❤❡
st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛r ✶ µ♠✱ ③✲r❛♥❣❡ ❢♦r ❛✱ ❜✱ ❝✿ ✼ ♥♠✱ ❢♦r ❞✿ ✾✳✻
♥♠✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✾✿ ▲❡❢t✿ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ✇✐t❤ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠❡❞ ✜❜r✐❧s ♦❢ ❆β1−42✳ ❘✐❣❤t✿
❑r❛t❦② ♣❧♦ts ♦❢ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ st❛❣❡s ♦❢ ♠t❍s♣✻✵ ✇✐t❤ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠❡❞ ✜❜r✐❧s ♦❢ ❆β1−42✱
❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❍s♣✼✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❈♦♥t❡♥ts

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛♥❞ ❣r❛❢t❡❞ ❍s♣✼✵s str✉❝t✉r❡s ✾✾

✹✳✹ ❍s♣✼✵✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✹✳✶ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✇✐t❤ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♠♦♥♦♠❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✹✳✷ ❍s♣✼✵ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✜❜❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊✈❡♥ ♠♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦s❡❞✱ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❝❤❛♣❡r♦♥❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝✐t② ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐♦✉s
❞✐s❡❛s❡s ❬✶✼✷❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❢♦r ❍s♣✻✵✱ t❤❡✐r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❜r❛✐♥s ♦❢ ♣❛✲
t✐❡♥ts ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❉✐s❡❛s❡ ✭❆❉✮✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡✱ t❤❡ ❍s♣✼✵✱ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✱ s✉❣❣❡st✐♥❣
✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦❧❡ t❤❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤♦❣❡♥❡s✐s ❬✶✺✷✱ ✶✼✸❪✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❡✛❡❝t ♦❢ ❍s♣✼✵ ♦♥ α✲
s②♥✉❝❧❡✐♥✱ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ▲❡✇② ❜♦❞✐❡s ✐♥ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡ ❬✶✼✹✱ ✶✼✺❪✳
❈❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❍s♣✼✵ ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞ ♣r♦t❡✐♥s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥s❡t
♦❢ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❞✐s❡❛s❡s ❝♦✉❧❞ t❤✉s ❤❡❧♣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✈❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞
❝❤❛♣❡r♦♥❡s ✭●❍s♣✼✵✮✱ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ❜✐♥❞ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ t♦ ✐♥❤✐❜✐t
t❤❡✐r ♠✐s❢♦❧❞❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❬✶✼✻❪✳
❚❤❡ st✉❞② ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛✐♠s t♦ ❞❡❡♣❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✇✐❧❞
t②♣❡ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ❍s♣✼✵ ♦♥ t❤❡ ✜❜r✐❧❧♦❣❡♥❡s✐s ♦❢ ❆β1−42 ❛♠②❧♦✐❞ ♣❡♣t✐❞❡ ❛♥❞ α✲
s②♥✉❝❧❡✐♥✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞s✲●❍s♣✼✵ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞
♣r♦t❡✐♥s ❛♥❛❧②③❡❞✳



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍s♣✼✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❲✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❢r♦♠ ❬✶✼✼❪✳

❲✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ str✉❝t✉r❛❧❧② ❞✐st✐♥❝t ❞♦♠❛✐♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜②
❛ ❧✐♥❦❡r ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡✲❜✐♥❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✭◆❇❉✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥
❍♦♠♦ ❙❛♣✐❡♥s ❍s♣✼✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡s✐❞✉❡s ✶✲✸✽✸✱ ❜✐♥❞s t♦ ❆❚P ❛♥❞ ❤②❞r♦❧②③❡s
✐t t♦ ❆❉P✳ ❙✉❝❤ ❆❚P❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡✲❜✐♥❞✐♥❣ ❢♦❧❞✱ t❤❛t
✐s t❤❡ ✏❛❝t✐♥ ❢♦❧❞✑ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t❡✐♥s ✇❤❡r❡ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ r❡s✐❞✉❡s ❢♦r♠ ❛ ❝❧❡❢t
✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ❆❚P ✐s ❜♦✉♥❞ ❬✶✼✽❪✳ ❚❤✐s ❜✐♥❞✐♥❣ ♣r♦♠♦t❡s ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡
t❤❛t ❝❧♦s❡s t❤❡ ❝❧❡❢t ❬✶✼✾❪✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✭❙❇❉✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ r❡s✐❞✉❡s ✸✾✼✲✻✹✶ ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ❛♥❞ tr❛♥s✐❡♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ s❤♦rt ❧✐♥❡❛r
♣❡♣t✐❞❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❢♦❧❞✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✳ ❚❤❡ ❙❇❉ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s✉❜❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ ❛ β✲s❛♥❞✇✐❝❤ r❡❣✐♦♥ ✭r❡s✐❞✉❡s ✸✾✼✲✺✵✼✮ ♥❛♠❡❞ s✉❜str❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ s✉❜❞♦♠❛✐♥
♦r β✲s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛♥ α✲❤❡❧✐❝❛❧ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ✭r❡s✐❞✉❡s ✺✵✽✲✻✹✶✮✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✜✈❡
α✲❤❡❧✐❝❡s ✭♥❛♠❡❧②✱ ❆✱ ❇✱ ❈✱ ❉ ❛♥❞ ❊✮ t❤❛t ❣♦✈❡r♥s s✉❜str❛t❡ ❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r✲
♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣❡♣t✐❞❡✲❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ β✲s❤❡❡ts✱ ✐s ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝
✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞❡❡♣ ♣♦❝❦❡t ❝❛♣♣❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡❧✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ s✉❜❞♦♠❛✐♥
❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ s✉❜str❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝t ❛s ❛ ✏❧✐❞✑
❢♦r t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♣♦❝❦❡t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❧✐❞❧❡ss ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❉♥❛❑✱ t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛❧
❍s♣✼✵ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢
❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❞❡♥❛t✉r❡❞ ✜r❡✢② ❧✉❝✐❢❡r❛s❡ ❬✶✽✵❪✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❍s♣✼✵ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❆❚P ❜♦✉♥❞✱
t❤❡ ❧✐❞ ✐s ♦♣❡♥ ❛♥❞ ♣❡♣t✐❞❡s ❜✐♥❞ ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② r❛♣✐❞❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡
❤❡❧✐❝❛❧ s✉❜❞♦♠❛✐♥ s❤♦✇s s♣❡❝✐✜❝✐t② ❢♦r ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ r❡s✐❞✉❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧❡✉❝✐♥❡✳
❲❤❡♥ ❍s♣✼✵ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❆❉P ❜♦✉♥❞✱ t❤❡ ❧✐❞ ✐s ❝❧♦s❡❞✱ ❛♥❞ ♣❡♣t✐❞❡s ❛r❡ t✐❣❤t❧②
❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ s❤♦rt
❧✐♥❦❡r s❡❣♠❡♥t ✭✻ r❡s✐❞✉❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❆❧s♦✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❈✲t❡r♠✐♥❛❧
✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✷✻ r❡s✐❞✉❡s ❬✶✼✻❪✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣r❡❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❍s♣✼✵ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱
t❤✐s ❝❤❛♣❡r♦♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦♦❧ t♦ ✐♥❤✐❜✐t ❛♠②❧♦✐❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❬✶✽✶❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❆❚P ♦r ❆❉P✱ ❍s♣✼✵
s❤♦✇❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❡✛❡❝t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❬✶✽✷❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❛❝t✐✈❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ♣r♦♣♦s❡ ❍s♣✼✵ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡



✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✾✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❆❚P❛s❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❍s♣✼✵✿ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ❆❚P t♦ t❤❡ ◆❇❉ ♦❢ ❍s♣✼✵ ♦♣❡♥s
t❤❡ ❧✐❞ ♦✈❡r t❤❡ s✉❜str❛t❡✲❜✐♥❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s s✉❜str❛t❡ t♦ ❜✐♥❞✳ ❆❚P ❤②❞r♦❧②s✐s✱
❝❛t❛❧②③❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❝♦✲❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝❧♦s✐♥❣ ♦❢ ❧✐❞ ❛♥❞ tr❛♣♣✐♥❣ s✉❜str❛t❡ ✐♥ t❤❡
s✉❜str❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♣♦❝❦❡t✳ P❉❇ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ r❡♥❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❯❙❈❋ ❈❤✐♠❡r❛ s♦❢t✇❛r❡ ❬✶✺✼❪✳

❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ♣✉r♣♦s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞
♣r♦t❡✐♥s ✇✐t❤ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs
t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣r♦t❡✐♥s ♦r ❛♥t✐❜♦❞✐❡s t❤❛t ❜✐♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛r❣❡t ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s
❬✶✽✸✱ ✶✽✹✱ ✶✽✺❪✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡♠❛✐♥ st✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛r ❛♥❞
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s✉❜str❛t❡ ♣r♦t❡✐♥s ✐s ♥♦t ②❡t ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞✳
❊✈❡♥ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❥✉st r❡❝❡♥t❧②
❬✶✽✻❪✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✐ts st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②
str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵ ✭❍s♣✼✵❲❚ ♦r ✼✵❲❚✮✱
t✇♦ ❣r❛❢t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❜✐♥❞ ✇✐t❤ ♣❛t❤♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✱ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❱❡♥❞r✉s❝♦❧♦ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈❤❡♠✐str②✱
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❬✶✼✻❪✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥s✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♣✐t♦♣❡
❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ t❛r❣❡t ♣r♦t❡✐♥ ✐♥t♦ ❍s♣✼✵✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ s❡❧❡❝t✐✈❡❧②
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛✣♥✐t② ♦❢ ❍s♣✼✵ ❢♦r t❤❛t t❛r❣❡t✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✉♥❛❧t❡r❡❞ ✐ts
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❈ t❡r♠✐♥✉s
♣❡♣t✐❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❡r♠❡❞ ✏❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❡♣t✐❞❡s✑ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✮✳ ❚❤✐s str❛t❡❣②
❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✼✻✱ ✶✽✼✱ ✶✽✽✱ ✶✽✾❪ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ t♦♦❧ ❢♦r
✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t♦①✐❝ ♣r♦t❡✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡rs s✉❝❤
❛s ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❛♥❞ ❍✉♥t✐♥❣t♦♥✬s ❞✐s❡❛s❡s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❍s♣✼✵ ✈❛r✐❛♥ts
r❡t❛✐♥ t❤❡ ✇✐❧❞✲t②♣❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❡♣t✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❜✐♥❞s t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦t❡✐♥✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦ ✭P❉❇✮ ❬✶✽✾❪
❛♥❞ ❣r❛❢t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❈✲t❡r♠✐♥✉s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❈✲t❡r♠✐♥✉s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ❍s♣✼✵ ♠✉t❛♥ts ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛
✏✜s❤✐♥❣ ❧✐♥❡✑✱ ✇✐t❤ ❛ ❤♦♦❦ ✭t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❡♣t✐❞❡✱ ❝♦❧♦r❡❞ ❣r❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸❜✮✱



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍s♣✼✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s✿ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐❧❞✲t②♣❡ ❍s♣✼✵ ✭✇t ❍s♣✼✵✱
♣❛♥❡❧ ❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ❢♦r♠ ✭●❍s♣✼✵✮ ✭❜✮ ❜♦✉♥❞ t♦ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✭❝♦❧♦r❡❞ r❡❞ ✐♥ ❜♦t❤
♣❛♥❡❧s✮✳ ■♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ t❛r❣❡t s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❡♣t✐❞❡s
❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❦❡r ❬✶✼✻❪✳

t❤❛t s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ❜✐♥❞s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♣✐t♦♣❡ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦t❡✐♥✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡
✏❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✑ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸❜✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❡♣t✐❞❡s✱ r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❛r❣❡t ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ◆❆❈ r❡❣✐♦♥ ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❆β ♣❡♣t✐❞❡✳
❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦r♠s ♦❢ ❍s♣✼✵ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❙❆❳❙✱ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts
♦♥ t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✳



✹✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✾✼

✹✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
❍s♣✼✵s str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❆β1−42 ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

Pr♦t❡✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✇❛s ♣✉r✐✜❡❞ ❛s ❛ ♠♦♥♦♠❡r✐❝ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❊s❝❤❡r✐❝❤✐❛ ❝♦❧✐ ❛s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✶✵❪ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❡♥❞r✉s❝♦❧♦ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈❤❡♠✐str②✱ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡✳ ❆β1−42 ✇❛s s♦❧✉❜✐❧✐③❡❞ ✐♥ ❤❡s❛✢✉♦r♦✐s♦♣r♦♣❛♥♦❧ ✭❍❋■P✮✱ t❤❛t ✇❛s ❡✈❛♣✲
♦r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥t❧❡ str❡❛♠ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❣❛s✳ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ ✐❝❡ t♦
t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛♥❞ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ P❇❙✳ ❆s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❬✶✼✻✱ ✶✽✾❪✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❡♣t✐❞❡s ✇❡r❡ ❣r❛❢t❡❞ ❛t t❤❡ ❈✲t❡r♠✐♥❛❧ ❡♥❞
♦❢ ❤✉♠❛♥ ❍s♣✼✵ ✭❤✉♠❛♥ ❍s♣✼✵ ✶❆✱ ●❡♥❇❛♥❦ ❡♥tr② ◆P✵✵✺✸✸✻✮ ❜② ♠✉t❛❣❡♥✐❝ ♣♦❧②✲
♠❡r❛s❡ ❝❤❛✐♥ r❡❛❝t✐♦♥ ✭P❈❘✮ ✇✐t❤ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡
❬✶✼✻❪✮✳ Pr♦t❡✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✭✶✿✶ ❍s♣✼✵✿❛♠②❧♦✐❞s✱ ✺✵ µ▼✮ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❜✲
s♦r❜❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✷✽✵ ♥♠ ✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ ❊①P❆❙② Pr♦tP❛r❛♠ ❬✶✾✵❪✳

❙❆❳❙

❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❳✲r❛② ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❳❙✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❇▼✷✾
❜❡❛♠❧✐♥❡ ✐♥ ❊❙❘❋ ✲ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐t② ✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡✱
❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡♣❡❛t❡❞✱ ❢♦r ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❛❧♦♥❡✱ ✐♥ ❊❧❡ttr❛ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❚r✐❡st❡✳ Pr♦t❡✐♥
s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ❢r❡s❤❧② ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡✳ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥s
✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P✐❧❛t✉s ✶ ▼ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ✉s❡❞
✐s ❛ ✶✳✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r q✉❛rt③ ❝❛♣✐❧❧❛r②✱ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ♠✐❝r♦♥s ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss✳
❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞♦s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡✱ ♣r♦t❡✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡
♦♥❧② ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❢❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❤✉tt❡r ❧♦❝❛t❡❞ ✹
♠ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤✉s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✲
❞❡t❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✇❛s ✜①❡❞ ❛t ✷✳✽✻✼ ♠✱ t❤❡ ◗ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✶ t♦ ✹✳✺ ♥♠−1✳
❊❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧❛st❡❞ ✶ s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡❛❞ t✐♠❡ ♦❢ ✻ s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ❛t ❧❡❛st ✶✵ t✐♠❡s✳

❆❋▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❆❢t❡r ❞✐❧✉t✐♦♥ ✭✶✿✶✵✵✵✱ ✉♥t✐❧ ✵✳✵✺ µ▼✮ ✐♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜✉✛❡r✱ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞
●❍s♣✼✵◆❆❈ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ✢❛t ♠✐❝❛ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞r② ❢♦r s❡✈✲
❡r❛❧ ❤♦✉rs ✐♥ ❛ ❞❡s✐❝❝❛t♦r ✉♥❞❡r ◆2 ✢♦✇✳ ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ P❛rt♥❡rs❤✐♣
❢♦r ❙♦❢t ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r ✭P❙❈P✮ ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣② P❧❛t❢♦r♠✱ ●r❡♥♦❜❧❡ ❛t
❛♠❜✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆s②❧✉♠ ❘❡s❡❛r❝❤ ▼❋P✲✸❉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♣ ✭❇r✉❦❡r ▼❙◆▲✲✶✵❀ r❛❞✐✉s ✷ ♥♠✱ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✵✳✻ ◆✴♠✮ ✐♥
t❛♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ●✇②❞❞✐♦♥



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍s♣✼✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✷✳✺✵ s♦❢t✇❛r❡ ❬✶✶✸❪✳ P❧❛♥❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ r♦✇s ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
t♦ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✳



✹✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛♥❞ ❣r❛❢t❡❞ ❍s♣✼✵s str✉❝t✉r❡s ✾✾

✹✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛♥❞ ❣r❛❢t❡❞ ❍s♣✼✵s

str✉❝t✉r❡s

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦t❡✐♥ ✈❛r✐❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❙❆❳❙
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✱ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵ ✭❍s♣✼✵❲❚✮✱ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✭✼✵◆❆❈✮
❛♥❞ ●❍s♣✼✵❆❇ ✭✼✵❆❇✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦t❡✐♥s s❡❡♠ t♦
❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ♦♥❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ s❤♦✇ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛t ❤✐❣❤❡r ◗
✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✵✲✵✳✸ ♥♠−1 r❛♥❣❡ t❤❡② ❞✐✛❡r ♦♥❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❙✐♥❝❡ ❍s♣✼✵
❤❛s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✜rst ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞
❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❉P✴❆❚P ❜♦✉♥❞
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭s❤♦✇♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛✐♠✱ t❤❡ tr❡♥❞s ❛r❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❲✐❧❞ ❚②♣❡ ❍s♣✼✵ ✷✺ µ▼ ✭✈✐♦❧❡t ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❣r❛❢t❡❞
♣❡♣t✐❞❡s ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✻✵ µ ▼ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ●❍s♣✼✵❆❇ ✻✵ µ▼ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✱ s❝❛❧❡❞ ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ P❉❇ ❡♥tr② ✷❑❍❖ ♦❢
❉♥❛❑ ❆❉P ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❆❚P✲❜♦✉♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✹❇✾◗ ❬✶✾✶❪✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙❆❙▼❖▲ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ●❡♥✜t s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✽❪✱
❛s ❜r✐❡✢② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✺✳ ❚❤❡ t✇♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ ❛ ❧♦✇✲Q
tr❡♥❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ✇❤✐❧❡ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐✛❡r✱ ❛♥❞
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞❤❡r❡s t♦ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞
t❤❛t t❤❡ ✷❑❍❖ ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛✳
❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ ❛t ❧♦✇ Q ✈❛❧✉❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝✉r✈❡ t❤❛t ♠♦st❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵✳

❚♦ ❝♦♥tr♦❧ ✐❢ s✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s r❡❢❡r t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❍s♣✼✵❲❚ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛r②✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✷✺ t♦ ✷✵✵ µ▼ ✭❋✐❣✳ ✹✳✻✮✳ ❲❤❡♥ ❍s♣✼✵❲❚ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✵✵ µ▼✱ ❋✐❣✳ ✹✳✻✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ♥♦t✐❝❡❛❜❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜❧②
♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❊✈❡♥ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍s♣✼✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚♦♣✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❍s♣✼✵ ✈❛r✐❛♥ts ❛t ✺✵ µM ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
❝✉r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ♦❢ ✷❑❍❖ P❉❇ ❡♥tr② ❛♥❞ ✹❇✾◗ ❬✶✾✶❪✱ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ P❉❇
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ r✐❣❤t✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝✉r✈❡ ✷❑❍❖✳ ❇♦tt♦♠✿ ❑r❛t❦②
♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝✉r✈❡ ♦❢ ✷❑❍❖
✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ▲❡❢t✿ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s
❛r❡ s❝❛❧❡❞ t♦ ♥♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ s❤❛♣❡✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ✷✺ µ▼ ❝✉r✈❡✱ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s✳



✹✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛♥❞ ❣r❛❢t❡❞ ❍s♣✼✵s str✉❝t✉r❡s ✶✵✶

s❤♦✇✐♥❣ ❛ s❤✐❢t t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r Q ✈❛❧✉❡s✱ s♦ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚♦ str❡ss t❤✐s
❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛t t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✷✺ µ▼ ❛♥❞ ✷✵✵ µ▼
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ♣❡❛❦s ✇✐t❤ t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ r❡♣❧✐❝❛ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✜tt✐♥❣✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲Q ♣❡❛❦ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✐♥
❜♦t❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✭❛t ✵✳✼✼±✵✳✵✷ ♥♠−1✮✱ t❤❡ ❧♦✇✲Q ♣❡❛❦ s❤✐❢ts ❢r♦♠ ✵✳✹✵±✵✳✵✷
♥♠−1 ❢♦r t❤❡ ✷✺ µ▼ s❛♠♣❧❡ t♦ ✵✳✸✵±✵✳✵✸ ♥♠−1 ❢♦r t❤❡ ✷✵✵ µ▼ s❛♠♣❧❡ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✹✳✼✮✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤✐s ♣❡❛❦ s❤✐❢ts ❢r♦♠ ✻✪ t♦ t❤❡ ✾✪✱ s✉❣❣❡st✐♥❣
❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s✐③❡✲❡①❝❧✉s✐♦♥ ❝❤r♦♠❛t♦❣r❛♣❤② ✭❙❊❈✮ r❡s✉❧ts ❬✶✽✻❪✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✼✱ t❤❛t ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❍s♣✼✵ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠♦♥♦♠❡r✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ✼✵ µ▼ t♦ ❛
❝♦✲♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛t ✷✷✵ µ▼✳
●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✐♥ t❤❡ ✷✺✲✶✵✵ µ▼ r❛♥❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛♥❞ ❣r❛❢t❡❞
♣r♦t❡✐♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ▲❡❢t✿ ●❛✉ss✐❛♥ ✜tt✐♥❣ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ♦❢ ❍s♣✼✵❲❚ ❛t ✺✵ µ▼ ❛♥❞ ✷✵✵ µ▼✱ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘✐❣❤t✿ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❙❊❈ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵ ❛t ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢
✷✷✵ µ▼ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✼✵ µ▼ ✭❣r❡② ❧✐♥❡✮✳ ❆t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝❤r♦♠❛t♦❣r❛♠ t❤❡ ♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ✇❡✐❣❤ts ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦t❡✐♥s✿ ❝♦♥❛❧❜✉♠✐♥ ✭✼✺ ❦❉❛✮✱ ♦✈❛❧❜✉♠✐♥ ✭✹✸ ❦❉❛✮✱ ❝❛r❜♦♥✐❝
❛♥❤②❞r❛s❡ ✭✷✾ ❦❉❛✮ ❛♥❞ r✐❜♦♥✉❝❧❡❛s❡ ❆ ✭✶✸✳✼ ❦❉❛✮✳ ❘❡♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✽✻❪✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ●②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✐ ❢♦r ❍s♣✼✵ ❢r♦♠ t❤❡ ●✉✐♥✐❡r ❛♥❞ P✭r✮ ❛♥❛❧②s✐s✳

❘ ✭❍s♣✼✵❲❚✮ ❘ ✭●❍s♣✼✵◆❆❈✮ ❘ ✭●❍s♣✼✵❆❇✮
♥♠ ♥♠ ♥♠

●✉✐♥✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ✽✳✸ ± ✵✳✸ ✻✳✺ ± ✵✳✶ ✹✳✺ ± ✵✳✶
P✭r✮ ✽✳✶ ± ✵✳✺ ✻✳✺ ± ✵✳✶ ✹✳✷ ± ✵✳✷

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ●✉✐♥✐❡r ✸✳✶✹ ✲ ✷✳✾✵ ± ✵✳✵✶

❚♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✈❛r✐❛♥ts✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛❢t❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇✐t❤ P (r) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛r❡❛s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ●◆❖▼ s♦❢t✇❛r❡



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍s♣✼✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ▲❡❢t✿ P✭r✮ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❍s♣✼✵❲❚✱ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ❛♥❞ ●❍s♣✼✵❆❇✱ ❉max ❛r❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✷✾✳✵✱ ✷✺✳✵ ❛♥❞ ✶✻✳✷ ♥♠✳ ❈✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥
❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✳ ❘✐❣❤t✿ ●✉✐♥✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❍s♣✼✵ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ◗max❂✵✳✶✹
♥♠−1 ❢♦r ✇✐❧❞ t②♣❡✱ ◗max❂✵✳✷ ♥♠−1 ❢♦r ❣r❛❢t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s✳

❬✶✾✷❪ ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽✱ ❧❡❢t✳ ●②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✐ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ r❛❞✐✐ ✐♥❝r❡❛s❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ●❍s♣✼✵❆❇ t♦ ✇✐❧❞ t②♣❡✱ t❤❛t✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
●❍s♣✼✵❆❇✱ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡✱ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞
r❛❞✐✉s ❢♦r ✇✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❛t ✐s ✸✳✼±✵✳✶ ♥♠ ❬✶✾✸❪✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❝✉r✈❡s s✉❣❣❡st t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ s❤✐❢t✐♥❣ ❢r♦♠ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞
t♦ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵✳ ❚❤❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
●✉✐♥✐❡r ✜tt✐♥❣ ❢♦r ❝♦♠♣❛❝t str✉❝t✉r❡s ✭❋✐❣✳ ✹✳✽✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ●✉✐♥✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛ s❡t ♦❢ ❣②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✐ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ P (r) ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●✉✐♥✐❡r ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
P❉❇s✱ r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✳✶✹±✵✳✵✶ ♥♠ ❛♥❞ ✷✳✾✵±✵✳✵✶ ♥♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣❡♥
✭✹❇✾◗✮ ♦r ❝❧♦s❡❞ ✭✷❑❍❖✮ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❛t ●❍s♣✼✵❆❇ s❡❡♠s
t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠♦st ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡
s❛♠♣❧❡ ❝✉r✈❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ✇❡✐❣❤t ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✐♠❡rs✳
❲✐t❤ t❤❡s❡ ♣r❡♠✐s❡s ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❍s♣✼✵s ❞❛t❛ ✇✐t❤ ●❡♥✜t s♦❢t✇❛r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✉♣ t♦ t❤❡ ♠♦st ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✽✻❪✱
t❤❛t ✐s ♠♦♥♦♠❡rs✱ ❞✐♠❡rs✱ tr✐♠❡rs ❛♥❞ t❡tr❛♠❡rs ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ●❡♥✜t ♠♦❞❡❧
s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ ✶✳✷✳✷✳✺✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ t✇♦ ❣r❛❢t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s r❡t✉r♥ ❛ ❣♦♦❞
✜t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ♠♦♥♦♠❡r✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ●❍s♣✼✵❆❇ ❛♥❞ ●❍s♣✼✵◆❆❈
✭❋✐❣✳ ✹✳✾✮ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❍s♣✼✵❲❚ ❛t ✺✵µ▼ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✜t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✮
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭✶✪✮ ♦❢ ❞✐♠❡rs✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ✇❤❛t r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✽✻❪✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✜tt✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❍s♣✼✵❲❚ ❛t ✷✵✵ µ▼✳
❍❡r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦❧✐❣♦♠❡rs r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs
✭✷✼✪✮✱ ❞✐♠❡rs ✭✸✽✪✮✱ tr✐♠❡rs ✭✶✻✪✮ ❛♥❞ t❡tr❛♠❡rs ✭✶✽✪✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✮✳



✹✳✸✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛♥❞ ❣r❛❢t❡❞ ❍s♣✼✵s str✉❝t✉r❡s ✶✵✸
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ❛♥❞ ●❍s♣✼✵❆❇ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ●❡♥✜t s♦❢t✇❛r❡✿ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✐s s❛t✐s✲
❢❛❝t♦r② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♠♦♥♦♠❡rs ✇✐t❤ χ2 = 0.2 ❛♥❞ χ2 = 1.2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ▲❡❢t✿ ❍s♣✼✵❲❚ ✺✵ µ▼ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ●❡♥✜t ❛♥❛❧②s✐s✱ χ2❂✶✳✸✳ ▼♦♥♦♠❡rs ❛r❡
99%✱ ❞✐♠❡rs 1%✳ ❘✐❣❤t✿ ❍s♣✼✵❲❚ ✷✵✵µ▼ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦♥♦♠❡rs ✭✷✼✪✮✱ ❞✐♠❡rs
✭✸✽✪✮✱ tr✐♠❡rs ✭✶✻✪✮ ❛♥❞ t❡tr❛♠❡rs ✭✶✽✪✮✱ χ2❂✶✳✻✳



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍s♣✼✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✹✳✹ ❍s♣✼✵✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞s

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❍s♣✼✵ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ❜❡t❛
♣❡♣t✐❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❙❆❳❙ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❍s♣✼✵s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦✇❛r❞
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❡♣t✐❞❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡✱ ✉♥t✐❧
✷✹ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t❡✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ❛♥❞✱ ✇❤❡r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❑r❛t❦② ♣❧♦ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ❲✐t❤ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❡tt❡r ♥♦t✐❝❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ Q✲r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✇✐t❤ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♠♦♥♦♠❡rs ❛♥❞
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❍s♣✼✵❲❚ ♦♥ ✜❜r✐❧s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ❍s♣✼✵ ✇✐❧❧
❜❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳

✹✳✹✳✶ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✇✐t❤ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♠♦♥♦♠❡rs

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❚♦♣✿ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✇✐t❤ α ♠♦♥♦♠❡rs ✭✶✿✶✮✳ ❇♦tt♦♠ ❧❡❢t✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
s♣❡❝✐✜❝ ✭●❍s♣✼✵◆❆❈✱ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❛s♣❡❝✐✜❝ ✭●❍s♣✼✵❆❇✱ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❡✛❡❝t ♦♥ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥
♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
❛t ✷✹❤ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❛t t✐♠❡ ✵✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡❛❦ ❝❛♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ Q r❛♥❣❡
♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s❦❡t❝❤ ❢♦r t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts✳



✹✳✹✳ ❍s♣✼✵✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞s ✶✵✺

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ r❡s♣❡❝t ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ♠♦♥♦♠❡rs ✐s s❤♦✇❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✶ t♦♣✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❑r❛t❦② ♣❧♦t✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐♦❧❡t ❝✉r✈❡ r❡❛❝❤✐♥❣
t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✹ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡
♣❡❛❦ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ Q ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✶✮✳ ❍✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✱
❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✱ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✱
s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛t ✷✹❤ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❛t t✐♠❡ ✵✱
❢♦r ●❍s♣✼✵◆❆❈ ❛♥❞ ●❍s♣✼✵❆❇✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡❛❦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥
♠♦♥♦♠❡r✳ ■♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r s❤✐❢t ❢♦r ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞
❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✱ t❤❛t ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 4 ♥♠✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♥❣
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧♦✇ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ♦❧✐❣♦♠❡rs ♦❢ α✲
s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠♦♥♦♠❡rs ✐♥ ❛ t✐❣❤t str✉❝t✉r❡
✇✐t❤ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✭s❡❡ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s❦❡t❝❤ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✱ ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡♥✲
s✐t②✱ ✐s ♣❡❝✉❧✐❛r ❢♦r ●❍s♣✼✵◆❆❈✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ●❍s♣✼✵❆❇ s❡❡♠s
t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
❙✉❝❤ r❡s✉❧ts✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❙❆❳❙✱ ❝♦♥✜r♠ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ✭❚❤❚✮ ✢✉♦✲
r❡s❝❡♥❝❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✼✻✱ ✶✽✷❪✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
♦❢ ❚❤❚ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❡✛❡❝ts ♦❢ ❍s♣✼✵ ❬✶✾✹❪✱ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❍s♣✼✵ ❧✐tt❧❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❬✶✽✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍s♣✼✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✹✳✹✳✷ ❍s♣✼✵ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✜❜❡rs

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❚♦♣✿ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ❜❡t✇❡❡♥ ❍s♣✼✵❲❚ ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✭✈✐♦❧❡t
❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ β ✜❜❡rs ✭❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡✮✳ ❇♦tt♦♠ ❧❡❢t✿ ■♠♠✉♥♦❣♦❧❞✲❚❊▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥
✜❜r✐❧s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❍s♣✼✵❀ ❛rr♦✇s s❤♦✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❍s♣✼✵ t♦ ✜❜r✐❧ ❡♥❞s✱ ❢r♦♠
❬✶✾✺❪❀ ❇♦tt♦♠ r✐❣❤t✿ ✉♥tr❡❛t❡❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ❢r♦♠ ❢✉❧❧ ❝❤❛♣❡r♦♥❡
s②st❡♠ ❞✐s❛ss❡♠❜❧② r❡❛❝t✐♦♥✳ ❆❧✐❣♥❡❞ s❤♦rt ✜❜r✐❧s ❛♣♣❡❛r ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣❧♦❜✉❧❛r str✉❝t✉r❡s
✭r✐❣❤t✱ ✇❤✐t❡ ❛rr♦✇s✮✳ ❘❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✾✻❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥t✐✲❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛❝✲
t✐✈✐t② ♦❢ ❍s♣✼✵ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❍s♣✼✵ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ ❆β1−42 ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ s♣❡❝✐❡s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❍s♣✼✵s ♦♥ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❛t ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❍✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❍s♣✼✵❲❚ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❆β1−42 ❛♥❞
t❤❡ ♦♥❡s ❢r♦♠ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✷ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ♦❢ ❍s♣✼✵❲❚ ✜❜❡rs ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞
✭✈✐♦❧❡t ❧✐♥❡ ❢♦r ❆β1−42 ✜❜❡rs ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ❢♦r α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜❡rs✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❛ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ Q r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✳✺✲✶✳✷ ♥♠−1✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥
s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✺✵✲✶✵✵ ♥♠✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✲
✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❤❡♥❝❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡t❛❝❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ✜❜r✐❧s ♠❛❞❡
❜② t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❤❛s
❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✾✺✱ ✶✾✻❪✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ ❚❊▼ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✷✮✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥
✜❜❡rs✳ ❚❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ❍s♣✼✵ t♦ ♣r♦t❡✐♥s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝❛❧❧②✲❞r✐✈❡♥ ❬✶✾✼❪
❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❞❡t❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❍s♣✼✵
❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❢♦r α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ t❤❛♥ ❢♦r ❆β1−42 ♣❡♣t✐❞❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦♥♦♠❡rs ❛r❡
✐♥✈❡rt❡❞ ✐♥ s✐③❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧❡r r❛❞✐✐ ❢♦r
α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❆β1−42 ♣❡♣t✐❞❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✸✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸✳✸✮



✹✳✹✳ ❍s♣✼✵✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞s ✶✵✼

s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜❜r✐❧ ❜✉♥❞❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠♦♥♦♠❡rs✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r r❛❞✐✐ ❢♦r t❤❡ ✜❜r✐❧s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✸✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸✳✸ ❛♥❞
t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❞❡t❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹ t✐♠❡s t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ❆β1−42✳
❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ❍s♣✼✵s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♠♦♥♦♠❡rs ♦❢ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞♦✲
❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❣r❛❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❡♣t✐❞❡✱ ❜✉t s❤♦✇❡❞ ❛♥ ❡✛❡❝t ❡✈❡♥
♦♥ ♠❛t✉r❡ ✜❜r✐❧s✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✇❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❣r❛❢t❡❞ ❍s♣✼✵ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♦♥❡✱ r❡s❡♠❜❧❡s t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐❧❞
t②♣❡ ✏❛s♣❡❝✐✜❝✑ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛t ✵✳✺✲✶✳✷ ♥♠−1 ✐s ❧♦✇❡r❡❞
✇✐t❤ ●❍s♣✼✵❆❇ ❛♥❞ ❛❧♠♦st s✉♣♣r❡ss❡❞ ❢♦r ●❍s♣✼✵◆❆❈✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✐♥st❡❛❞ ❛
♣❡❛❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✵✳✺ ♥♠−1 ❛r✐s❡✱ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜❡rs t❤❛♥ ✇✐t❤ ❆β1−42 ✜❜❡rs✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡t✐♥❣✱ ❛r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ✜❜r✐❧s✱ ✇✐t❤ ❛ ✜rst ❞❡t❛❝❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛❣✲
♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r Q ✈❛❧✉❡ ♣❡❛❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ s♦❧✉❜❧❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❛❣❣r❡❣❛t❡s
♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ ❍s♣✼✵✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❬✶✼✻❪✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❛t ✵✳✶✷±✵✳✵✷ ♥♠−1 ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ❣r❛❢t❡❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✵✳✺♥♠−1✮ ❛♥❞
t❤❡ ♦♥❡ ❛t ✵✳✼±✵✳✶ ♥♠−1 ❢♦r ❆β1−42 ✜❜r✐❧s ❛♥❞ ✵✳✾±✵✳✶ ♥♠−1 ❢♦r α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s
t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❡✈❡♥ ❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❛❧②s✐s✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ r❛t❡ ✏●✴✇t✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❡❛❦s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t②✴❛s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢
t❤❡ ❛✣♥✐t②✳ ■❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✱ t❤❡ ❛s♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝t ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢
✐t ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ r❛t❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ●✴❲❚ r❛t❡ ❢♦r ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✇✐t❤ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥
✜❜r✐❧s ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ●❍s♣✼✵❆❇ ✇✐t❤ ❆β1−42 ✜❜r✐❧s✿ t❤❡s❡ r❛t❡s s✉❣❣❡st ❛
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❛s♣❡❝✐✜❝ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❲❚ s♣❡❝✐❡s✳ ❋♦r ●❍s♣✼✵❆❇ ✇✐t❤ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
❛ ♣♦✐s❡❞ r❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❍s♣✼✵◆❆❈ ✇✐t❤ ❆β1−42 t❤❡ r❛t❡ ✈❛❧✉❡ s✉❣❣❡sts ❛♥ ❤✐❣❤❡r
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ♦♥❡✳
❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ●✴❲❚ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ✜❜r✐❧s✳

α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜❡rs ❆β1−42 ✜❜❡rs
●❍s♣✼✵◆❆❈ ✹✳✸ ± ✶✳✸ ✵✳✽ ± ✵✳✷
●❍s♣✼✵❆❇ ✶✳✷ ± ✵✳✹ ✶✳✺ ± ✵✳✹

t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡✱ ✐♥ ❛♥ ❛s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❞❡t❛❝❤❡s ❝②❧✐♥❞❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡s ♦❢
✜❜r✐❧s ❛♥❞ t❤❡♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❡♣t✐❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ♣❡♣t✐❞❡ ❝♦♥♥❡❝ts t❤✐s ❢r❛❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ s♦❧✉❜❧❡ ❧✐♥❦❡r✱ ❢♦r♠✐♥❣
✈❡r② ❤✐❣❤ ✇❡✐❣❤t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ✇✐❞❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❚❤❚ ❛♥❞



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍s♣✼✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s♣❡rs❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✏✇✐❧❞ t②♣❡✑ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❜✐❣❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚♦
❝❤❡❝❦ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❆❋▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ●❍s♣✼✵◆❆❈
♦♥ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜❡rs✱ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ ❙❆❳❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐✲
❝r♦s❝♦♣② P❧❛t❢♦r♠ ♦♥ ❊❙❘❋ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥❡✈❡♥♥❡ss ♦❢ ✜❜r✐❧s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛s
s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ✐♥ s✐t✉ ✐♥str✉♠❡♥t ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❛♠❡
❙❆❳❙ s❛♠♣❧❡ ❛❝q✉✐r❡s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❝♦♥❢❡rr✐♥❣ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍s♣✼✵s ✇✐t❤ t❤❡ ✜❜r✐❧s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❍s♣✼✵❲❚ ✭❆✮✱ t♦ ●❍s♣✼✵❆❇ ✭❇✮
❛♥❞ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✭❈✮ ✇✐t❤ ❆β1−42 ✜❜❡rs ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜❡rs ✭✈✐♦❧❡t ❧✐♥❡s✮✳
■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❍s♣✼✵❲❚ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛
❧♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ❍s♣✼✵✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❛t ✈❡r② ❧♦✇ ◗ ✈❛❧✉❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❆β1−42 ✜❜❡rs✱ ❧❡❢t✱ ❛♥❞ α ✜❜❡rs✱ r✐❣❤t✱ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s✿
❍s♣✼✵ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✭✈✐♦❧❡t ❧✐♥❡✮✱ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ●❍s♣✼✵❆❇ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳

■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺✱ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ❛❧♦♥❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥
✜❜r✐❧s ✇✐t❤ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✭❜♦tt♦♠✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❍s♣✼✵◆❆❈ ♦♥ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜❡rs ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ ✜❜❡rs
✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢
●❍s♣✼✵◆❆❈ ♦❢ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ✜❜r✐❧s ✐♥ s♦❧✉❜❧❡ ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝✲
❛s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❆❋▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❙✉❝❤ ❝❤❛♣❡r♦♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✾✼❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ❍s♣✼✵ t♦ ♣r❡✜❜r✐❧❧❛r s♣❡❝✐❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛



✹✳✹✳ ❍s♣✼✵✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞s ✶✵✾

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤✐❢t ❢r♦♠ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ t♦ s♦❧✉❜❧❡ ❢♦r♠s ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ❛❧♦♥❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ✐♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ●❍s♣✼✵◆❆❈ ✭❜♦tt♦♠✮✳ ③✲r❛♥❣❡✿ ✸✺♥♠✳

■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻✱ ❆❋▼ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✱ s❤♦✇✲
✐♥❣ ♠❡❛♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✵ ♥♠ ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❜✉♥❞❧❡
♦❢ ✜❜r✐❧s ✐♥ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳ ❆❋▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐❛s ❧✐♥❦❡❞
t♦ ❞②❡s s✉❝❤ ❛s ❚❤❚✱ ❝♦♥✜r♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❙❆❳❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❣✐✈✐♥❣ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❍s♣✼✵ ❛♥❞
●❍s♣✼✵s ♦♥ ♠♦♥♦♠❡rs ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ β ❛♠②❧♦✐❞✱ ❛♥❞ ❞❡❡♣❡♥s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇✐t❤ ✜❜r✐❧s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡r❛♣② ♦❢ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡
❞✐s❡❛s❡s ❛♥❞ ♣r♦❜✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝✲
t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ✜❜r✐❧❧❛r② ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍s♣✼✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ✜❜r✐❧s ✭t♦♣✮ ❛♥❞ α ✜❜❡rs ✇✐t❤ ●❍s♣✼✵◆❆❈
✭❜♦tt♦♠✮✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ♦♥ t❤❡ s✐❞❡✳ ③✲r❛♥❣❡✿ ✸✺ ♥♠✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡

❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦♥ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts
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✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈✉r❝✉♠✐♥ ✐s ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭❞✐❢❡r✉❧♦♠❡t❤❛♥❡✮ ♥❛t✉r❛❧❧② ❢♦✉♥❞ t❤❡ t✉r♠❡r✐❝ r♦♦t✱ ✇✐t❤
♣♦❧②♣❤❡♥♦❧✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦t❤❡r ♣❧❛♥t ♣✐❣♠❡♥ts ✭❡✳❣✳ ❡①tr❛❝t❡❞
❢r♦♠ ❣r❛♣❡s ✭r❡s✈❡r❛tr♦❧✮✱ ♦r ✐♥ ❣r❡❡♥ t❡❛ ✭❝❛t❡❝❤✐♥s✮✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧
in − vitro ❞❛t❛ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❝✉r❝✉♠✐♥ ❤❛s ❛♥t✐♦①✐❞❛♥t ❛♥❞ ❛♥t✐✲✐♥✢❛♠♠❛t♦r②
❛❝t✐✈✐t② ❬✶✾✽❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ st✉❞✐❡s ♦❢ ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡ ✭❆❉✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❞✐r❡❝t
❡✛❡❝t ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ♣❛t❤♦❧♦❣② ♦❢ ❆❉ ❬✶✾✾✱ ✷✵✵✱ ✷✵✶❪✳ ❆s
t❤❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ❛s ❛ ❢♦♦❞ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❝✉r❝✉♠✐♥ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛❣❡♥t
✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞✴♦r ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❆❉ ❬✷✵✷❪✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣
❝✉r❝✉♠✐♥ ❢♦r t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ♣✉r♣♦s❡s ♣r❡s❡♥ts ❤✉❣❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ✐ts ♣♦♦r
s♦❧✉❜✐❧✐t②✱ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r♠❡❛t❡ t❤❡ ❜❧♦♦❞✲❜r❛✐♥ ❜❛rr✐❡r ✭❇❇❇✮✳ ❋♦r t❤❡s❡
r❡❛s♦♥s ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣♣♦rt✉♥❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢
❝✉r❝✉♠✐♥ t♦ ❜✐♥❞ ❆β ♣❡♣t✐❞❡✱ ❜✉t t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❜✐♦✲❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱
t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✶✱✸✲❞✐❝❛r❜♦♥✐❧✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❝②❝❧✐❝ ✐s♦st❡r❡s ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣
str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦①❛③♦❧❡ ❛♥❞ ♣②r❛③♦❧❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❜✐♥❞ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❆β ✜❜r✐❧s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ❝✉r❝✉♠✐♥
❬✷✵✸❪✳
❍❡r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠✉❧t✐✲❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② st✉❞② t❤❛t st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥✲
❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❦❡② ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❛♠②❧♦✐❞
❜❡t❛ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s t♦ r❡♣♦rt t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐♥ t❤❡
in− vitro ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ❜❡t❛ ♣❡♣t✐❞❡ ❬✷✵✹❪✳



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦♥ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❈♦♠♣♦✉♥❞s ❞❡s✐❣♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝✉r❝✉♠✐♥ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❝❛♣❛❝✐t② t♦ ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ❜❧♦♦❞✲❜r❛✐♥ ❜❛rr✐❡r ✈✐❛ ❛♥ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ❞r✉❣✲❞❡s✐❣♥ ❜② ❆♥t♦♥✐♦
P❛❧✉♠❜♦ P✐❝❝✐♦♥❡❧❧♦ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈❤❡♠✐str②✱ s❡t ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ P❛❧❡r♠♦✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ❛❜❧❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❞r✉❣✲❧✐❦❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞❡s✐❣♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛✛♦❧❞s✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❞✐st✐r②❧✲✶✱✷✱✹✲♦①❛❞✐❛③♦❧❡s ❛♥❞
❞✐st✐r②❧✲✶✱✸✱✹✲♦①❛❞✐❛③♦❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❡❛s✐❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ ❣♦♦❞ ②✐❡❧❞s✳ in − vitro

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐♥❝❧✉❞❡ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❙❆❳❙ ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❊❙❚ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✐♥ P✐s❛✱ ✐♥ t✐❣❤t
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉r ❆♥t♦♥❡❧❧❛ ❇❛tt✐st✐✳ ■♥✲s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t
t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♠♦❞✐❢② ❛♠②❧♦✐❞ ❜❡t❛ ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡s✱ ❜✉t ❡✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str✉❝t✉r❡s✬ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✲✈✐tr♦

❝②t♦t♦①✐❝✐t② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞❡❧
♥❡✉r♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡ ✭▲❆◆✺✮ r❡✈❡❛❧✐♥❣✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❝✉r❝✉♠✐♥✱ ❛ ❧♦✇ ❝②t♦t♦①✐❝✐t② ❜❡❧♦✇
✶✵ ♠▼✳
❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✵✹❪✳



✺✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✶✶✸

✺✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ st✉❞✐❡s ♦♥ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛♥❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡r❡❛❢t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥ t♦ ❢♦❧❧♦✇✳

❙❛♠♣❧❡s ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❧②♦♣❤✐❧✐③❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ ♣❡♣t✐❞❡ ❆β1−40 ✭❆♥❛s♣❡❝✮ ✇❛s s♦❧✉❜✐❧✐③❡❞ ✐♥ ◆❛❖❍ ✺ ♠▼
✭❙✐❣♠❛✲❆❧❞r✐❝❤✮✱ ♣❍ ✶✵✱ ❛♥❞ s♦♥✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❧②♦♣❤✐❧✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋❡③♦✉✐ ❡t

❛❧✳ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✶✶✶❪✳ ❚❤❡ ❧②♦♣❤✐❧✐③❡❞ ♣❡♣t✐❞❡ ✇❛s t❤❡♥ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ P❇❙ ✭♣❍ ✼✳✹✮ ❛♥❞
✜❧t❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ✜❧t❡rs ✐♥ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ✵✳✷✵ ♠♠ ✭▼✐❧❧❡①✲▲❣✮ ❛♥❞ ✵✳✵✷
♠♠ ✭❲❤❛t♠❛♥✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❧❛r❣❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥
✇❛s ❛s❡♣t✐❝❛❧❧② ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧❞ r♦♦♠ ❛t ✹ ◦❈✳ ❚❤❡ ❆β1−40 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇❛s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t②r♦s✐♥❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛t ✷✼✻ ♥♠ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢
✶✸✾✵ ❝♠−1▼−1✳ ❈♦♠♣♦✉♥❞s ✼ ❛♥❞ ✹ ✇❡r❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❉▼❙❖✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✼ ❛♥❞ ✹ ✇❡r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❆β1−40 ❛♥❞
❝✉r❝✉♠✐♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛s❡♣t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❢♦r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❝✉❜❛t✐♥❣ ✼✺ ♠▼ ❆β1−40 ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ ✼✳✺ ♠▼ ❝✉r❝✉♠✐♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✭✹ ♦r ✼✮✱ ✐♥ ✵✳✶▼ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✭P❇❙✱
♣❍ ✼✳✹✮✱ ✶✪❉▼❙❖✱ ❢♦r ✻ ❤ ❛t ✹✺ ◦❈ ✉♥❞❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ st✐rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❤❡r✲
♠♦st❛t✐❝ ❝❡❧❧ ❤♦❧❞❡r ♦❢ ❛ ❋▲❯❖❘❖▼❆❳ ✹ ❍❖❘■❇❆ ❏♦❜✐♥ ❨✈♦♥ s♣❡❝tr♦✢✉♦r♦♠❡t❡r
✭◆❊❙❚✱ ❙❝✉♦❧❛ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣❡r✐♦r❡ ❛♥❞ ◆❆◆❖✲❈◆❘✱ P✐s❛✮✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✇❛s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦rs ❛t
✹✵✺ ♥♠ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛t 90 ◦ ❬✷✵✺✱ ✷✵✻❪✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡
✇❛s ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ✷✵ ♠▲✱ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❝✉✈❡tt❡
❜❡✐♥❣ ✽✵✵ ♠▲✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛✉s❡❞ ❧✐❣❤t r❡✢❡❝t ❛ ✈❡r②
s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✢♦❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛② ❡st✐♠❛t❡ t❤❛t ✐♥ ✷✵ ♠▲ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛s ❧♦✇ ❛s ≃ 10−17 ▼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♠♦♥♦♠❡rs
❛♥❞ s♠❛❧❧ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❛r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡❧② ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t s♣❡❝✐❡s ✐♥ ♦✉r s②st❡♠s✳

❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡

❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ✭❚❤❚✮ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❋▲❯❖❘❖▼❆❳
✹ ❍❖❘■❇❆✲❏♦❜✐♥ ❨✈♦♥ s♣❡❝tr♦✢✉♦r✐♠❡t❡r ✭◆❊❙❚✱ ❙❝✉♦❧❛ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣❡r✐♦r❡ ❛♥❞
◆❆◆❖✲❈◆❘✱ P✐s❛✮✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✇❡r❡ ✹✺✵ ❛♥❞ ✹✽✺
♥♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ s❧✐t ✇✐❞t❤s ♦❢ ✷ ♥♠✳ ❚❤❡ ❚❤❚ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇❛s ✺ ♠▼✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✺✵ ♠▲ ♦❢ ✼✺ ♠▼ ❆β1−40 ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✼✳✺ ♠▼



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦♥ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❝✉r❝✉♠✐♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ ✽✺✵ ♠▲ ♦❢ ❛ ❚❤❚ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✺ ♠▼ ✜♥❛❧
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ r❡❛❝❤❡❞ ✹ ♠▼ ❆β1−40 ❛♥❞ ✺ ♠▼ ❚❤❚ ✜♥❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳

❈♦♥❢♦❝❛❧ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

■♠❛❣❡s ♦❢ ❆β1−40 ✜❜r✐❧ ❜✉♥❞❧❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹✲❆β1−40 ❛♥❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼✲❆β1−40

❝♦♠♣❧❡①❡s st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❚❤❚✱ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▲❡✐❝❛ ❚❈❙ ❙P✺ ✐♥✈❡rt❡❞ ❧❛s❡r
s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭▲❡✐❝❛ ▼✐❝r♦s②st❡♠s ❆●✱ ❲❡t③❧❛r✱ ●❡r♠❛♥②✮ ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❆r ❧❛s❡r ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛t ✹✺✽ ♥♠ ❛♥❞ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ✻✸ ① ✶✳✹ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛♣❡rt✉r❡ ♦✐❧ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭▲❡✐❝❛ ▼✐❝r♦s②st❡♠s✮ ✐♥ ♦✐❧ ✐♠♠❡rs✐♦♥s ✭◆❊❙❚✱
❙❝✉♦❧❛ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣❡r✐♦r❡ ❛♥❞ ◆❆◆❖✲❈◆❘✱ P✐s❛✮✳ ❋✐❜r✐❧ ❜✉♥❞❧❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞
✹✲❆β1−40 ❛♥❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼✲❆β1−40 ❝♦♠♣❧❡①❡s ✇❡r❡ ❧❡❢t t♦ s❡tt❧❡ ❢♦r ✷✵ ♠✐♥ ❢r♦♠ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✸✳✺ ❝♠ ❣❧❛ss ❜♦tt♦♠❡❞ P❡tr✐ ❞✐s❤❡s ✭❲✐❧❧❈♦✲❉✐s❤✱ ❲✐❧❧❈♦ ❲❡❧❧s✱
❆♠st❡r❞❛♠✱ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠❛❣❡❞ t❤❡r❡✐♥✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✇❛s
✺✵✲✷✵✵ ♠❲ ❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡ s❝❛♥♥✐♥❣ s♣❡❡❞ ✇❛s s❡t t♦ ✹✵✵ ❍③✱ ❛♥❞ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ r❛♥❣❡ ✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✹✼✵✲✺✶✺ ♥♠✳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ♠♦❞❡ ✭◆♦♠❛rs❦✐ ✐♠❛❣❡✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛s❡r
s♦✉r❝❡✳

❙❆❳❙

❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❆β1−40 ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❇▼✷✾ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✐♥ ❊❙❘❋ ✲
t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐t② ✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ Pr♦t❡✐♥ s❛♠♣❧❡s
✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ❢r❡s❤❧② ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡
❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❆β1−40 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇❛s s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦❡❞ t♦ ❜❡ ✷✼✵
µ▼✳ ❊❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✸✼ ◦❈✳ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P✐❧❛t✉s ✶ ▼ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ✉s❡❞ ✐s ❛ ✶✳✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r
q✉❛rt③ ❝❛♣✐❧❧❛r②✱ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ♠✐❝r♦♥s ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❖♥ ❇▼✷✾✱ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✈✐❛ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞
s❛♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡r✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦t❡✐♥ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ❛t ✸✼ ◦❈✱ ✇✐t❤✲
♦✉t st✐rr✐♥❣✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞♦s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡✱ ♣r♦t❡✐♥
s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦♥❧② ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❢❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❤✉t✲
t❡r ❧♦❝❛t❡❞ ✹ ♠ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤✉s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐♦❞❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠st♦♣ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
s❛♠♣❧❡✲❞❡t❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✇❛s ✜①❡❞ ❛t ✷✳✽✻✼ ♠✱ t❤❡ ◗ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✵✶ t♦ ✵✳✹✺
➴−1✳ ❙❆❳❙ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❞Σ✴❞Ω✭◗✮ ✭❜r✐❡✢② r❡✲
❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ s❝❛❧❡ ✭❝♠−1✮ ❜②
❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ✈✐❛ ❛ ✇❛t❡r s❛♠♣❧❡✱ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❜✉✛❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❊❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧❛st❡❞ ✶ s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡❛❞ t✐♠❡ ♦❢ ✻ s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ❛t ❧❡❛st ✶✵ t✐♠❡s✳



✺✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✶✶✺

❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝②t♦t♦①✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ ❆β1−40 ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✈✐tr♦✱
✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❆◆✺ ♥❡✉r♦❜❧❛st♦♠❛ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ▼❚❚ ❛ss❛② ✭❇✐♦◆❡❝✱
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❛❧❡r♠♦✮✳ ❈❡❧❧s ✇❡r❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✹ ❛♥❞ ✼ ❛t ✶ ❛♥❞
✺ ♠▼ ❞♦s❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝②t♦t♦①✐❝✐t② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❆β1−40

✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ s♣❡❝✐❡s✱ ▲❆◆✺ ❝❡❧❧s ✇❡r❡ tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❧✐q✉♦ts t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❆β1−40

❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❛t ✺✵ ♠▼ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦①❛❞✐❛③♦❧❡s ✹ ❛♥❞
✼✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❛t ✺ ♠▼✳ ❆β1−40 ❛❧✐q✉♦ts ✇❡r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛❢t❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t✱ ❜✉t ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆β1−40 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✺✵ ♠▼✳ ❚❤❡ ❆β ❛♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
❦✐♥❡t✐❝s ✇❡r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛t ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✸✼ ◦❈✮ ❛♥❞ ✉♥❞❡r st✐rr✐♥❣ ✭✷✵✵
r♣♠✮ ❛t ✺✵ ♠▼✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❢♦r ❝②t♦t♦①✐❝✐t② ❛ss❛②s ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱
❛❢t❡r ✸✵ ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r t✇♦ ❤♦✉rs ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❞✐❧✉t❡❞ ✐♥ ❛
♠❡❞✐✉♠ ❛t ✺ ♠▼ ♦❢ ❆β✳ ❚♦ ❛ss❡ss ❝❡❧❧ ✈✐❛❜✐❧✐t② ❛❢t❡r ✷✹ ❤ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤❡ ▼❚❚ ✭✸✲
✭✹✱✺✲ ❞✐♠❡t❤②❧t❤✐❛③♦❧✲✷✲②❧✲✷✱✺✲❞✐♣❤❡♥②❧ t❡tr❛③♦❧✐✉♠ ❜r♦♠✐❞❡✮✮ ❛ss❛② ✭❙✐❣♠❛✲❆❧❞r✐❝❤✮
✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞✳



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦♥ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

✺✳✸ ❈✉r❝✉♠✐♥ ❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✿ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❍❡r❡ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡
♣r❡s❡♥t❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆β1−40 ♣❡♣t✐❞❡✳

✺✳✸✳✶ ❉r✉❣ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡
❞❛t❛❜❛s❡✳

❚❤❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ st✉❞② ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝✉r❝✉♠✐♥✱
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✲❦❡t♦♥✐❝ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡
st❛❜❧❡✱ ♣❧❛♥❛r ❤❡t❡r♦❝②❝❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✮✿ ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐❜r❛r② ✇✐t❤ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣
✇❛s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ▼❛❡str♦ ❙❝❤rö❡❞✐♥❣❡r✱ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛❜❧❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❞r✉❣✲❧✐❦❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♥❡✇
♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s s❝r❡❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✼✵✵ ❝♦♠♣♦✉♥❞s
♣♦ss❡ss✐♥❣ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣
♦❢ ❉♦❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t❛r❣❡t✱ ❛ ♣❡♥t❛♠❡r ♦❢ ❆β ✭P❉❇✿ ✷❇❊●✱ ❋✐❣✳ ✺✳✸✮ ❬✷✵✼❪✱
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♦❧✐❣♦♠❡r ♦❢ P❉❇ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❉♦❝❦✐♥❣ ♣♦s❡s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♥❡❛r ▼❡t✸✺ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✮✱ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡ ❢♦r ❝✉r❝✉♠✐♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✬s ✐♥❤✐❜✐t♦rs ❬✷✵✽❪ ❛♥❞ t❤❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ♦❧✐❣♦♠❡r r❡❣✐♦♥✱ ♥❡❛r❜② t❤❡ ✶✼✲
✷✶ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ r❡s✐❞✉❡s✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❝✉r❝✉♠✐♥ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❢♦r ♦t❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ❍s♣✼✵ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❬✷✵✾❪✳
❙✐① ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣✱ ❜✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ▼❡t✸✺ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤



✺✳✸✳ ❈✉r❝✉♠✐♥ ❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✿ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✶✶✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ▲❡❢t✿ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t❛r❣❡t ✉s❡❞ ❢♦r ❞r✉❣ ❞❡s✐❣♥ ✭❛ ♣❡♥t❛♠❡r ♦❢ ❆β1−42✮✱
P❉❇✿✷❇❊● ❢r♦♠ ❬✷✵✼❪✱ ✐♠❛❣❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈❤✐♠❡r❛ ❯❙❈❋ s♦❢t✇❛r❡ ❬✶✺✼❪✳ ❘✐❣❤t✿ ❉♦❝❦✲
✐♥❣ ♣♦s❡s ❢♦r ❝✉r❝✉♠✐♥ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❢♦r s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✭❜♦tt♦♠✮ ❜✐♥❞✐♥❣ s❛❞❞❧❡ ♥❡❛r❜②
▼❡t✸✺✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙tr✉❝t✉r❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❉♦❝❦✐♥❣ s❝♦r❡ ❢♦r ❝✉r❝✉♠✐♥
✇❛s ✲✸✳✾✷✳

❤✐❣❤❡r s❝♦r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t s②♥t❤❡t✐❝ ❢❡❛s✐✲
❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛tt❡♠♣t❡❞ s②♥t❤❡s✐s✱ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳
❚❤❡s❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦①❛❞✐❛③♦❧❡s r❡❣✐♦✲✐s♦♠❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝②❝❧✐③❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✶✱✷✱✹✲♦①❛❞✐❛③♦❧❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ✹✱ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♠✐❞♦①✐♠❡
r♦✉t❡ ❬✷✶✵❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✶✱✸✱✹✲♦①❛❞✐❛③♦❧❡ r❡❣✐♦✲✐s♦♠❡r ✼ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐❛❝②❧❤②❞r❛③✐♥❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝②❝❧✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❝❤❡♠❡s ✺✳✶✮✳
❇♦t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❣♦♦❞ ♦✈❡r❛❧❧ ②✐❡❧❞s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❞♦✉❜❧❡ ❜♦♥❞s
✇✐t❤ tr❛♥s ❣❡♦♠❡tr②✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t❡r✲
❛❝t ✇✐t❤ ❆β1−40 ❛♥❞ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐ts ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧② ❦✐♥❡t✐❝s
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡✐t❤❡r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦♥✐t♦r❡❞✳



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦♥ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❙❝❤❡♠❡ ✺✳✶ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❛♥❞ ✼✳

✺✳✸✳✷ ■♥ ✈✐tr♦ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ β✲str❛♥❞s ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ✭❚❤❚✮ ❛ss❛② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❬✶✶✺✱ ✶✶✻❪✳
❚❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐ts❡❧❢ ❬✷✶✶✱ ✷✶✷❪✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✱ ❧❡❢t✱

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ▲❡❢t✿ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚❤❚ ❜♦✉♥❞✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
❛t ✼✺ µ▼ ❆β1−40 ❛❧♦♥❡ ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✼✳✺ µ▼ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ♦r
❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ✭sq✉❛r❡s✮✳ ❘✐❣❤t✿ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❘❛②❧❡✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ✼✺
µ▼ ❆β1−40 ❛❧♦♥❡ ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✼✳✺ µ▼ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞
✼ ✭sq✉❛r❡s✮✳

✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚❤❚ ❜♦✉♥❞ t♦ ❆β1−40 ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜❜r✐❧✲
❧♦❣❡♥❡s✐s ❦✐♥❡t✐❝s ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❚❤❚ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹✱ ✇❤❡r❡❛s
❛ ❧❡ss ♠❛r❦❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼✳ ❙✐♥❝❡ ❚❤❚ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ str✉❝✲
t✉r❡s ❢♦r♠❡❞ ❬✶✶✹❪✱ t❤✐s s✉❣❣❡sts ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐t❤
❆β1−40✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢
t❤❡ s♣❡❝✐❡s ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✇❛s



✺✳✸✳ ❈✉r❝✉♠✐♥ ❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✿ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✶✶✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❚❤❚✲st❛✐♥❡❞ ❆β1−40 ✭❧❡❢t✮✱ ❝♦♠♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✷✳✸✳✸
❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹✲tr❡❛t❡❞ ❆β1−40 ✭❝❡♥t❡r✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼✲tr❡❛t❡❞
❆β1−40 ✭r✐❣❤t✮ ❛❢t❡r ✻ ❤♦✉rs ♦❢ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛r✿ ✷✵ µ♠✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞✳

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛❧✐q✉♦ts ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙❛♠♣❧❡s
✇❡r❡ st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❚❤❚✱ ❧❡❢t t♦ s❡tt❧❡ ❞♦✇♥ ✐♥ ❣❧❛ss✲❜♦tt♦♠ ❞✐s❤❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇
t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠❛❣❡❞✳ ❋✐❣✳ ✺✳✺ s❤♦✇s ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t
t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ♦❢ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ♦❢ ❆β1−40 ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝✉r❝✉♠✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
❚❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ s❛♠♣❧❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❞♦❡s ♥♦t r❡✈❡❛❧ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜❡rs ♦r ❧❛r❣❡ ❝♦♥❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧st ❛ ♣r❡✈❛❧❡♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧
❛♠♦r♣❤♦✉s ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ▲❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐♥❝✉❜❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❛♠②❧♦✐❞ ♣r♦t♦❝♦❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❡❛❦✱
s♦ ✐♥ ❛ ❢r❡❡✲❞②❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐❣✳ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥✲
s✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ✼✺ µ▼ ❆β1−40 ✐♥❝✉❜❛t❡❞ ❛t 45 ◦C✱ ❛❧♦♥❡ ♦r ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼✳ ❚❤❡ ❆β1−40 ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✲
✐❝s ❢♦❧❧♦✇s ❛ s✐❣♠♦✐❞❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✲♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
❛♥❞ ✐ts ❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ✭s❡❡ ❝✐r❝✉❧❛r s②♠❜♦❧s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✱ r✐❣❤t✮✱
♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡
✉♣ t♦ ✸ ❤♦✉rs ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s
✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥♥♦t ❡♥s✉r❡
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ♦❧✐❣♦♠❡rs✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✐♥❝✉❜❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ✭s❡❡ sq✉❛r❡ s②♠❜♦❧s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✮ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦♥ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥♦t s♦ ❞r❛st✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜♥❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦ ❧❛❣ ♣❤❛s❡ ❝❛♥
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤✉s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
r♦✉t❡ ♦❢ ❆β1−40 ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❛♥❞ ♦❢ ❆β1−40 ❛❧♦♥❡✳ ❚❤❡s❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ▲❡❢t✿ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✷✼✵ µ▼ ❆β1−40 ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ❢r❡s❤ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t
❛♥② ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✭r❡❞✮✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ✭❣r❡❡♥✮✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐♥
♠♦❧❛r r❛t✐♦ ✶✿✶ ✇✐t❤ ❆β1−40✳ ❘✐❣❤t✿ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r ❧❡❣❡♥❞✱ ❛❢t❡r 200 ♠✐♥✉t❡s ❢r♦♠ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ✐s ❛❜❧❡ t♦ str♦♥❣❧② ✐♥❤✐❜✐t t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❆β1−40 ♣❡♣t✐❞❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❝♦♠✲
♣♦✉♥❞ ✼ ❛❧t❡rs t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ r❡❞✐r❡❝t✐♥❣ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs t♦✇❛r❞s
♥♦♥✲❛♠②❧♦✐❞ st❛t❡s✳
❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛t ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❆β1−40 ✱ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✷✼✵ µ▼ ❆β1−40 ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ✭❜♦t❤ ✐♥ ✶✿✶ ♠♦❧❛r r❛t✐♦✮ ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♠✲
♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡✐r ❢r❡s❤ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭t✐♠❡ ✵✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✶✵✵✱ ✶✺✵ ❛♥❞ ✷✵✵ ♠✐♥ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐t❤ ❆β1−40

❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✱ ❧❡❢t✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❆β1−40 ❛❧♦♥❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❛ Q ≃ 0 ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❞❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞s
✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ r❡❞ ♦♥❡s✮✳ ❙✐♥❝❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t❡✐♥
✇❡✐❣❤t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t
♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✷✶✸❪✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐♥❞✉❝❡
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦♥ ❆β1−40 ♣❡♣t✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛❧♦♥❡✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❛♥❞ ✼✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❙❆❳❙
❞❛t❛ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✹ ❛♥❞ ✼✱ ✐♥ ♠♦❧❛r r❛t✐♦ ✶✿✶ ✇✐t❤ ❆β1−40 ♠♦♥♦♠❡rs ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛
s✉❞❞❡♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ st❛t❡✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ♦❢ ❆β1−40 ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣♦✉♥❞s s❤♦✇s ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✱ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤❡ Q✲r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✸ ❛♥❞ ✵✳✻ ♥♠−1 s❤♦✇ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
❆β1−40 ❛♥❞ ❆β1−40 ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹✱ ❛t ❧♦✇❡r Q ❛r❡ ❝❧❡❛r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡
♣❡♣t✐❞❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❛❧♦♥❡✳
▼♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❛❧♦♥❡ ✶✵✵ ♠✐♥ ❛❢t❡r t❤❡ ♣r❡♣❛✲



✺✳✸✳ ❈✉r❝✉♠✐♥ ❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✿ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✶✷✶

r❛t✐♦♥ ✇❛s ❜❡st ✜tt❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ●✉✐♥✐❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐✈❡ ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛r s♣❡❝✐❡s✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✸✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❧❡❞ ✜tt✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛t ❛♥② t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●✉✐♥✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✉♥s♣❡❝✐✜❝ s♣❤❡r✐❝❛❧✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✜t t❤❡ ❧♦✇ Q tr❡♥❞ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠✲
♣♦✉♥❞s ✹ ❛♥❞ ✼✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧♦ts log dΣ

dΩ(Q) ✈s✳ Q2 r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ●✉✐♥✐❡r r❛❞✐✐ Rg ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✱ ❜♦tt♦♠✿ ✐♥ ♣r❡s✲

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❚♦♣✿ ●✉✐♥✐❡r ♣❧♦ts ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❆β
✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ✭❇✮ ❛♥❞ ✼ ✭❈✮ ✭r❛t✐♦ ✶✿✶✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ●✉✐♥✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❢♦r r♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r ❆β1−40 ❛❧♦♥❡ ✭❆✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✱ ❛❧❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t✐♠❡ ✵ ✭✈✐♦❧❡t
sq✉❛r❡s✮✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✶✵✵ ✭❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s✮✱ ✶✺✵ ✭②❡❧❧♦✇ tr✐❛♥❣❧❡s✮✱ ❛♥❞ ✷✵✵ ✭r❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞s✮ ♠✐♥✲
✉t❡s✳ ❈✉r✈❡s ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡ ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❢♦r ❝❧❛r✐t② ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✺✐ ✭✇✐t❤ ✐❂✵ ❢♦r t✐♠❡ ✶✵✵✱
✐❂✶ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❢t❡r ✶✺✵ ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✮✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣✳
❇♦tt♦♠✿ ❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✐ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜② ✜tt✐♥❣ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❆β1−40 ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✹ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✼ ✭❣r❡❡♥✮✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞✳

❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❡rs✉s t✐♠❡✳
❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✹ ❛♥❞
✼ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♠♦❞✐❢② ❆β1−40 ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞s
❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ❛
❢✉rt❤❡r ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ●❡♥✜t s♦❢t✇❛r❡ ❬✽❪ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦♥ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❝❤❛✐♥s ✭unf✮ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ✭cyl✮✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛s

dΣ

dΩ
(Q) =

cNA

M1

[

xunfPunf (Q) +
xcyl
Ncyl

Pcyl(Q)

]

✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ NA ✐s ❆✈♦❣❛❞r♦✬s ♥✉♠❜❡r✱ M1 ✐s t❤❡
♠♦♥♦♠❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t✱ xi ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ i✲s♣❡❝✐❡s✱ Pi(Q) ✐ts ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ Ni ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❤❛t s♣❡❝✐❡s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✶ ❢♦r ✉♥❢♦❧❞❡❞ ♠♦♥♦♠❡rs✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r S(Q) ✇❛s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦ ✉♥✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭s❡❡
✶✳✷✳✷✳✺✮✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✭❋✐❣✳ ✺✳✺✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾
✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ ❆β1−40 ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ♦✉t ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s ✐♥
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ ❆β1−40 ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❙t❛rt✐♥❣ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✭r❡❞✮ st❛❣❡s ♦❢ ❆β ❛❧♦♥❡ ✭❧❡❢t✮✱ ❆β ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ❆β ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ✭r✐❣❤t✮✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✜tt✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✇♦r♠ ❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ✭♦♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✶ ❢♦r ❆β
❛❧♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❆β ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✹ ❛♥❞ ✼✮ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❈✉r✈❡s ❛r❡ s❝❛❧❡❞
❢♦r s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t② ✭102 ❢❛❝t♦r✮ t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ Q✳

t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ♦❜❥❡❝t ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡
✜❜r✐❧❧❛r ♣❛tt❡r♥✱ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞s t❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❥✉st ❛ ❧♦✇ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼

❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s✱ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❥✉st ❆β1−40

✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ str♦♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹

❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✺✮ ❛♥❞ ❘❛②❧❡✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s
✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❆β✲
♣❡♣t✐❞❡✱ r❡❞✲❧❛❜❡❧❡❞ ❆β1−40 ✭❆β❍❋✮ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ♣❡♣t✐❞❡ ✉♣t❛❦❡ ✐♥ ◆❡✉r♦♥❛❧✲
t②♣❡ ❙❍✲❙❨✺❨ ❝❡❧❧s ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✵✮✳ ❈❡❧❧s tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❆β❍❋ ✇❡r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡❀
❛❢t❡r ✷✲✸ ❤♦✉rs ♦❢ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ❛t ✸✼ ◦❈ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ st❛rt❡❞ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ ✐♥tr❛❝❡❧✲
❧✉❧❛r ✈❡s✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ✇❛s ❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ t♦ ❝❡❧❧s tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❡s✱
t♦♦✳ ❚❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❞✐❞ ♥♦t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✐t ✇❛s s❧♦✇❧② ✐♥t❡r✲



✺✳✸✳ ❈✉r❝✉♠✐♥ ❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✿ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✶✷✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❚❛❜❧❡ ✭t♦♣✮ ♦❢ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠✮
♦❢ ❙❆❳❙ ✜tt✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❆β1−40 ❛♥❞ ❆β1−40 ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s
✼ ❛♥❞ ✹✳ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜❜r✐❧✲❧✐❦❡ ❝②❧✐♥❞❡rs st❛t❡s ❛♥❞ ✉♥❢♦❧❞❡❞ s♣❡❝✐❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✜♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡s✳ ■♥ t❛❜❧❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✐s
r❡♣♦rt❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ✇♦r♠ ❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts✭◆agg✮ ❛♥❞ ❢♦r ❝②❧✐♥✲
❞❡r ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❛❞✐✐ ✭r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❧❡♥❣t❤ ✭h✱ ❛❧✇❛②s ✉♥❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❜② t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✮✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ❆β1−40 ❛❧♦♥❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ♠♦r❡
♥♦t✐❝❡❛❜❧② ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹✳

♥❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✈❡s✐❝❧❡s t❤❛t ❛❢t❡r ✷✹ ❤ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❧♦❝❛❧✐③❡ ✇✐t❤ ❧②s♦s♦♠❡s✳
❋✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ▲❆◆✺ ❝❡❧❧s✱ tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❧✐q✉♦ts t❛❦❡♥
❞✉r✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❛❧♦♥❡ ♦r ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s
✐♥ ❛ ✶✵✿✶ ♣❡♣t✐❞❡✴❝♦♠♣♦✉♥❞ r❛t✐♦ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✶✮✳ ❈❡❧❧s ✇❡r❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝♦♠✲
♣♦✉♥❞s ❛♥❞ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ❧♦✇ ❝②t♦t♦①✐❝✐t② ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✹ ❛♥❞ ✼ ❛t ✶ µ▼✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s♠❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛t ❤✐❣❤❡r
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭✺ µ▼✮ r❛✐s❡❞ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝②t♦t♦①✐❝✐t②✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹

r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝❡❧❧ ✈✐❛❜✐❧✐t② ❛t ✺ µ▼ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✶✮✳ ❋r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦♥ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❊✣❝✐❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❝✉r❝✉♠✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞
❆β✲♣❡♣t✐❞❡ ✐♥ ❙❍✲❙❨✺❨ ❝❡❧❧s✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛r ✶✵ µ♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❍✐st♦❣r❛♠s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝❡❧❧ ✈✐❛❜✐❧✐t② ❛❢t❡r tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤
❆β1−40 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛❧♦♥❡ ♦r ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❛♥❞
✼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛t ✶ ❤♦✉r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿ ✯♣❁✵✳✵✵✶ ✈s ❈tr❧❀
§♣❁✵✳✵✵✶ ✈s ❈tr❧✱ ✶µ▼ ❛♥❞ ✺µ▼❀ ★♣❁✵✳✵✵✶ ✈s ❈tr❧ ❛♥❞ ✶µ▼✳

s♣❡❝✐❡s ❬✷✶✹❪✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❆β ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts t♦①✐❝✐t② ❛❧♦♥❣ ✐ts ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t♦①✐❝ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ s♣❡❝✐❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ✐s ❛❜❧❡ t♦
❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t♦①✐❝ ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ ♣r♦❜❛❜❧② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
♣❛t❤✇❛② t♦✇❛r❞ ❧❡ss t♦①✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❢t❡r ✷ ❤♦✉rs ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❆β1−40✲✐♥❞✉❝❡❞ t♦①✐❝✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦✲❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹

❝❧❡❛r❧② ❡♥❤❛♥❝❡s ❆β1−40 t♦①✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t♦①✐❝ ♦❧✐❣♦♠❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❡✛❡❝t ♦❢
❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ♦♥ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❧❡ss ♥♦①✐♦✉s ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s✳



✺✳✸✳ ❈✉r❝✉♠✐♥ ❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✿ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✶✷✺

✺✳✸✳✸ ■♥❞✉❝❡❞ ❋✐t ❉♦❝❦✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ■❋❉ ♣♦s❡ ❢♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❜♦✉♥❞ t♦ ❆β1−40 ✭t✉rq✉♦✐s❡✮ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ ❆β1−40

✭♦r❛♥❣❡✮ ✭P❉❇✿ ✷❇❊●✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✹✱ ●❧②✸✼✲●❧②✸✽ ❛r❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❣❛♥❞
❛♥❞ ❧♦ss t❤❡ ③✐❣③❛❣ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛♣s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ■❋❉ ♣♦s❡s ❢♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞
✼ ✭r✐❣❤t✮ ❜♦✉♥❞ t♦ ❝❤❛✐♥ ❆ ✭P❉❇✿ ✷❇❊●✮✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✹ ❛♥❞ ✼ ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♣r♦✈❡❞✱ ❛ ❢✉rt❤❡r
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❜✐♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ■♥❞✉❝❡❞ ❋✐t
❉♦❝❦✐♥❣ ✭■❋❉✮✳ ■❋❉ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✹ ❛♥❞ ✼ ♦❝❝✉r
✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ■❋❉✱ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❜✐♥❞ ❆β ✐♥ ❛ s❛❞❞❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❡t✸✺ ❛♥❞ ❱❛❧✸✾✱
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷ ❛♥❞ ✺✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐♥t♦ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡ ✐s ❛❧♠♦st s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❡r♠s ♦❢



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦♥ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

♠♦❧❡❝✉❧❡✬s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ r♦t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱
❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ●❧②✸✻✲●❧②✸✼
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣❡♥t❛♠❡r✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞ ✹✱ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ s❡❡♠s ❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ t❤✉s ♣❡rt✉r❜ t❤❡
β✲s❤❡❡t ♠♦t✐❢✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✼✱ t❤❡ ③✐❣③❛❣ β✲s❤❡❡t ♠♦t✐❢ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧②
♣r❡s❡r✈❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ■❋❉ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ❝♦✉❧❞

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ■❋❉ ♣♦s❡s ❢♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ✭t✉rq✉♦✐s❡✮ ❛♥❞ ✼ ✭♦r❛♥❣❡✮ ❜♦✉♥❞ t♦ ❆β ♣❡♥t❛♠❡r
✭P❉❇✿ ✷❇❊●✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✼✱ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ③✐❣③❛❣ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●❧②✸✼✲●❧②✸✽ ✐s
♣❛rt✐❛❧❧② ♣r❡s❡r✈❡❞✳

❥✉st ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❆β ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❛❧♦♥❣ ✜❜r✐❧ ♠❛❥♦r
❛①✐s✱ ❞✉❡ t♦ st❡r✐❝ ❤✐♥❞r❛♥❝❡✱ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ β✲s❤❡❡t ♠♦t✐❢✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t♦①✐❝ ♦✛✲♣❛t❤✇❛②
str✉❝t✉r❡s✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✹ ❛♥❞ ✼ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❆β1−40 ✜❜r✐❧❧♦❣❡♥❡s✐s✳
❚❤❡② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❝②t♦t♦①✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✐♠s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t ❛s ❜❛s✐❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❡ ❧♦✇ ❝②t♦t♦①✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❞r✉❣✱ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❞❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡✈❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦✉tr✐❣❤t♥❡ss ♦❢ ✐ts ❡✛❡❝t
♦♥ ❆β1−40✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ tr✐❣❣❡rs ❛ ❧♦✇❡r ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱
❢❡❛t✉r❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r ❝②t♦t♦①✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ❜✐♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✿ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹✱ ❧✐♥❦✐♥❣ t♦ ❆β1−40 ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ t♦①✐❝ s♣❡❝✐❡s✱ ✐♥❤✐❜✐ts t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❜✉t ✐ts ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ♣❡♣t✐❞❡ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡
❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ t♦①✐❝ ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ t❤✉s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐♥ ❝❡❧❧
✈✐❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧✐t② ❤❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❡st
t♦✇❛r❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ✉s❡ t♦✇❛r❞ st✉❞✐❡s ❢♦r
t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t♦①✐❝ ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐t t♦ ❛ r❡♠♦✈❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❛❢t❡r t❤❡
❜✐♥❞✐♥❣✳
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✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❞✐s❡❛s❡ ❡t✐♦❧♦❣② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
♥❡✉r♦♥❛❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t♦ t❤❡ s❡❡❞✐♥❣ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛♠②✲
❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♦♥t♦ t❤❡ ❧✐♣✐❞ ❜✐❧❛②❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t
❆β ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❜✐♥❞ t❤❡ ❣❛♥❣❧✐♦s✐❞❡ ●▼✶✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❧✐♣✐❞ r❛❢ts ♦♥ t❤❡ ❡①tr❛❝❡❧✲
❧✉❧❛r s✉r❢❛❝❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ s②♥❛♣t✐❝ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❬✷✶✺❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ●▼✶✲❆β ✐♥

✈✐✈♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❝❡r❡❜r❛❧ ❝♦rt✐❝❡s ❢r♦♠ ❆❉ ❛♥❞ ❉♦✇♥✬s s②♥❞r♦♠❡ s✉❜✲
❥❡❝ts✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✇❛s ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧s ❬✷✶✻❪✳ ❙✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t
s♠❛❧❧✱ ♣r❡✜❜r✐❧❧❛r ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❝t ❛s s②♥❛♣t♦t♦①✐♥s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ ❬✷✶✼✱ ✷✶✽✱ ✸✼❪✳ ❚❤❡
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ♣❡♣t✐❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐s t❤✉s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❥♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡✛♦rts ❛❣❛✐♥st ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡✳
■♥ t❤✐s st✉❞② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♣♦s♦♠❡s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠♦♥♦♠❡rs ❛♥❞ ❛♥ ❡❛r❧②
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐♣♦s♦♠❡s ✭▲❯❱✮ ❡①♣❧♦✐t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t
❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✇✐t❤ r❛❢t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❧✐❦❡ ❝❤♦❧❡st❡r♦❧ ❛♥❞ ●▼✶✱
♥❛t✉r❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✭P❖P❙✮ ❛♥❞ ❧✐♣✐❞ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭P❖P❈✮✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❛ ✜rst st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
♠♦♥♦♠❡r✐❝ ❛♥❞ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ s♣❡❝✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r♦t❡✐♥s ♦♥ t❤❡ ❧✐♣✐❞ ❜✐❧❛②❡r ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ ♦♥
❧✐♣✐❞ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ◆❡✉tr♦♥ ❙♣✐♥ ❊❝❤♦ ✭◆❙❊✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✢✉♦r❡s✲
❝❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✷✶✾❪✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
t❤❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡✱ ✐✳❡✳ ❝❛r❜♦①②❧✉♦r❡s❝❡✐♥✱ ✐♥s✐❞❡ ▲❯❱s✳ ❲✐t❤ t❤✐s



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲✐♣✐❞✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❞❡✈✐❝❡✱ ❛♥ ❡✈❡♥t✉❛❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❜② ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r♦t❡✐♥s
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❛ s✉❞❞❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♥❛♥♦♠❡✲
t❡r s❝❛❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♣✐❞ ❜✐❧❛②❡r ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r♦❜❡✳ ❋❡✇ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✛❡r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞✳ ◆❙❊ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❜✐♥❣ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❜✐❧❛②❡r ✉♥❞✉❧❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣✐♥ ❡❝❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❜✐❧❛②❡r✬s ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉s
❬✷✷✵✱ ✷✷✶✱ ✷✷✷❪✳ ❚❤✐s ❛❞♠✐tt❡❞ ❣❡tt✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤
❆β s♣❡❝✐❡s ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞
s✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛ t❤❡r❛♣② s❡❛r❝❤✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵
✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♣♦s♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡❛r❧②
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛t✉r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠t❍s♣✻✵✳
❚❤❡ ◆❙❊✲❙❆◆❙ st✉❞② ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐♥ s✉❜♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ ❛♥
❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❧✐❣♦♠❡rs ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥t❡❣r✐t②✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❞✐sr✉♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦❧✐❣♦♠❡rs ♦♥❧②✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ❆β ♣❡♣t✐❞❡ ✐♥❞✉❝❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ t❤❛t ❛r❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♠❛r❦❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❆β ♦❧✐❣♦♠❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠♦st t♦①✐❝ ❢♦r♠s✳



✻✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✶✷✾

✻✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✱ ❞✐✈✐❞✲
✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❢♦r ◆❡✉tr♦♥
❙♣✐♥ ❊❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❙♣❡❝tr♦✢✉♦r♦♠❡t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤❡ ▲❛r❣❡ ❯♥✐❧❛♠❡❧❧❛r ❱❡s❝✐❝❧❡s ✭▲❯❱s✮ ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② r❡♣❡❛t❡❞ ❡①tr✉s✐♦♥s✱
t❤r♦✉❣❤ ❛ ✶✵✵ ♥♠ ♣♦r❡ ✜❧t❡r ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❛♠❡❧❧❛r ✈❡s✐❝❧❡s ✭▼▲❱s✮
♦❢ P❖P❈ ❛♥❞ P❖P❙ ✭P❖P❈✿ P❖P❙ ❂ ✾✿ ✶✮ ✐♥ ✶✵ ♠▼ ❍❊P❊❙ ❜✉✛❡r✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❈❛r❜♦①②✢✉♦r❡s❝❡✐♥ ✭✶✵ ♠▼✮ ❛t ♣❍ ✼✳✹✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✷✶✾❪✳ ❚❤❡ ❡①❝❡ss ♦❢
❝❛r❜♦①②✢✉♦r❡s❝❡✐♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ▲❯❱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧❡❛♥❡❞ ✉♣ ❜② ❝♦❧✉♠♥ ❝❤r♦♠❛t♦❣r❛♣❤②
✭✇✐t❤ ❍✐❚r❛♣❘© ❉❡s❛❧t✐♥❣ ❈♦❧✉♠♥s ✇✐t❤ ❙❡♣❤❛❞❡① ●✲✷✺ ❛s ❣❡❧ ✜❧tr❛t✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✮
❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞✐❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜✉✛❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇❛s
t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛r❜♦①②✢✉✲
♦r❡s❝❡✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶
❍❡♥ ❡❣❣ ✇❤✐t❡ ❧②s♦③②♠❡ ✭❍❊❲▲✮✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❜② ❙✐❣♠❛ ❆❧❞r✐❝❤ ❛♥❞ ❞✐s✲

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❈❛r❜♦①②✢✉♦r❡s❝❡✐♥ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳

s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❣❧②❝✐♥❡ ❜✉✛❡r ✼✵ ♠▼ ❛t ❛ st♦❝❦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✺✵ µ▼✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ♦❢ ❧②s♦③②♠❡ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❚❤❚ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡♣❛r❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st✉❞✲
✐❡s ✇✐t❤ ▲❯❱✳
❆ P❡r❦✐♥ ❊❧♠❡r ▲❙✺✺ s♣❡❝tr♦✢✉♦r♦♠❡t❡r ✭P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛r❝❤❡✮ ❤❛s
❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❤❡r♠♦st❛t✐❝ ❜❛t❤
t❤❛t ❦❡♣t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✷✵ ◦❈✮✳
❚❤❡ ▲❯❱ ♣r❡s❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❜② ❉②♥❛♠✐❝ ▲✐❣❤t ❙❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ✭❉▲❙✮✱ ✐♥ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛r❝❤❡✳ ❋♦r ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✱ ❛ ▼❛❧✈❡r♥ ◆❛♥♦❩❡t❛❙✐③❡r ❛♣♣❛r❛t✉s✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✺ ♠❲ ❍❡✲◆❡ ❧❛s❡r✱
✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ ●❯❱ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✷✸❪✳ ❆♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✷✵ µ▲ ♦❢ ❛ ✷ ♠❣✴♠▲ ❧✐♣✐❞ ✭P❖P❈ ❛♥❞
P❖P❙ ✐♥ ✾✿✶ r❛t❡✮ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝❤❧♦r♦❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s s♣r❡❛❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t✇♦
❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❣❧❛ss❡s ✭❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ✢✉♦r✐♥❡ t✐♥ ♦①✐❞❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❧❡❢t ✉♥❞❡r ✈❛❝✉✉♠ t♦



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲✐♣✐❞✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧✈❡♥t✳ ❚❤❡ ❣❧❛ss❡s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈❡ s✐❞❡s ❢❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ✷ ♠♠ t❤✐❝❦ ❚❡✢♦♥ ❢r❛♠❡ t♦ ❢♦r♠ ❛
❝❤❛♠❜❡r ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ✶✵ ♠▼ ❝❛r❜♦①②✢✉♦r❡s❝❡✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❧❛ss ♣❧❛t❡s
✇❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✶ ❱ ✇✐t❤ ❛ ✶✵
❍③ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛❜♦✉t ✷ ❤✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦❝❡ss
❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ●❯❱s ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ♣✉r✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛❧②s✐s ♦✈❡r♥✐❣❤t ✐♥ ❍❊P❊❙ ❜✉✛❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛❣❛✐♥
✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ ❩❡✐ss ❆①✐♦ ■♠❛❣❡r ✷ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❈❛r❧
❩❡✐ss ▼✐❝r♦■♠❛❣✐♥❣ ●♠❜❍✱ ●❡r♠❛♥②✮ ✇❤✐❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ▲❡✐t③ ❖rt❤♦❧✉① ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ✐♥ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛r❝❤❡✳

◆❡✉tr♦♥ ❙♣✐♥ ❊❝❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

▲✐♣✐❞s ✭P❖P❈ ❛♥❞ P❖P❙✮ ❝❤♦❧❡st❡r♦❧ ❛♥❞ ❜♦✈✐♥❡ ❜r❛✐♥ ●▼✶ ✇❡r❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❢r♦♠
❙✐❣♠❛ ❆❧❞r✐❝❤ ✭▼✐❧❛♥✱ ■t❛❧②✮✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢✉rt❤❡r ♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥✳
❆♠②❧♦✐❞ β✲♣❡♣t✐❞❡ ✶✲✹✵ ✭❆β1−40✮ ♣❡♣t✐❞❡ ✇❛s ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❜② ❆◆❆❙P❊❈✳ ♠t❍s♣✻✵
✇❛s ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❜② ❆t❣❡♥✱ ❑♦r❡❛✳ ▲❯❱✱ ❆β1−40 ❛♥❞ ♠t❍s♣✻✵ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❡r❡ ♣r❡✲
♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❞♦✉❜❧❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❍2❖ ❛♥❞ ❉2❖ ❜✉✛❡rs ❛s s♦❧✈❡♥t✳
▲❯❱s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ✜❧♠s ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② ❧✐♣✐❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦✲✉♥s❛t✉r❛t❡❞
P❖P❈✿P❖P❙ ✭✾✿✶✮✱ ✇✐t❤ ❝❤♦❧❡st❡r♦❧ ❛♥❞ ❜♦✈✐♥❡ ❜r❛✐♥ ●▼✶✱ ✾✺✪ ✇✴✇ ♦❢ P❈✿P❙✿❈❤♦❧
✭✽✶✪✿✾✪✿✶✵✪ ✇✴✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛♥❞ ✺✪ ✇✴✇ ♦❢ ●▼✶✳ ❚❤❡ s♦❧✈❡♥t ✇❛s t❤❡♥ ❡✈❛♣♦✲
r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥t❧② ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇ ❛♥❞ ✜❧♠s ✇❡r❡ ❧❡❢t ✉♥❞❡r ✈❛❝✉✉♠ ♦✈❡r♥✐❣❤t✳ ❆❢t❡r✲
✇❛r❞✱ ❞r✐❡❞ ✜❧♠s ✇❡r❡ s♦❧✉❜✐❧✐③❡❞ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ✺✵ ♠▼ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r ✇✐t❤ ✷✵ ♠▼
◆❛❈❧ ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❍2❖ ♦r ❉2❖ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✾ ♠❣✴♠❧✳ ❈♦♠✲
♣❧❡t❡ ❤②❞r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♣✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛q✉❡♦✉s s♦❧✈❡♥ts ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧
❢r❡❡③❡✴t❤❛✇✐♥❣ ❝②❝❧❡s✳ ❆❢t❡r ❛ t✇♦ ❤♦✉rs ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❧✐♣♦s♦♠❡s ✇❡r❡ ❡①tr✉❞❡❞
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ t♦ ❛ ▲✐♣♦❢❛st ❡①tr✉❞❡r ✭❆✈❡st✐♥✱ ▼❛♥♥❤❡✐♠✱ ●❡r♠❛♥②✮✱
✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②❝❛r❜♦♥❛t❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ✶✵✵ ♥♠ ♣♦r❡ ❛♥❞ ✸✶ ❡①tr✉s✐♦♥ st❡♣s✳

❆β1−40 ✇❛s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ✺✵♠▼ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r ✇✐t❤ ✷✵♠▼ ◆❛❈❧ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✜❧tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼✐❧❧❡① ▲● ✷✵✵ ♥♠ ❛♥❞ ❆♠✐❝♦♥ ✷✵ ♥♠ ✜❧t❡rs t❤❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❜r♦✉❣❤t t♦ ✹✺µ▼✳ ❆♥ ❛❧✐q✉♦t ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❛s ❆β1−40 ♠♦♥♦♠❡r✱ t❤❡ r❡st✐♥❣ ♣❛rt ✇❛s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛t ❚❂✸✼ ◦❈
✉♥❞❡r st✐rr✐♥❣ ❛t ✷✵✵r♣♠✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ◆❙❊✱ t1 ✭✻✺♠✐♥✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡rs r❡❛❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s
❛♥❞ ❛❢t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧✐q✉♦ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❧❛t❡❛✉ st❛t❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t✉r❡ ✜❜r✐❧s✱ ❜♦t❤
✐♥ ❉2❖ ❛♥❞ ❍2❖ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞
❋✲❯❱ ❝✐r❝✉❧❛r ❞✐❝❤r♦✐s♠ ✭❈◆❘✱ P❛❧❡r♠♦✮ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠t❍s♣✻✵ ❛❧✐q✉♦ts ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥
r✐❣❤t ❛❢t❡r ♠✐①✐♥❣ ✭t0✮ ❛♥❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❢t❡r t1❂✻✺♠✐♥ ♦❢ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❡r❡
✇✐t❤❞r❛✇♥ t♦ ❜❡ ♠✐①❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♣♦s♦♠❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❧✐♣♦s♦♠❡s ❛♥❞ ❆β1−40 ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✺✳✾ ♠▼ ❛♥❞ ✷✷✳✺ ♠▼ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✱ ✇✐t❤ ❧✐♣✐❞✿❆β1−40 r❛t✐♦



✻✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✶✸✶

♦❢ ❛❜♦✉t ✷✻✵✿✶ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ❆β✿♠t❍s♣✻✵ r❛t✐♦ ✇❛s ✷✵✿✶✳
◆❙❊ ♥❡✉tr♦♥✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ■◆✶✺ s♣✐♥✲❡❝❤♦ s♣❡❝✲
tr♦♠❡t❡rs ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ■♥st✐t✉t ▲❛✉❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ◆❡✉tr♦♥ s♣✐♥✲
❡❝❤♦ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ PNSE(Q, t) = Re[I(Q)/I(0)] =

∫
S(Q,ω)cosωtdω∫

S(Q,ω)dω
✱ ❛ q✉❛♥t✐t② t❤❛t ✈❛r✐❡s ❢r♦♠

✵ t♦ ✶✱ ✇❤❡r❡ ◗ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ S(Q,ω) ✐s t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♥❡✉tr♦♥ ✐s
s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r Q ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ω✳ ❚❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❛s ✶✵ ➴✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ s♣✐♥ ❡❝❤♦ t✐♠❡ ♦❢ ✶✾✹ ♥s ✐♥ ❛ Q✲
r❛♥❣❡ 0.029 < Q < 0.115 ➴−1✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛rt③ ❝❡❧❧s ✇✐t❤
✶♠♠ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤✳
❙❆◆❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡st
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❙❆◆❙ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❉✶✶✱ ❛t t❤❡ ■♥st✐t✉t ▲❛✉❡✲▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭■▲▲✮✱ ●r❡♥♦✲
❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡ ❬✷✷✹❪✳ ❲❡ r❡❝♦r❞❡❞ s♣❡❝tr❛ ❛t t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡✲❞❡t❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡s ✭✶✳✹✱ ✽✳✵✱
❛♥❞ ✸✹ ♠✮ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✽ ➴ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♥❡✉tr♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❛✈❡ ✈❡❝✲
t♦r ♠♦❞✉❧✉s Q r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✵✵✷✺ t♦ ✵✳✺✺ ➴−1✳ ❙❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛ ✶ ♠♠ t❤✐❝❦ q✉❛rt③ ❝❡❧❧✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ❝♦✉♥ts ✇❡r❡ ❝♦r✲
r❡❝t❡❞ ❢♦r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❜✉✛❡r✱ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡ ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ❞❡✲
t❡❝t♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♣✉r❡ ✇❛t❡r ❛♥❞
❛③✐♠✉t❤❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞✱ t♦♦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✉♥✐ts ✭❝♠−1✮✳



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲✐♣✐❞✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✻✳✸ ▼♦❞❡❧ ♣r♦t❡✐♥ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡♠✲

❜r❛♥❡

✻✳✸✳✶ ❋❧✉♦r♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t❡✐♥
str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❧✐♣✐❞ s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❣✐❛♥t ✉♥✐❧❛♠❡❧❧❛r ✈❡s✐❝❧❡ ✭▲❯❱
❛♥❞ ●❯❱✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♠❡♠❜r❛♥❡
❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❢♦r♠❡❞ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❞✐s❡❛s❡✳ ■♥
t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② st✉❞② t❤❡
❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✇✐t❤ ▲❯❱s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ♣❡♣t✐❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ st❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣
t❤❡ ✺✱✻✲❝❛r❜♦①②✢✉♦r❡s❝❡✐♥ ✭❈❋✮ ❧❡❛❦❛❣❡ ❢r♦♠ ❧✐♣♦s♦♠❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ P❖P❈✴P❖P❙✳
❚❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡s✐❝❧❡s ❛t ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦
q✉❡♥❝❤ ✐ts ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛
❧❡❛❦❛❣❡ ❡✛❡❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✱ s♦ t❤❛t ✐t ❞✐❧✉t❡s ❛♥❞ r❡❝♦✈❡rs ✐ts ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ▲❯❱s ❛♥❞ ●❯❱s ❛s ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡❛s❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢
❜❡✐♥❣ ✉♥✐❧❛♠❡❧❧❛r s②st❡♠✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❋❧✉♦r♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡✱ ✐♥ r❡s♣❡❝t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐r❡❝t ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡
❝♦rr❡❝t ✐♥t❡r♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡s✐❝❧❡s✳ ❱❛r✐♦✉s ♣r♦t♦❝♦❧s ❛❧r❡❛❞②
❡①✐st ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✈❡s✐❝❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✐③❡
✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡♥tr❛♣♠❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✷✷✺✱ ✷✷✸❪✳ ❆❢t❡r ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ●❯❱s ✇✐t❤
❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭❡①❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✮✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡✱ t❤❛t ✐s t♦ q✉❡♥❝❤ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ●❯❱✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛r♦✉♥❞ ✐t✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥s✉r❡❞ ✇✐t❤ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
✭❋✐❣✳ ✻✳✷✮✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ✈❡s✐❝❧❡ r❡s✉❧ts ❜❧❛❝❦ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱
❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧✐♣♦s♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲
♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳
■♥st❡❛❞✱ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ▲❯❱s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r✐t②✱ ❛ ❉▲❙ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞✱ t♦ ❝❤❡❝❦ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r✐t② ❜❡❢♦r❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝✲
tr♦s❝♦♣② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✸✮✳ ❚❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❝❛r❜♦①②✢✉♦r❡s❝❡✐♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❧✐♣♦s♦♠❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛ss❛② ❛t ❛
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✺✷✵ ♥♠ ✭❋✐❣✳ ✻✳✹✱ t♦♣✮✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❡ ❚r✐t♦♥ ❳✲✶✵✵
❞❡t❡r❣❡♥t ✶✵✪ ✭✇✴✈✮ ✇❛s ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s✉s✲
♣❡♥❞❡❞ ✈❡s✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧✇❛②s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❚r✐t♦♥ ❳✲✶✵✵ t♦ t❤❡ ❧✐♣♦s♦♠❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
❛s t❤❡ ❧✐♣♦s♦♠❡s ❛r❡ ❞✐sr✉♣t❡❞✳

❆♠②❧♦✐❞s ✜❜r✐❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧②s♦③②♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤
❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ❛♥❞ ❈♦♥❣♦ ❘❡❞ st❛✐♥✐♥❣ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❛♠②❧♦✐❞
str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉♦r♦♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢



✻✳✸✳ ▼♦❞❡❧ ♣r♦t❡✐♥ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✶✸✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚♦♣✿ ●❯❱ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡✳ ❇♦tt♦♠✿ ●❯❱ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❈❋✱
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❉▲❙ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ▲❯❱s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲✐♣✐❞✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✜❜r✐❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐t❤❞r❛✇♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❈♦♥❣♦ ❘❡❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳
❆❢t❡r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❞❞✐♥❣ ♣r❡❢♦r♠❡❞ ✜❜r✐❧s
❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ▲❯❱ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❜♦①②✢✉♦r❡s❝❡✐♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❧❡❛r❧②
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❛♥❞ ✜❜r✐❧s✱ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❞❡str♦②✐♥❣ t❤❡ ✈❡s✐❝❧❡s✳ ◆❛t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥s ♥❡❣❧❡❝t ▲❯❱s✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♥✲
t❡r❢❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♣✐❞ ♠❡♠❜r❛♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡s✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❧②s♦③②♠❡ ✐♥ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭r❡❞✮✳ ❋✐❜r✐❧s ❛♥❞
♠♦♥♦♠❡rs ✭✵✳✹ µ▼✮ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡
s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳



✻✳✹✳ ◆❡✉tr♦♥ ❙♣✐♥ ❊❝❤♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡✲♣r♦t❡✐♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✶✸✺

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❙❆◆❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❍2❖ ❛♥❞ ❉2❖✳

✻✳✹ ◆❡✉tr♦♥ ❙♣✐♥ ❊❝❤♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡✲

♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❚♦ ♦❜s❡r✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦t❡✐♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t❤❡ ◆❡✉tr♦♥ ❙♣✐♥ ❊❝❤♦ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❧✐♣✐❞ ❜✐❧❛②❡r ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s
❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s✬ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✷✷✻❪✳ ◆❙❊ ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝
♠❡t❤♦❞ ✐❞❡❛❧ ❢♦r st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✐♦♠❡♠❜r❛♥❡s ❜❡❝❛✉s❡
✐ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✭✵✱✶ ♥s t♦ ✶✵✵ ♥s✮ ❛♥❞ ❧❡♥❣❤t s❝❛❧❡s ✭✶✵✲✶✵3 ➴✮ ❬✷✷✼✱ ✷✷✽❪✳ ❆s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ ◆❙❊ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ PNSE(Q, t) = Re[I(Q)/I(0)] =

∫
S(Q,ω)cosωtdω∫

S(Q,ω)dω
✱ ✇❤❡r❡

◗ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ S(Q,ω) ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ str✉❝✲
t✉r❡ ❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♥❡✉tr♦♥ ✐s s❝❛tt❡r❡❞ ❜②
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r Q ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ω✳ ❆ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❆◆❙
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r
S(Q) ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ D2O ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ s♣❡❝✐❡s
♦❢ ❆β1−40 ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡ t♦ t❤❡ ▲❯❱✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺✳
❈✉r✈❛t✉r❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❍❡❧❢r✐❝❤
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❬✷✷✾❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠✐❝r♦❡♠✉❧s✐♦♥ ❞r♦♣❧❡ts ❛r❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ▼✐❧♥❡r ❛♥❞ ❙❛❢r❛♥ ❬✷✸✵❪✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❢r✐❝t✐♦♥ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ s✉s♣❡♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ ❛
s✐♥❣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② exp(−Γt) ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ Γ = kc

4η q
3✱ ✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ kc t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ r✐❣✐❞✐t② ❬✷✷✽❪✳ ■♥ t❤✐s
♠❛♥♥❡r✱ ❢❛st❡r ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ✜❧♠ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ st✐✛❡r ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❲❤✐❧❡
✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s♦❢t ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢❛✐❧s t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣❤♦s♣❤♦❧✐♣✐❞ ✈❡s✐❝❧❡s✳ ❩✐❧♠❛♥ ❛♥❞ ●r❛♥❡❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ s❤❛♣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❢r❡❡❧② s✉s♣❡♥❞❡❞ ✢❛t ♣❤♦s♣❤♦✲



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲✐♣✐❞✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❋✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ❋♦✉r✐❡r t✐♠❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ◆❙❊ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t Q ✈❛❧✉❡s ✭✵✳✷✾✱ ✵✳✸✾✱ ✵✳✺✵✱ ✵✳✻✶✱ ✵✳✼✷✱ ✵✳✽✸✱ ✵✳✾✸✱ ✶✳✵✹✱ ✶✳✶✺ ♥♠−1✮ ❢♦r
✈❡s✐❝❧❡s ❛❧♦♥❡ ♠❛❞❡ ✐♥ D2O ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✱ r❡♣♦rt❡❞ ❛s ❡①❛♠♣❧❡✳

❧✐♣✐❞ ❜✐❧❛②❡rs ❬✷✸✶❪✳ ❖♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♣r♦❜❡❞ ❜② t❤❡ ◆❙❊ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡
❧✐♣✐❞ ❜✐❧❛②❡r ♦❢ ❛ ✈❡s✐❝❧❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✢❛t✳ ❚❤❡ ❩✐❧♠❛♥✲●r❛♥❡❦ ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ✐♥ ❛ r✐❣✐❞
♠❡♠❜r❛♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❧❛②❡r ❜❡♥❞✐♥❣ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ kc >> KBT ✱ ❧❡ss ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s❀ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❛ ❝♦✉♣❧❡❞
♣r♦❝❡ss ♦❢ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s s✉❜❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ str❡t❝❤❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②✿

Pnse(Q, t) = Pnse(Q, 0)e
−(Γt)2/3 ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ Γ ✐s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻ t❤❡ ❞❡❝❛② ❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ ❧✐♣♦s♦♠❡s ❛❧♦♥❡
✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡❧❛st✐❝✐t②
❛s

Γ(Q) = 0.025γk

(

KBT

kc

)1/2 KBT

η
Q3 ✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡ η ✐s s♦❧✈❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r γk ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡
❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛q✉❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧✱ KB ✐s t❤❡ ❇♦❧t③✲
♠❛♥♥✬s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❚ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ γk ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉♥✐t② ✇❤❡♥ kc/KBT >> 1✳
❚❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛s t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ D2O ❛t ✷✵◦ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❬✷✸✷❪✳ ❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ kc ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣
❡✛❡❝ts✿ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ st✐✛♥❡ss kc✳ ❲❤✐❧❡ ❛ st✐✛❡r
♠❡♠❜r❛♥❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ t❤❡r♠❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡❧❛① ❢❛st❡r t♦
✐ts ✢❛t st❛t❡✱ ✐t ✐s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s t♦ ✇❛✐t ❛ ❧♦♥❣❡r
t✐♠❡ ❢♦r ❛♥ ❡♠♣t② s♦❧✈❡♥t ❜❧♦❜ t♦ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✉♣ ❜② ♠❡♠❜r❛♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✷✸✶❪✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ♦❧✐❣♦♠❡rs ♦♥ ▲❯❱s✱ ❆β1−40 s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♥❝✉❜❛t❡❞ ❛t ✸✼ ◦❈ ✉♥❞❡r st✐rr✐♥❣ ❛t ❛ ✷✵✵ r♣♠✱ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❡♥s✉r❡s
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ♦♥✲♣❛t❤✇❛② s♣❡❝✐❡s ❬✷✸✸❪✳ ❆❧✐q✉♦ts ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✭t0❂✵✱ t1❂✸✵



✻✳✹✳ ◆❡✉tr♦♥ ❙♣✐♥ ❊❝❤♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡✲♣r♦t❡✐♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✶✸✼

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ▲❡❢t✿ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❚❤❚ ✐♥ ✺✵ µ▼ ❆β1−40 ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ❛t ✸✼◦❈ ✉♥❞❡r st✐rr✐♥❣✳ ❚✐♠❡s ❛r❡ t0❂✵ ♠✐♥ ✭✈✐♦❧❡t✮✱
t1❂✸✵ ♠✐♥ ✭❜❧✉❡✮✱ t2❂✺✵ ♠✐♥ ✭❣r❡❡♥✮✱ t3❂ ✻✺ ♠✐♥ ✭②❡❧❧♦✇✮ ❛♥❞ t4❂✸✵✵ ♠✐♥ ✭r❡❞✮✳ ■♥ t❤❡
✐♥s❡t✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ✹✼✻ ♥♠ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❘✐❣❤t✿ ❝✐r❝✉❧❛r
❞✐❝❤r♦✐s♠ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ✺✵ µ▼ ❆β1−40 ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t0❂✵ ♠✐♥
✭✈✐♦❧❡t✮✱ ❛t ❛ t✐♠❡ t3❂ ✻✺ ♠✐♥ ✭②❡❧❧♦✇✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦❧✐❣♦♠❡rs ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛t ❛♥❞
t4❂✸✵✵ ♠✐♥ ✭r❡❞✮ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳

♠✐♥✱ t2❂✺✵ ♠✐♥✱ t3❂✻✺ ♠✐♥✱ t4❂✸✵✵ ♠✐♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ s♣❡❝✐❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥
✇❛s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❚❤✐♦✢❛✈✐♥ ❚ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❋✐❣✳ ✻✳✼✮✳ ❆t t3❂✻✺ ♠✐♥✱ t❤❡ ❚❤❚
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♣r♦✜❧❡
✭❋✐❣✳ ✻✳✼ ✐♥s❡t✮✱ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♠✐ss✐♦♥ t❤❛t r❡❛❝❤❡❞ ❛❜♦✉t ✼✺✪ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❛t✉r❡ ✜❜r✐❧s ❛t ✸✵✵ ♠✐♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❈❉ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ s♣❡❝✐❡s ❢♦r♠❡❞
❛❢t❡r ✸✵✵ ♠✐♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t ✷✷✷ ♥♠✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✇✐t❤ ❝r♦ss✲β
str✉❝t✉r❡✱ t❤✉s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✜❜r✐❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✳ ✻✳✼✮✳
❆t t3❂✻✺ ♠✐♥✱ ❈❉ s♣❡❝tr✉♠ r❡✈❡❛❧s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✉♥♦r❞❡r❡❞✲β str✉❝t✉r❡ ♥♦t ②❡t
❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❢♦r ❆β1−40 ♣❡♣t✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡✳

✻✳✹✳✶ ❊✛❡❝t ♦❢ ❆β1−40 ♦♥ ❧✐♣✐❞ ♠❡♠❜r❛♥❡s

❚❤❡ s♣❡❝✐❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❚❤❚ ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡✜❜r✐❧❧❛r ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝
s♣❡❝✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣❛t❤♦❣❡♥✐❝ ❛♠②❧♦✐❞ ❢♦r♠s ❢♦r t❤❡✐r
❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ✐♠♣❛✐r ❝❛❧❝✐✉♠ ❤♦♠❡♦st❛s✐s ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡
❛♣♦♣t♦s✐s ♦r ♥❡❝r♦s✐s ✐♥ ❝❡❧❧s✳ ❆s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆β1−40✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡s r✐❣✐❞✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ♣❡♣t✐❞❡ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✻✳✽✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s s♠❛❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ▲❯❱s ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ❆β1−40

❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❆β1−40

♦❧✐❣♦♠❡rs ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ t❤❛t r❡s✉❧ts ❛❧♠♦st ❞♦✉✲
❜❧❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉s kc ❜②
✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❯❱s ✇✐t❤ ❆β1−40 ♣❡♣t✐❞❡ r❡s♣❡❝t t♦ ❧✐♣♦s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦
❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐❧❛②❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞✉❡ t♦
♣r♦t❡✐♥✲♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✷✸✹❪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜✐❧❛②❡r ❧✐♣✐❞s ❜② ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ◆❙❊ ✜♥❞✐♥❣s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❍✐r❛✐ ❬✸✵✱ ✷✸✺❪✳



✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▲✐♣✐❞✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ▲❡❢t✿ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ Γ ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛❧♦♥❡ ✭✈✐♦❧❡t✮✱ ❧✐♣♦s♦♠❡s ❆β1−40 ♠♦♥♦♠❡r✱
❧✐♣♦s♦♠❡s ✇✐t❤ ❆β ♦❧✐❣♦♠❡rs ✭r❡❞✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r Q✳ ❘✐❣❤t✿ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ r❛t❡ Γ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Q ✐♥ ❛ ❧♦❣✲❧♦❣ s❝❛❧❡✳ ❈✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❝❛❧❡❞ ❢♦r s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳
❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜ts ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷✳

✻✳✹✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ ❍s♣✻✵ ♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❆s ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ▲❯❱ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❆β1−40 s♣❡❝✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲
❝✉❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ♠t❍s♣✻✵ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✳
❆β1−40 ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝✉❜❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❍s♣✻✵ ❛t ✸✼ ◦❈ ❛♥❞ ✉♥❞❡r st✐rr✐♥❣✳
❚❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ▲❯❱s ❢♦r s✉❜s❡q✉❡♥t ◆❙❊ ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✾ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ Γ(Q) ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Q ❢♦r ❧✐♣♦s♦♠❡s ✇✐t❤ ❆β1−40

✐♥❝✉❜❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❍s♣✻✵ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧
❛♥❞ ❛❢t❡r ✻✺ ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✾ ❛♥❞
✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❱❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧② t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ r❡✈❡rs❡s t❤❡
r✐❣✐❞✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❆β1−40 ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ✐♥ ❛♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❯❱ ✭❤❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡✐r st❛❜❧❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡
▲❯❱ ✇✐t❤ ❆β1−40 ✭❤❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦①✐❝ ❡ss❛②✮✳ ■♥st❡❛❞ ❆β1−40 ✐♥❝✉❜❛t❡❞ ✇✐t❤
♠t❍s♣✻✵ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t3 ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ▲❯❱ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡
✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ ❆β1−40 ♠♦♥♦♠❡rs✳

■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✾✱ ❧❡❢t✱ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ Γ(Q) ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Q✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ❢r♦♠
❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✾ r✐❣❤t ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
t❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❯❱✬s ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❬✷✸✻❪✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣❡♣t✐❞❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ r❡✈❡rs❡s t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉s
✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❯❱ ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ▲❯❱ ✇✐t❤ ❆β1−40✳

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲❯❱s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦
♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ ♣r❡✜❜r✐❧❧❛r s♣❡❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐♣✐❞ ❜✐❧❛②❡rs ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❍s♣✻✵ ❛r❡ ♥♦t s♦ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳



✻✳✹✳ ◆❡✉tr♦♥ ❙♣✐♥ ❊❝❤♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡✲♣r♦t❡✐♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✶✸✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ▲❡❢t✿ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ Γ(Q) ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛❧♦♥❡ ✭✈✐♦❧❡t✮✱ ❧✐♣♦s♦♠❡s ✇✐t❤
♠t❍s♣✻✵ ❛♥❞ ❆β1−40 ♠♦♥♦♠❡r ❛♥❞ ✜❜r✐❧s ✭❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡✮✱ ❧✐♣♦s♦♠❡s ✇✐t❤ ❆β1−40

♠♦♥♦♠❡r ✭②❡❧❧♦✇✮✱ ❛♥❞ ❆β1−40 ✜❜r✐❧s ✭r❡❞✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r Q✳ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡s ❥✉st t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❡②❡✳ ❘✐❣❤t✿ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ Γ

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r Q✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜ts ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❇❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ ❧✐♣♦s♦♠❡s ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❆β1−40 ❛♥❞ ♠t❍s♣✻✵

❙❛♠♣❧❡ ❦c(10−19)J

▲✐♣♦s♦♠❡s 0.55± 0.06

❆β1−40 ♠♦♥♦ 0.70± 0.04

❆β1−40 ♦❧✐❣♦ 0.92± 0.03

♠t❍s♣✻✵✰❆β1−40 ♠♦♥♦ 0.64± 0.05

♠t❍s♣✻✵✰❆β1−40 ♦❧✐❣♦ 0.66± 0.05





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❤❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✷✸✼✱ ✷✸✽❪✳
▼❛♥② ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜② s❝✐❡♥t✐st ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐♦❧♦❣②✱
❝❤❡♠✐str②✱ ❜✐♦❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ♣❤②s✐❝s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛②
❛ ♣r♦t❡✐♥ st❛rts ✐ts ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣❛tt❡r♥ ❬✷✸✾✱ ✷✹✵❪✳ ❚❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤
✐ss✉❡ ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞r✉❣s ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞✐❢② ♣r♦t❡✐♥
s❡❧❢ ❛ss❡♠❜❧② t♦✇❛r❞s ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❬✷✹✶✱ ✷✹✷❪✳ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♣r♦t❡✐♥ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❤✐❜✐t♦rs✱ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡
❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ t✐♠❡✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥
❙❆❳❙✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❬✶✹❪✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
❙❆❳❙ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐t❤
❛♠✐❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞✳
❚❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❙❆❳❙ ❛♥❞ ▼❉ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✷✺❪✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t
❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t✇♦ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ str✉❝t✉r❡s r❡✈❡❛❧❡❞ s♦♠❡ ♥❡✇ str✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢
●r♦❊▲ ❛♥❞ ♥❛ï✈❡✲❍s♣✻✵ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞❡♥❛t✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥s ♠t❍s♣✻✵ ❛♥❞ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ✐ts ❜❛❝t❡r✐❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡✱ ●r♦❊▲ ❬✶✸✹✱ ✶✸✸❪✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❍s♣✻✵ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❧❡ss st❛❜❧❡ t❤❛♥ ✐ts ❜❛❝t❡r✐❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣✿ ✐t
❞✐ss♦❝✐❛t❡s ❛t ❧♦✇❡r ❞❡♥❛t✉r❛♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ s♠❛❧❧❡r ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥❛t✉r❛♥t ❛♥❞ ✐ts ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
❛s t❤❡ ●r♦❊▲ ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❡♥❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❍s♣✻✵ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ✐♥✈♦❧✈❡s
s✐♥❣❧❡ r✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ●r♦❊▲ ❞✐s❛ss❡♠❜❧② ❤❛s ♥♦ ❤❡♣t❛♠❡r✐❝ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✳ ❆
❜❡tt❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❍s♣✻✵ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ●r♦❊▲ ❝❛♥ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❤✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡
♣r♦t❡✐♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣❛tt❡r♥s ❬✷✹✸❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ♥❛ï✈❡
❍s♣✻✵ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✶✹♠❡r s♣❡❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s❤✐❢t❡❞
t♦✇❛r❞s ❤❡♣t❛♠❡rs ❢♦r ♠t❍s♣✻✵ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ Pr♦❜❛❜❧②
t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ✐♥
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥❛t✉r❛♥t✱ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ st❛❜✐❧✐t②
❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ❍s♣✻✵ ❛♥❞ ♥❛ï✈❡ ♦♥❡✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣✱ ❛s ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r
●r♦❊▲✱ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❡tr❛❞❡❝❛♠❡rs ❤✐❣❤❡r st❛❜✐❧✐t② t♦ ♥❛ï✈❡ ❍s♣✻✵✳ ❆♣❛rt
❢r♦♠ t❤❡ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ▼✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ■♠♣♦rt ❙❡q✉❡♥❝❡
✐♥ r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ ❍s♣✻✵ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦♥♦♠❡r✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ▲✐❦❡ t❤❡
♦t❤❡r t❛r❣❡t✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛✱ ❝❤❧♦r♦♣❧❛sts✱ ♦r t❤❡ ❊❘ ❬✷✹✹❪✱ ❛❧s♦ ❍s♣✻✵
▼■❚ ♣r❡s❡♥ts ♦✈❡r✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ r❡s✐❞✉❡s✱ ❧✐❦❡ ❛r❣✐♥✐♥❡✳ ❊✈❡♥
♠♦r❡✱ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t♦♦❧s ❬✷✹✺❪ r❡✈❡❛❧ t❤❛t ❍s♣✻✵ ▼■❙ ✐♥✈♦❧✈❡s
❛♥ α ❤❡❧✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ t❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥✉s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤✐s ❤❡❧✐❝❛❧ t❛✐❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ❛❞❥❛❝❡♥t r❡s✐❞✉❡s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡



✶✹✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

s❛♠❡✱ ♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤❡r ❞✐s♦r❞❡r ❝♦♥t❡♥t✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❍s♣✻✵ ❛❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❆β1−42 ♣❡♣t✐❞❡
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡ t♦ t❛r❣❡t ❆β1−42 s♣❡❝✐❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ ♣r♦t❡✐♥ ❛ss❡♠❜❧②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜②
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥❡ ✐♥❤✐❜✐ts ❆β1−42 ♣r♦t❡✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s r❡♠❛✐♥
t♦ ❜❡ ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡s ✐♥ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r st❡♣s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❛♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❬✶✸✺✱ ✶✸✻❪✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❆β1−42 ❛❝t✐✈❡ s❡❡❞s
❛r❡ r❡❝r✉✐t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❧② ♦✛✲♣❛t❤✇❛②
s♣❡❝✐❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♣r♦♥❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❆β1−42 ♣❡♣t✐❞❡ ❧♦✇❡r ✐ts r❛t❡ t♦ ❢♦r♠ ♥❡✇
s❡❡❞s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② t♦ ✜❜r✐❧❧❛t❡✳
❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❍s♣✻✵✱ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆β1−40 ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥✿ t❤❡ ❍s♣✼✵✳ ■ts ❛❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❛♠②❧♦✐❞
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐♥ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❬✶✼✹❪✳ ❊♠♣❧♦②✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ♣r♦t❡✐♥s✱
t❤❡ ❛✣♥✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡ ❢♦r ❛ t❛r❣❡t
♣r♦t❡✐♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❬✶✼✻❪✳ ❆ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ❍s♣✼✵ ❛♥❞ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚♦✇❛r❞s ✜❜r✐❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s s❡❡♠s t♦ ❛r✐s❡✱ ♦♥❡
❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❍s♣✼✵✱ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ✜❜❡rs ♦❢ α✲s②♥✉❝❧❡✐♥ ❛♥❞ β ❛♠②❧♦✐❞✱
❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❣r❛❢t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤
t❤❡s❡ ❢r❛❣♠❡♥ts r❡✈❡rt✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ s♦❧✉❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚❤❡ t✐❣❤t ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❦❡② ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤♦❣❡♥✐❝
❡✈❡♥ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❝❤❛♣❡r♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢
❢✉t✉r❡ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ❛❣❡♥ts t❛r❣❡t❡❞ t♦✇❛r❞s ♠✐s❢♦❧❞✐♥❣ ❞✐s❡❛s❡s✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❤✐❜✐t♦rs✱ ❝✉r❝✉♠✐♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤✐s st✉❞② ✐♥t❡❣r❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rts ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ♦❢ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞ β ♣❡♣t✐❞❡ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❬✷✵✷❪✳ ❚❤❡ ♥❡✇❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❆β1−40 ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ s❝♦r✐♥❣ st❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞♦❝❦✐♥❣ ❬✷✹✻❪✳ ❚❤❡ ✐♥ ✈✐tr♦ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡
r❡❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦s♣❡❝ts✳ ❋✐rst❧②✱ ❜♦t❤
t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✹ ❛♥❞ ✼ s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❆β1−40 ✜❜r✐❧❧♦❣❡♥❡s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❝②t♦t♦①✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s ❜❛s✐❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❡ ❧♦✇ ❝②t♦t♦①✐❝
✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❞r✉❣✱ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❛♥ ✹✱
✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❣❤ ❝②t♦t♦①✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✼ ♦♥ ❆β1−40✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♣❡♣t✐❞❡
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ tr✐❣❣❡rs
❛ ❧♦✇❡r ♣❡♣t✐❞❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② ❛♥ ❤✐❣❤❡r ❝②t♦t♦①✐❝✐t②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
s✉❣❣❡st t❤❛t ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧✐♥❦ ❆β1−40 ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ t♦①✐❝ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ✐♥
s♦♠❡ ✇❛② t♦ s❤❡❧✈❡ t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥t♦ ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s✳ ❚❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✿ ✐❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹ ✐♥❤✐❜✐ts
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t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ t❤❡♥ ✐ts ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♠②❧♦✐❞ ♣❡♣t✐❞❡ ♠❛②
✐♥❞✉❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ t♦①✐❝ ♦❧✐❣♦♠❡rs✱ t❤✉s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❛♣s❡
✐♥ ❝❡❧❧ ✈✐❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧✐t② ❤❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r✉❧❡ ♦✉t t❤❡
✐♥t❡r❡st t♦✇❛r❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✹✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ✉s❡ t♦✇❛r❞
❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t♦①✐❝ ♦❧✐❣♦♠❡rs✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧
t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ❛❣❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ♦❢ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ✜❜r✐❧
❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡✐r ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛r♠❢✉❧✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ❛ ❝❛r❡❢✉❧
✉s❛❣❡ ♦❢ t❡tr❛❝②❝❧✐♥❡ ❛s ✜❜r✐❧ ✐♥❤✐❜✐t♦r ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t♦①✐❝ ♣r❡❝✉rs♦rs ❬✷✹✼❪✳
❚❤❡ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❆β1−40 ♦❧✐❣♦♠❡rs ♦♥ ▲❛r❣❡ ❯♥✐❧❛♠❡❧❧❛r ❱❡s✐❝❧❡s
✭▲❯❱s✮ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ❍s♣✻✵ ✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣
t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✱ s✉❣❣❡sts s❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆β ♣❡♣t✐❞❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉s kc ♦❢ ▲❯❱s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡
♠❡♠❜r❛♥❡ r❡s♣♦♥❞s t♦ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✐❧❛②❡r
❝✉r✈❛t✉r❡ t♦ ♣r♦t❡✐♥✲♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✷✸✹✱ ✷✷✼❪✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s str♦♥❣❧②
♠❛r❦❡❞ ✇❤❡♥ ▲❯❱s ✇❡r❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ♦❧✐❣♦♠❡r✐❝ s♣❡❝✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥
✈✐tr♦ ❆β1−40 ❛♠②❧♦✐❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ✇♦✉❧❞ ❜❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦r❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠♦❞✉❧✉s✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝❛♠❡ ♠♦r❡
♠❛r❦❡❞ ❛t ❢✉rt❤❡r ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥t❡r♣♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥
t❤❡ ✏❝❤❛♥♥❡❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✑ ♦♥ ❆β ❛♠②❧♦✐❞ t♦①✐❝✐t② ❬✷✹✽❪✱ ❆β ♦❧✐❣♦♠❡rs ✇♦✉❧❞ s❤❛r❡
t❤❡✐r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ t♦①✐❝✐t② ✇✐t❤ ❛♥t✐♠✐❝r♦❜✐❛❧ ♣❡♣t✐❞❡s ✐♥ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥s❡rt
✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦r ♣♦r❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛
❝❛✉s❡ ♦❢ ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❬✷✹✾❪✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ t♦♦❧ ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✱ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ▲❯❱s ✐♥❝✉❜❛t❡❞ ✇✐t❤ ❆β s♣❡❝✐❡s ✉♣♦♥ t❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ✇✐t❤ ❛
❤✉♠❛♥ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ❍s♣✻✵ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ t❡st❡❞✳ ❱❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣
♠♦❞✉❧✉s ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❍s♣✻✵✲❆β ♣❡♣t✐❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❝♦♥tr♦❧ ♦❧✐❣♦♠❡rs ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛
♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦❢ ❍s♣✻✵ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❬✷✺✵❪ ♦r ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❡①❡rt❡❞
❜② t❤❡ ❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ♦♥ ❛♠②❧♦✐❞ s❡❡❞s✱ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ r♦✉t❡ ❢♦r ❛♠②❧♦✐❞ ♦♥ ♣❛t❤✇❛②
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❞ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ✐♥❞✉❝❡
♠❡♠❜r❛♥❡s st✐✛❡♥✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t♦①✐❝✐t② ♦❢ ❛♠②❧♦✐❞ s♣❡❝✐❡s ❬✷✺✶❪✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱
t❤✐s st✉❞② ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❛♥t✐✲❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥
❝❤❛♣❡r♦♥✐♥ ❍s♣✻✵✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ ✐t ❤✐❣❤❧② ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s
❢♦r ♥❡✉r♦❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♠②❧♦✐❞♦❣❡♥✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ t❡st❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♦r ❝❡❧❧✉❧❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ t❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠❡❛♥s t♦
❝♦✉♥t❡r❛❝t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ s❡r✐♦✉s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s❡✈❡r❛❧
♣r♦♠✐s✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♥❡✇ ♦r ❧❡ss st✉❞✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛♥❞ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ str❡♥❣t❤s t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❞r❛✇ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳
❇✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♥❡❡❞s ❛♥ ✐♥ ✈✐✈♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞
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❜✉t t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✇♦r❦ ❝✉❡s ❢♦r ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡
t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ✜❡❧❞✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

◆❛♥♦❝❛rr✐❡rs ❢♦r ❞r✉❣ ❞❡❧✐✈❡r②

P♦❧②❛♠✐♥❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ✭P❆◆s✮ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✲
❧✐✈❡r② ♦❢ ❧❛r❣❡ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝s ✐✳❡✳ ♣❧❛s♠✐❞s✱ s✐❘◆❆s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡①❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣♦❧②❛♠✐♥❡s ❜❡❢♦r❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✷✺✷✱ ✷✺✸❪✳ P❆◆s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡
❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♦♥❡ st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②❛♠✐♥❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ✐♦♥s✱ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❛♠✐♥❡s ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❛♠✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
❝❤❛r❣❡❞ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❆✳✶✮✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t P❆◆s✱ ♣r❡♣❛r❡❞ ❢r♦♠

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ P❆◆s ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

♣♦❧②✭❛❧❧②❧❛♠✐♥❡✮❤②❞r♦❝❤❧♦r✐❞❡ ❛♥❞ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r ✭P❇✮ ❛r❡ st❛❜❧❡ ✐♥ ♠♦❞❡r❛t❡
❜❛s✐❝ ♣❍s ❛♥❞ ❞✐s❛ss❡♠❜❧❡ ❛t ❛❝✐❞✐❝ ♣❍s ❛♥❞ ♣❍s ♦✈❡r ✾ ❬✷✺✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ P❆◆s ✇✐❧❧
❜❡ st❛❜❧❡ ✐♥ ❜❧♦♦❞str❡❛♠ ❛♥❞ ❝❡❧❧ ♠❡❞✐❛ ❜✉t ❞✐ss♦❧✈❡ ✐♥ ❡♥❞♦s♦♠❡s ♦♥❝❡ ✉♣t❛❦❡♥ ✐♥
❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♣❍ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❛♠✐♥❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐♥❣
♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠❛❦❡s P❆◆s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡✐r ✉s❡ ❛s
✈❡❝t♦rs ❢♦r ❞r✉❣ ❞❡❧✐✈❡r②✳ ❚❤❡ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❛♠✐♥❡ ❝❤❛✐♥s ❛s t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣♦❧②♠❡rs t❡♥❞ t♦ ❝♦✐❧ ✇✐t❤ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤✳ ❆t ❧♦✇ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥s✱ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦r ❝♦✐❧❡❞✱ ❝❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞
❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ✐♦♥s ❬✷✺✺✱ ✷✺✻❪✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
❣r♦✇t❤ ♦❢ P❆◆s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦s♣❤❛t❡
✐♦♥s ❛♥❞ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❜② ❙❆❳❙✳
❙❆❳❙ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ tr❛❝❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❆◆s ❛t ❧♦✇ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❛♥❞ ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤♦s♣❤❛t❡s ❛♥❞ ♣♦❧②❛♠✐♥❡s t❤❛t
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❙❆❳❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❢♦r s❛♠♣❧❡s ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ♠✐①✐♥❣ P❆❍✱ ✶ ♠❣✴♠▲✱ ✇✐t❤ P❇ ❛t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✶
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ♦❢ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳

t♦ ✶✵ ♠▼✳ ❑r❛t❦② ♣❧♦ts ❞♦ ♥♦t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛ ❜❡❧❧✲s❤❛♣❡ ♣❡❛❦ ❛t ❧♦✇ ◗ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♦❢ ❝♦♠♣❛❝t ♦❜❥❡❝ts ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❆✳✷✮ ❜❡❧♦✇ ✹ ♠▼ P❇✱ ✇❤✐❧❡ ❛t ❤✐❣❤❡r P❇
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s t❤❡ ♣❧♦ts s✉❣❣❡st t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❙❆❳❙
s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ ✜tt❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦❧②♠❡rs ❛♥❞
s♣❤❡r❡s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧②♠❡rs✳ ❋✐tt✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✢❡①✐❜❧❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣♦❧②♠❡rs ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② P❡❞❡rs❡♥✲❙❝❤✉rt❡♥❜❡r❣❡r
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✺✮✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❆✳✸✳ ❋✐tt✐♥❣ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ P❇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ P❆◆s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❆✳✸✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ P❇
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❤❡r❡s✱ t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡
♣♦❧②♠❡r ❜❡❝♦♠❡s st✐✛❡r ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❑✉❤♥
❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ≃✽ ♥♠ ✇✐t❤♦✉t P❇ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❞♦✉❜❧❡ ✇❤❡♥ P❆◆s ❛♣♣❡❛r ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❧♦s❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡❞♦♠ ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣✳ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❢❡r t♦ P❆❍ ✶ ♠❣✴♠▲
❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r ✭P❇✮ ❝♦♥t❡♥t ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ✐♥ ♠▼ ✉♥✐ts✳ ❋r♦♠
❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣ P❇ ♠♦❧❛r✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❈✉r✈❡s ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ❘✐❣❤t✿ ❆✈❡r❛❣❡ s♣❤❡r❡s
r❛❞✐✐✱ R ✭♥♠✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ●❡♥✜t ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♣❤❡r❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❇✮ ❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤s✱ b ✭♥♠✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
♣♦❧②♠❡rs ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ P❆◆s ✐♥ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r✳

♣❤♦s♣❤❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r s♣❤❡r❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ✐s ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t ❛s s♣❤❡r✲
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✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡ ❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉✛❡rs ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✐❝
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❆✳✹✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❜✉✛❡rs s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ ✐♥ P❆◆s
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❤♦s♣❤❛t❡✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ♠❡❞✐❛ ❞✉r✐♥❣ P❆◆s ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦♣❛r✲
t✐❝❧❡s✳ ■♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ P❆◆s ❛t ❤✐❣❤ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s
♦♥ t❤❡ ♣♦❧②❛♠✐♥❡s✴♣❤♦s♣❤❛t❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s t❤❛t ✇❡❛❦❡♥s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤♦s✲
♣❤❛t❡s ❛♥❞ ♣♦❧②❛♠✐♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✿ ❚♦♣✿ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s✱ s❝❛❧❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡
P❇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ◆❛❈❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞✳ ■♥ t❤❡ ✐♥s❡t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛❞✐✐
♦❢ P❆◆❙ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✈s ◆❛❈❧ ❝♦♥t❡♥t ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇♦tt♦♠✿ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s
❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r P❆❍ ❡①♣♦s❡❞ t♦
❛ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢r♦♠ P❇✳ ❆✮ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ♦❢ P❆❍ ❛t ✶ ♠❣✴♠▲ ♣r❡♣❛r❡❞
✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❑❍✷P❖✹ ✭♠▼✮✳ ❇✮ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ♦❢ P❆❍ ❛t ✶
♠❣✴♠▲ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ◆❛✷❍P❖✹ ❬♠▼❪✳

❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❙❆❳❙ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s ❞✉r✐♥❣
t❤❡✐r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ●❡♥✜t s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r♠✲
❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ ❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❛♠✐♥❡s
❝❤❛♥❣❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ P❇ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t✐❧❧ ✺ ♠▼✱ t❤❡ P❇ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ✐s ❢♦r♠✐♥❣ r✐❣✐❞ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤
❛s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡ ❤✐♥t ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❜❡♥❞✐♥❣ r✐❣✐❞✐t② ✭❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧❡✮
✇❤✐❧❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❛♠✐♥❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ✭P❆❍✱ P❆◆s✮
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ P♦❧②❛♠✐♥❡s✱ ❛❧r❡❛❞②



✶✹✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ◆❛♥♦❝❛rr✐❡rs ❢♦r ❞r✉❣ ❞❡❧✐✈❡r②

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❡①❝❡❧❧❡♥t ✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②❛♠✐♥❡ tr❛♥s♣♦rt s②st❡♠ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❝❡❧❧ ✐♠✲
♣♦rt ♣r♦❝❡ss✱ ❛❧s♦ ❡♠❡r❣❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡② ❛ ❜✐♦❛❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✲
❛❧✐t② ✐♥t♦ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛✳ ❙❆❳❙ st✉❞✐❡s s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❆❍ ❝❤❛✐♥s
✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡❞♦♠
❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜❡♥❞✐♥❣ r✐❣✐❞✐t② ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤ ❛s t❤❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜✉✛❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
❣✐✈❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣r❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦❧②❛♠✐♥❡ ♣❤♦s✲
♣❤❛t❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ st✐✛♥❡ss t❤❛t ♣♦❧②♠❡r ✉♥❞❡r❣♦ ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛♠✐♥❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❑✉❤♥ ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ ❜✉✛❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ s❤♦✇s ✐♥
❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ✇❛② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ st❛t❡ ❛s ✐♥ P❆◆s✳
❚❤✐s st✉❞②✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❉▲❙ ❛♥❞ ❚❊▼ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐♥
s✉❜♠✐ss✐♦♥✳

▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

P❆◆s P♦❧②✭❛❧❧②❧❛♠✐♥❡✮ ❤②❞r♦❝❤❧♦r✐❞❡ s❛❧t ✭P❆❍✮ ✭▼❲✿ ✶✺ · ✶✵ 3 ❣✴♠♦❧✮✱ P❤♦s✲
♣❤❛t❡ ❇✉✛❡r ✭P❇✮✱ ❙♦❞✐✉♠ P❤♦s♣❤❛t❡ ❞✐❜❛s✐❝ ✭◆❛2❍P❖4✮✱ P♦t❛ss✐✉♠ P❤♦s♣❤❛t❡
♠♦♥♦❜❛s✐❝ ✭❑❍2P❖4✮✱ ❍②❞r♦❝❤❧♦r✐❝ ❆❝✐❞ ✭❍❈❧✮✱ ❙♦❞✐✉♠ ❍②❞r♦①✐❞❡ ✭◆❛❖❍✮ ❛♥❞
❙♦❞✐✉♠ ❈❤❧♦r✐❞❡ ✭◆❛❈❧✮ ✇❡r❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❢r♦♠ ❙✐❣♠❛✲❆❧❞r✐❝❤✳ P♦❧②❡❧❡❝tr♦❧②t❡ st♦❝❦
s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞✐❧✉t❡❞ ♣r❡❝✉rs♦r s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ▼✐❧❧✐◗
❞❡✐♦♥✐③❡❞ ✇❛t❡r✳ ●r✐❞s ❛♥❞ s✉♣♣♦rts ♦❢ ❝♦♣♣❡r ❛♥❞ ♦s♠✐✉♠ t❡tr♦①✐❞❡ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ❙❝✐❡♥❝❡s ✭❯❙❆✮✳

❙❆❳❙ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❊❧❡ttr❛ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❚r✐❡st❡✳
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❦❡♣t ❛t ✷✵ ◦❈ ❞✉r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞
✉s✐♥❣ ❛ P■▲❆❚❯❙ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s s❡t t♦
✶✳✺ ♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ◗✲r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵✳✵✽ t♦ ✸✳✹ nm−1 ✇✐t❤ λ ❂ ✵✳✾✾✺ ➴t❤❡ ❳✲
r❛② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ s❝❛❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ s❝❛t✲
t❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❜✉✛❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s s✉❜tr❛❝t❡❞✱ t❛❦✐♥❣ ❛s ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡
❜✉✛❡r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❛♥❞ s❛❧ts ❜❡❢♦r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦❢ ♣♦❧②❛♠✐♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❢♦r ✶✵ s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡❛❞ t✐♠❡ ♦❢ ✷ s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛♥❞
r❡♣❡❛t❡❞ ❛t ❧❡❛st ✷✵ t✐♠❡s✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❙❆❙ ❛r❡ ❤❡r❡✐♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡①ts ❬✹❪ ❛♥❞ ❬✷✺✼❪✳
❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✶✳✶✳ ❆
♣r♦❜❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② E ❛✛❡❝ts t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐s s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣❧❛✐♥ ✇❛✈❡✿

ψ0(r) = exp(ikr) ✭❇✳✶✮

✇❤❡r❡ k = 2π
λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ✐ts ♠♦t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝❤r♦ë❞✐♥❣❡r

❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s

(∇2 + k2)ψ(r) = φ(r)ψ(r) ✭❇✳✷✮

✇❤❡r❡ φ(r) ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ k✱ t❤❡ ✇❛✈❡
✈❡❝t♦r✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭♦r s✐♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ✐s

ψout(r) = eikr − 1

4π

eikr

r
φ̂(Q) ✭❇✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛✐♥ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❛✈❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ✏❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✑ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝✲
t✐♦♥ dΣ/dΩ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥❝✐❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✉♥✐t ♦❢ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿

dσ

dΩ
=

(

1

4π

)2

|φ̂(Q)|2 ✭❇✳✹✮

❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

dσ

dΩ
=
∑

i,j

〈

f∗i fjF
∗
i (Q)Fj(Q)e−iQ·(Ri−Rj )

〉

ωk,rk
✭❇✳✺✮

✇❤❡r❡ Fi(Q) ✐s ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ✇✐t❤ fi ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ith ❛t♦♠✴♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣❤t✳ ■t ✉s✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Q
❛♥❞ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❡ t❤❛t ✐s ✐s ✉s❡❞✳



✶✺✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ s❡♣✲
❛r❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✿

dσ

dΩ
=

〈

∑

i,j

f∗i fjF
∗
i (Q)Fj(Q)

〉

ωk

〈

e−iQ·(Ri−Rj

〉

rk
✭❇✳✻✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣❤ts✱ Fi ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Fi = 〈F 〉+ δFi ✭❇✳✼✮

✐♥ ✇❤✐❝❤
{

〈F 〉 = 1
N

∑N
i Fi

δFi = Fi − 〈F 〉
✭❇✳✽✮

❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✈❛❧✉❡ 〈F 〉 ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠s
♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ 〈δF 〉 = 0✱ 〈δF ∗

i δFj〉 = δi,j
〈

|δF |2
〉

= δi,j
〈

(Fi − ¯F )2
〉

❛♥❞

Sij(Q) =
1

N

〈

ρQρ
∗
Q

〉

=
1

N

∑

i,j

〈

e−iQ·(Ri−Rj)
〉

✭❇✳✾✮

dσ

dΩ
=
∑

i,j

(

Nf∗i fj < F >2 (Q)Si,j(Q) +Nf∗i fj < δF 2(Q) > δi,jSi,j(Q)
)

✭❇✳✶✵✮

t❤❛t ✐s

dσ

dΩ
=
∑

i,j

(

< F >2 (Q)+ < δ F 2(Q) > δi,j
)

f2NSi,j(Q) =
∑

i,j

Nf2 < F 2 > Si,j(Q)

✭❇✳✶✶✮
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡

s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❙❆◆❙ ❛♥❞ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s
❜❡❧♦✇✳

❇✳✶ ❙❆◆❙

❆ ❙❆◆❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❡♠♣❧♦②s t❤❡r♠✐❝ ♥❡✉tr♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ♦❢ ✷✾✵ ❑✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ✵✳✵✷✺
❡❱✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ♥❡✉tr♦♥s ❜② t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② str♦♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ♥❡✉tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❛t♦♠s✳ ◆❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣
♦❝❝✉rs ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧
V (r) ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s✉♠ ♦❢ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❬✷✺✼❪✿

V (r) =
2π~2

m

N
∑

i=1

biδ(r− ri) ✭❇✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ri ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ i−th ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ bi ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ i−th

♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❧✐♥❦❡❞✱ ❢♦r ♠❛ss✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥



❇✳✷✳ ❙❆❳❙ ✶✺✶

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ φ(r) = 2m
~2
V (r) ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

φ(r) =
2m

~2
V (r) = 4π

∑

i

biδ(r−R) ✭❇✳✶✸✮

✇✐t❤ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤s Fi = bi ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✻✮✳ ❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✹✿

dΣ

dΩ
=

(

1

4π

)2
〈

|φ(Q)|2
〉

=

〈

∑

i,j

bib
∗
je

iQ(Ri−Rj

〉

✭❇✳✶✹✮

❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✵✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞
❛♥♦t❤❡r ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✿

dσ

dΩ
=

(

dσ

dΩ

)

coherent

+

(

dσ

dΩ

)

incoherent

✭❇✳✶✺✮

✇❤❡r❡
{

(

dσ
dΩ

)

coherent
= N

〈

(δF )2
〉

= N
〈

(δb)2
〉

(

dσ
dΩ

)

incoherent
= N < F >2 S(Q) = N < b >2 S(Q)

✭❇✳✶✻✮

❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t r❡❢❡rs t♦ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡
✐s♦tr♦♣✐❝ s♣❡❝✐❡s ♦❢ ③❡r♦ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝❤♦❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s

(

dσ

dΩ

)

= Nb2S(Q) ✭❇✳✶✼✮

✇❤❡r❡ Nb2 ✐s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ ◆ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ S(Q)

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

❇✳✷ ❙❆❳❙

■♥ ❛ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❡ ✐s ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦
✸✵ ❦❡❱✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② I(Q)✱ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✱
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✱
ρ(r) ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ❬✻❪✱

I(Q) =
1

V

〈

∣

∣

∣

∣

∫

V
dr ρ(r)eiQ·r

∣

∣

∣

∣

2
〉

, ✭❇✳✶✽✮

✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❜r❛❝❦❡t < · · · > r❡♣r❡s❡♥ts
❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭♦r t✐♠❡✮ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❬✷✺✽❪

ρ(r) = δρ(r) + ρ0, ✭❇✳✶✾✮



✶✺✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②

✇❤❡r❡ ρ0 ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✽✮ tr❛♥s❢♦r♠s t♦

I(Q) =
1

V

〈

∣

∣

∣

∣

∫

V
dr [δρ(r) + ρ0]e

iQ·r

∣

∣

∣

∣

2
〉

=
1

V

〈

∣

∣

∣

∣

∫

V
dr δρ(r)eiQ·r + ρ0

∫

V
dr eiQ·r

∣

∣

∣

∣

2
〉

✭❇✳✷✵✮

❲✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② 1
(2π)3

∫

dr eiQ·r = δ(Q)✱ ✇❤❡r❡ δ(Q) ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

I(Q) =
1

V

〈

∣

∣

∣

∣

∫

V
dr δρ(r)eiQ·r + ρ0(2π)

3δ(Q)

∣

∣

∣

∣

2
〉

✭❇✳✷✶✮

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ δ(Q) t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♦❢ ♥♦ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡
✐t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ Q = 0✱ t❤❛t ✐s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r r❛❞✐❛t✐♦♥ ♥♦t ❜❡✐♥❣
s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❡♥tr❡s ✐♥ t❤❡ i✲t❤ ♣❛rt✐❝❧❡
❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✱

Fi(Q) =
1

fi

∫

Vi

dr δρi(r) e
iQ·r ✭❇✳✷✷✮

fi =

∫

Vi

dr δρi(r), ✭❇✳✷✸✮

✇❤❡r❡ Vi ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ i✳ ❈❧❡❛r❧② ✐t r❡s✉❧ts Fi(Q) = 1✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ k − th ♣❛rt✐❝❧❡ ❛r❡

♥♦t ♠✉t✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡♥✿

dσ

dΩ
=

1

V

NP
∑

i=1

f2i <F
2
i (Q)>ωi ✭❇✳✷✹✮

+
1

V

NP
∑

i=1

NP
∑

j 6=i

fifj <Fi(Q)>ωi<F
∗
j (Q)>ωj<e

iQ·(Ri−Rj)>Ri,Rj .✭❇✳✷✺✮

❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(Ri,Rj) ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ Rij = Ri −Rj ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❛t✿

<eiQ·(Ri−Rj)>Ri,Rj =
1

V

∫

V
dRij g(Rij) e

iQ·Rij

=
1

V

∫

V
dRij [g(Rij)− 1] eiQ·Rij +

1

V

∫

V
dRij e

iQ·Rij

=
1

V

∫

V
dRij h(Rij) e

iQ·Rij +
(2π)3

V
δ(Q), ✭❇✳✷✻✮



❇✳✷✳ ❙❆❳❙ ✶✺✸

✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ h(Rij) = g(Rij) − 1 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❡ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✿

dσ

dΩ
=

1

V

NP
∑

i=1

f2i <F
2
i (Q)>ωi

+
1

V 2

NP
∑

i=1

NP
∑

j 6=i

fifj <Fi(Q)>ωi<F
∗
j (Q)>ωj h̃ij(Q), ✭❇✳✷✼✮

✇❤❡r❡ h̃ij(Q) ✐s t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✳

❚❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✷✼ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
♣❛rt✐❝❧❡s s✉❝❤ ❛s n s♣❡❝✐❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛s ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✿

I(Q) =

p
∑

α=1

nαf
2
α[<F

2
α(Q)>ωQ − <Fα(Q)>2

ωQ
] +

+

p
∑

α=1

p
∑

β=1

√
nαnβfαfβ <Fα(Q)>ωQ<F

∗
β (Q)>ωQ Sαβ(Q) ✭❇✳✷✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜✉t
♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r Q✱ ✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s
✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✐s✿

Sαβ(Q) = δα,β +
√
nαnβ h̃αβ(Q) =

= δα,β +
√
nαnβ 4π

∫ ∞

0
r2drhαβ(r)

sin(Qr)

Qr
✭❇✳✷✾✮

■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t
✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ρi ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② s♦❧✈❡♥t
ρ0✳ ❲♦r❦✐♥❣ ✐♥ ✈❡r② ❞✐❧✉t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✶✪ ❜② ✇❡✐❣❤t✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t ρ0 ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ δρi(r) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ∆ρi = ρi − ρ0✐♥
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❇✳✷✷✲❇✳✷✸✮✿

Fi(Q) =
1

Vi

∫

Vi

dr eiQ·r ✭❇✳✸✵✮

fi = Vi∆ρi. ✭❇✳✸✶✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ s❝❛tt❡r✐♥❣✱
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❡❝♦♠❡s✿

I(Q) =

p
∑

α,β=1

√
nαnβfαfβFα(Q)Fβ(Q)Sαβ(Q) ✭❇✳✸✷✮



✶✺✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s R✿

F (Q,R) = Φ(QR) = 3
sin(QR)− (QR) cos(QR)

(QR)3
. ✭❇✳✸✸✮

❚❤❡ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡

I(Q) =

p
∑

α,β=1

√
nαnβ∆ρα∆ρβVαVβΦ(QRα)Φ(QRβ)Sαβ(Q), ✭❇✳✸✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✐s

S(Q) =

∑p
α,β=1

√
nαnβ∆ρα∆ρβVαVβΦ(QRα)Φ(QRβ)Sαβ(Q)
∑p

α=1 nα(∆ρα)
2V 2

αΦ
2(QRα)

. ✭❇✳✸✺✮

❲❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞✐❧✉t❡❞ s②st❡♠s ✭nα → 0✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r Sαβ s✐♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ δα,β ❛s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s s♣r❡❛❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ♦❢
❛ ✈❡r② ❞✐❧✉t❡❞✱ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡❞✱ t✇♦✲♣❤❛s❡✱ ❡ ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛✉s❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s s✐♠♣❧②✿

I(Q) = nP (∆ρ)
2V 2

PP (Q), ✭❇✳✸✻✮

✇❤❡r❡ VP ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✈❛❧✐❞✱ ✐t
✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠
❢❛❝t♦rs ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
♦✈❡r❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡s✉❧t ✐♥ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❙❆❙ s❤❛♣❡s✳

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❋♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❢♦r s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❣②r❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ♦❢ ✸✵
➴✱ ❢r♦♠ ■❣♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✷✺✾❪✳



❇✳✸✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❳❙ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✶✺✺

❇✳✸ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❳❙ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❧❛✐♥ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E0 ♦♥ ❛ ❢r❡❡
❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ st❛rts ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❡♠✐t r❛❞✐❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❧❡❞ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t✱ ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✐ts
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦r❡ ✭❉✐♣♦❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡♥ λ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥
✭❡♥♦✉❣❤ t♦ s❡❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛s r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✮✳
❋r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ρ ❛♥❞ J t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥✿



























∇E = ρ
ε0

∇×E = −∂B
∂t

∇B = 0

∇×B = 1
c2

(

∂E
∂t + J

ε0

)

✭❇✳✸✼✮

{

E(r, t) = −∇φ(r, t)− ∂A(r,t)
∂t

B(r, t) = ∇×A(r, t)
✭❇✳✸✽✮

∇(∇A)−∇2A = − 1

c2

(

∇∂φ

∂t
+
∂2A

∂t2
− J

ε0

)

✭❇✳✸✾✮

{

1
c2

∂2φ
∂t2

−∇2φ = 1
c2

∂
∂t

(

c2∇A+ ∂φ∂t
)

+ ρ
ε0

1
c2

∂2A
∂t2

−∇2A = 1
c2
∇
(

c2∇A+ ∂φ∂t
)

+ J
c2ε0

✭❇✳✹✵✮

❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❣❛✉❣❡ c2∇A+ ∂φ
∂t

{

1
c2

∂2φ
∂t2

−∇2φ = ρ
ε0

1
c2

∂2A
∂t2

−∇2A = J
c2ε0

✭❇✳✹✶✮

✇❤❡r❡ A ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❋♦r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❡✿ E⊥B⊥k̂′✱ ✇❤❡r❡ k̂′ ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡rs♦r✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t |E| = c |B|✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r A ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡t❡❝t♦r✲t❛r❣❡t ❛♥❞ r′′ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t♦♠ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛ss
❝❡♥t❡r

A(r, t) =
1

4πε0c2

∫

d3r′′
J(r′′; t− |r−r′′|

c )

|r− r′′| ✭❇✳✹✷✮

■♥ t❤✐s ✇❛② ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧✿ ✜❡❧❞s ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✇✐t❤
✜♥✐t❡ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t t✐♠❡ t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❛t t❤❡ t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡✱ ✐✳❡✳ t′ = t− |r−r′′|

c ✳ ❙✐♥❝❡ r >> r′′✿ |r− r′′| ≃ |r| − r·r′′

|r| ≃ r

A(r, t) =
1

4πε0c2r

∫

d3r′′J(r′′; t− r

c
) ✭❇✳✹✸✮



✶✺✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②

❜✉t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡
❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② J = ρv

∫

d3r′′J(r′′, t− r

c
) =

∫

d3r′′ρ(r′′, t′)v(r′′, t′) = eve(t
′) = e

dre
dt′

= ṗ(t′) ✭❇✳✹✹✮

✇❤❡r❡ p = ere ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■❢ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ z✱ s♦ t❤❛t p ❛♥❞ A ❤❛✈❡
♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✿

Az(r, t
′) =

1

4πε0c2r
ṗz(t

′) ✭❇✳✹✺✮















Bx = ∂Az
∂y

By = ∂Az
∂x

Bz = 0

✭❇✳✹✻✮







Bx = ∂Az
∂y =

(y
r

)

∂Az
∂r = y

4πε0c2r2

(

∂ṗz(t′)
∂r

1
r − 1

r2
ṗz(t

′)
)

= y
4πε0c2r2

∂t′

∂r
∂ṗz(t′)
∂t′ = − y

4πε0c3r2
p̈z(t

′)

By = −∂Az
∂x =

(

1
4πε0c3r

)

(

x
r

)

p̈z(t
′)

✭❇✳✹✼✮
●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣

B =

(

1

4πε0c3r

)

p̈(t′)× r̂ ✭❇✳✹✽✮

|E| = c|B| =
(

1

4πε0c3r

)

p̈(t′) sin θ ✭❇✳✹✾✮

✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥
✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ E(r, t′) = E0e

iωt′

p̈ = er̈ = e

(

eE

m

)

=
e2

m
E0e

iω(t− r
c
) =

e2

m
E0e

−ikreiωt ✭❇✳✺✵✮

|E| =
(

e2

4πε0c2m

)(

e−ikr

r

)

E0e
+iωt sin θ ✭❇✳✺✶✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ r0 = e2

4πε0c2m
= e2

mc2
✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②

I(r)

I0
=

|E|2
|E0|2

= r20
1

r2
sin2 θ ✭❇✳✺✷✮

❛♥❞ s✐♥❝❡ t❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s I = ∆E
∆Σ∆t ❛♥❞ t❤❡ ✢✉①

J = ∆N
∆Σδt ✱

I(r)
I0

= J(r)·r̂
J0

dσ

dΩ
=

J(r) · r̂
J0

r2 = r20sin
2θ ≡

(

1

4π

)2
〈

|φ(Q)|2
〉

✭❇✳✺✸✮

(

dσ

dΩ

)

= r20 sin
2 θ ✭❇✳✺✹✮



❇✳✸✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❳❙ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✶✺✼

❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧

φ(Q) = 4πr0 sin θe
iQ·Ri ✭❇✳✺✺✮

φ(r) = 4πr0 sin θδ(r−Ri) ✭❇✳✺✻✮

■❢ ♠♦r❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ i ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡① ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠ ❛♥❞ ρi(r) t❤❡
♥✉♠❡r✐❝ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ i−th ♥✉❝❧❡✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❛st✐❝
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤♦♠♣s♦♥✿

{

φ(r) = 4πr0 sin θ
∑

i ρi(r−Ri)

φ(Q) = 4πr0 sin θ
∑

i ρ̂i(Q)eiQRi
✭❇✳✺✼✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ✇❛✈❡✱ ρ̂i(Q) =

∫

d3reiQrρi(r)✳
❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✺✸✿

dσ

dΩ
=

(

e2

mc2

)2

(n̂n̂′)2

〈

∑

i,j

ρ̂∗i (Q)ρ̂j(Q)e−iQRieiQRj

〉

✭❇✳✺✽✮

✇❤❡r❡ sin θ = n̂n̂′ ❛♥❞ n̂✱ n̂′ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✳
❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡

Fi(Q) =
e2

mc2
(n̂n̂′)ρ̂i(Q)

fi
✭❇✳✺✾✮

t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♥s✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❳✲r❛②s✱ ✇❤❡r❡ fi ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

dσ

dΩ
= np < (∆ρVP )

2 > P (Q)S(Q) ✭❇✳✻✵✮

✇❤❡r❡ nP = NP /V ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ < (∆ρVP )
2 > r❡♣r❡s❡♥t ❛♥

❛✈❡r❛❣❡ sq✉❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♥✉♠❜❡r ♣❡r ♣❛rt✐❝❧❡

<(∆ρVP )
2>=

1

NP

NP
∑

i=1

f2i ✭❇✳✻✶✮
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