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t❡r♠✐♥❛♥t✐ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ◗✉❡st❛ t❡s✐ s✐ ♣♦♥❡ ❧✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞✐ ❛♥❛❧✐③③❛r❡ ❧❛ r❡❧❛③✐♦♥❡ tr❛ ❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✳ ▲✬❛♥❛❧✐s✐

s✐ ❜❛s❛ s✉ ✉♥❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❝❤❡ ♣r❡✈❡❞❡ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛

r❡❛❧✐③③❛t❛✱ s✉ ✉♥❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ❝♦♠❡ ❧❛ s❝♦♠✲

♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❡ s✉❧❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ❡ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❝♦♥

❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥❡ ❞✐ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡✳

❙❝❤✇❡rt ✭✶✾✽✾✮✱ ♣❡r ♣r✐♠♦✱ ❤❛ ❛♥❛❧✐③③❛t♦ ✐❧ ❝♦❧❧❡❣❛♠❡♥t♦ tr❛ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ❧♦ st❛t♦

❞❡❧❧✬❡❝♦♥♦♠✐❛✱ ❞✐♠♦str❛♥❞♦ ✐ ♠♦✈✐♠❡♥t✐ ❝♦♥tr♦✲❝✐❝❧✐❝✐ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r✐s♣❡tt♦ ❛❧ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞❡❧✲

❧✬❛tt✐✈✐tà ❡❝♦♥♦♠✐❝❛✳ P✐ù r❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ✉♥❛ ♣❛rt❡ ❝r❡s❝❡♥t❡ ❞❡❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s✐ è ♦❝❝✉♣❛t❛

❞❡❧ ❧❡❣❛♠❡ tr❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡✳ ▼❡❧❡ ✭✷✵✵✼✮✱ ✐♥ ✉♥♦

st✉❞✐♦ s✉❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦✱ s✉❣❣❡r✐s❝❡ ❞✐ ✉t✐❧✐③③❛r❡ ❧❡ st❡ss❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐ ❞❡✐

r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♣❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ P❛②❡ ✭✷✵✶✷✮ ♠♦str❛ ❝♦♠❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà s✐❛ ❝♦♥tr♦✲

❝✐❝❧✐❝❛ ❡ ♣❡rs✐st❡♥t❡✱ ♠❡♥tr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡ r✐s✉❧t❛

♠♦❞❡st❛✳ ❈❤r✐st✐❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❡st❡♥❞♦♥♦ ✐❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ P❛②❡ ✭✷✵✶✷✮✱ s♦tt♦❧✐♥❡❛♥❞♦

❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥❡ ❞✐ ❛❧❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ✐♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡✳

■♥ q✉❡st❛ t❡s✐✱ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ▲❛ ❝r❡s❝❡♥t❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐✲

tà ❞❡✐ ❞❛t✐ ❛❞ ❛❧t❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❤❛ ♣❡r♠❡ss♦ ❞✐ ♣♦rr❡ ❧❡ ❜❛s✐ t❡♦r✐❝❤❡ ❛❧❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ ✉♥❛ ♠✐s✉r❛

♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛ ❞❡❧❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❛✱ ♥♦t❛ ❝♦♠❡ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ✭s✐ ✈❡❞❛ ❆♥❞❡r✲

s❡♥ ❡ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✾✽✮✱ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶❜✮ ❡ ❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❡ ❙❤❡♣❤❛r❞ ✭✷✵✵✷✮✮✱

♣❛r✐ ❛❧❧❛ s♦♠♠❛ ❞❡✐ q✉❛❞r❛t✐ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐✳ ❚❛❧❡ ♠✐s✉r❛ r❡♥❞❡ ♦ss❡r✈❛❜✐❧❡

❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❧✬✉s♦ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ s❡r✐❡ st♦r✐❝❤❡ ♣❡r ❞❡s❝r✐✈❡r♥❡ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡✳ ■♥

❛❣❣✐✉♥t❛✱ ✉t✐❧✐③③❛♥❞♦ ✐ q✉❛❞r❛t✐ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐✱ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ✉♥❛ s✉❛ ❡st❡♥s✐♦♥❡

♣❡r ♦r✐③③♦♥t✐ t❡♠♣♦r❛❧✐ ♣✐ù ❧✉♥❣❤✐✳

▲✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❝♦♠❡ ♣r♦①② ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♠❡♥s✐❧❡ ♦ tr✐♠❡str❛❧❡ ♣❡r♠❡t✲

t❡ ❞✐ ✈❡r✐✜❝❛r❡ q✉❛❧✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥♦ ✐ ♠♦✈✐♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ◗✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s✐ ♣♦♥❡ ❧✬♦❜✐❡tt✐✈♦✱ s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❡ ✐♥❞✐❝❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❙❝❤✇❡rt ✭✶✾✽✾✮✱

▼❡❧❡ ✭✷✵✵✼✮✱ P❛②❡ ✭✷✵✶✷✮ ❡ ❈❤r✐st✐❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ❞✐ t❡st❛r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ❞✐

✼



■♥tr♦❞✉③✐♦♥❡

t❛❧✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ s✐ t❡st❛ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ ❞✐ ❛❧❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡✱ ❝♦♠❡ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧✬✐♥✢❛③✐♦♥❡ ❡ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉✲

③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡ ❣✐à ❛♥❛❧✐③③❛t✐ ❞❛ ❙❝❤✇❡rt ✭✶✾✽✾✮✱ ❡ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡

❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛❧ s❡t ❞✐ ♣r❡✈✐s♦r✐ ❞❡❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛t♦ ❞❛ ▼❡❧❡ ✭✷✵✵✼✮✳

◗✉❛♥❞♦ s✐ ❝♦str✉✐s❝❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ♣❡r ❛ss✐❝✉r❛r❡

❝❤❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ♣r❡✈✐st❛ s✐❛ ❛❧♠❡♥♦ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ❡ s✐♠♠❡tr✐❝❛✱

s♦♥♦ ♥❡❝❡ss❛r✐❡ r❡str✐③✐♦♥✐ s✉✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ♦ ✉♥❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ P❛rt❡♥❞♦

❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮✱ s✐ ❢❛ ✉s♦ ❞❡❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②

❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ♣❡r ❛ss✐❝✉r❛r❡ ❝❤❡ ❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ♣r❡✈✐st❡ s✐❛♥♦ ❞❡✜♥✐t❡

♣♦s✐t✐✈❡✳

▲✬❡✛❡tt♦ ❞❡❧❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ✈✐❡♥❡ ❛♥❛❧✐③③❛t♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ ❱❆❘ ❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❡❝t♦r

▲♦❣✐st✐❝ ❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❱▲❙❚❆❘✮ s✉✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✳ ▲✬✉s♦ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ è ✜♥❛❧✐③③❛t♦ ❛❞ ❛♥❛❧✐③③❛r❡ ❧❡ ❞✐✲

♥❛♠✐❝❤❡ ❛s✐♠♠❡tr✐❝❤❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❍❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✭●❆❘❈❍✮ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡ ❞✐ ◆❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✵✮ è ✐❧ ♣r✐♠♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ✈♦❧t♦ ❛❞

✐♥tr♦❞✉rr❡ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛s✐♠♠❡tr✐❝❛ ♥❡❧❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✳ ❉✐

r❡❝❡♥t❡✱ ▼❝❆❧❡❡r ❡ ▼❡❞❡✐r♦s ✭✷✵✵✽✮ ❡ ●❤❛❧❛♥♦s ❡ ❘♦ss✐ ✭✷✵✶✻✮ ❤❛♥♥♦ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦

r❡❣r❡ss✐✈♦ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡r ♠♦❞❡❧❧❛r❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✳ ◗✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦

❡st❡♥❞❡ q✉❡st✐ ❞✉❡ ✉❧t✐♠✐ ❛♣♣r♦❝❝✐ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ❢❛❝❡♥❞♦ ✉s♦ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱▲✲

❙❚❆❘✳ ■❧ ♥✉♦✈♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❤❛ ✐❧ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞✐ ❝♦❣❧✐❡r❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛s✐♠♠❡tr✐❝❛

❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥③❛ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✳ ▲✬❛♥❛❧✐s✐ ♣❡r ❧❛

s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r❡✈❡❞❡ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ t❡st s✉❧❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐✱ ♣❡r

❧❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r❡❣✐♠✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱ ❡ ❞✐ t❡st s✉❧❧❛ ❧✐♥❡❛r✐tà ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱

♣❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛r❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ✭♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✮ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✳ ■❧ ♠♦✲

❞❡❧❧♦ ♣r❡✈❡❞❡ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ r✐t❛r❞❛t❡ s✐❛ ♥❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❝❤❡ ♥❡❧❧❛

❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✳ P❡r ❝♦♥❢❡r♠❛r❡ ❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦✱ s✐

❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ❞✉❡ ❞✐st✐♥t✐ ❞❛t❛s❡t✿ ♥❡❧ ♣r✐♠♦ ❞❛t❛s❡t s✐ ❛♥❛❧✐③③❛ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐

❞❡✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ✐♥❞✐❝✐ ✐♥t❡r♥❛③✐♦♥❛❧✐✱ ♠❡♥tr❡ ♥❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❞❛t❛s❡t s✐ ❛♥❛❧✐③③❛ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡✐

r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞✐ ❞✐✈❡rs❡ ❛tt✐✈✐tà ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ♥❡❧ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦✳

■ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ♥❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❧❛✈♦r♦ ❤❛♥♥♦ ✉♥❛ ✜♥❛❧✐tà ❡s❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛✲

❧❡✳ P❡rt❛♥t♦✱ s✐ ❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ♥❡❧ ❞❡tt❛❣❧✐♦ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡✐

♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ✐♥ q✉❡st❛ t❡s✐✳ ■ r✐s✉❧t❛t✐ s♦st❡♥❣♦♥♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❝❤❡ ❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐

❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❡ ❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠✐❣❧✐♦r✐♥♦

❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❝♦♥tr❛st❛♥t❡ ❝♦♥ q✉❛♥t♦

✽



■♥tr♦❞✉③✐♦♥❡

❡♠❡r❣❡ ❞❛❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛✱ è ❡✈✐❞❡♥t❡ ❧❛ s✉♣❡r✐♦r✐tà ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ♣❡r q✉❛♥t♦ ❝♦♥✲

❝❡r♥❡ ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✳ P❡r ✉♥❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ✐♥❞✐r❡tt❛ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡✱

s✐ ✉t✐❧✐③③❛♥♦ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ✐♥ ✉♥✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❡ ❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧✲

❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥❡❧❧❛ ❣❡st✐♦♥❡ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦✳ ❉❛❧❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦

❡♠❡r❣♦♥♦ r✐s✉❧t❛t✐ ❞✐s❝♦r❞❛♥t✐ s✉❧❧❛ ❛❝❝✉r❛t❡③③❛ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ❛❧❧♦❝❛③✐♦♥❡

❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳ ◗✉❡st❛ t❡s✐ ❝♦♥❢r♦♥t❛✱ ♣♦✐✱ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡✐ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✭❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ❡

♥♦♥✮ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛❧❧❡ ❞✐✈❡rs❡ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐✳

▲❛ t❡s✐ è ♦r❣❛♥✐③③❛t❛ ❝♦♠❡ s❡❣✉❡✳ ◆❡❧ ♣r✐♠♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ ✈✐❡♥❡ ♣r❡s❡♥t❛t❛ ❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛

s✉✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣❡r ❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ❝♦♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❛tt❡♥③✐♦♥❡ ♣♦st❛ s✉❧❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛ ❡ ✐ s✉♦✐ s✈✐❧✉♣♣✐✳ ◆❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ ✈❡♥❣♦♥♦ ❛♥❛❧✐③③❛t✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐

❧✐♥❡❛r❡ ❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❡ s✐ ✈❡r✐✜❝❛ ❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧✬✉s♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ❡s♦❣❡♥❡ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐✳ ❙✐ ♣r❡s❡♥t❛✱ q✉✐♥❞✐✱ ✉♥♦

st✉❞✐♦ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞❡❧❧❡ st❡ss❡ ❡ ✉♥ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❝♦♥ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦✳ ◆❡❧ t❡r③♦

❡ ✉❧t✐♠♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ è ♣r❡s❡♥t❡ ✉♥✬❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥❡ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❛♥❛❧✐③③❛t✐ ♥❡❧ ❝♦rs♦ ❞❡❧

s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✳ ▲✬✉❧t✐♠❛ s❡③✐♦♥❡ è ❞❡❞✐❝❛t❛ ❛❧❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✐✳

✾
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✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

✶ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

■ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦✱ ❞❛ ♦r♠❛✐ ✸✵ ❛♥♥✐ ❛ q✉❡st❛ ♣❛rt❡✱ ✉♥♦ ❞❡❣❧✐ ❛♠❜✐t✐ ♣✐ù

❛tt✐✈✐ ❞❡❧❧❛ r✐❝❡r❝❛ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❛ ♣❡r ❧❛ ✜♥❛♥③❛✳ ▲♦ s✈✐❧✉♣♣♦ ❞✐ t❛❧❡ ✜❧♦♥❡ ❞✐ ❧❡tt❡r❛t✉r❛

è st❛t♦ ❢❛✈♦r✐t♦ ❛♥❝❤❡ ❞❛❧ ♠❛ss✐❝❝✐♦ ✉t✐❧✐③③♦ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ s✈✐❧✉♣♣❛t✐ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ❛❝❝❛❞❡♠✐❝♦

♥❡❧❧✬✐♥❞✉str✐❛ ✜♥❛♥③✐❛r✐❛✳

❊s✐st♦♥♦ ❞✐✈❡rs✐ ♠❡t♦❞✐ ♣❡r q✉❛♥t✐✜❝❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛♠❡♥t❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ❛❧❝✉♥✐ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✐✱

❝♦♠❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ❡t❡r♦s❝❤❡❞❛st✐❝✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❡ q✉❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛✱ ❛❧tr✐ ♥♦♥

♣❛r❛♠❡tr✐❝✐✱ ❝♦♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✳ ◗✉❡st♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ r❛ss❡❣♥❛ ❞❡❧❧❛

❧❡tt❡r❛t✉r❛ s✉✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡❞ è ❝♦sì ❞✐✈✐s♦✿ ♥❡❧❧❛ ♣r✐♠❛ ♣❛rt❡ s♦♥♦

❞❡✜♥✐t✐ ✐ ❝♦♥❝❡tt✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥♦③✐♦♥❛❧❡ ❡ ❛tt❡s❛❀ ❧❛ s❡❝♦♥❞❛ ♣❛rt❡ è ❞❡❞✐❝❛t❛ ❛❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛

s✉✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✐✱ ❜❛s❛t✐ s✉ ✉♥❛ ❢♦r♠❛ ❢✉♥③✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❡ ❞✐ q✉❡❧❧❛

✐st❛♥t❛♥t❡❛✳ ◆❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❛❞ ❡t❡r♦s❝❤❡❞❛st✐❝✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞✐ t✐♣♦ ●❆❘❈❍✱ ❡ ♥❡✐ ❧♦r♦

s✈✐❧✉♣♣✐ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✈✐❡♥❡ ❞❡✜♥✐t❛ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡

♦ss❡r✈❛❜✐❧✐ ♠❡♥tr❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛ ❝♦✐♥✈♦❧❣♦♥♦ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ st❛t♦ ❧❛t❡♥t✐❀ ❧❛

t❡r③❛ ♣❛rt❡ r✐❣✉❛r❞❛ ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝♦ ♣❡r ♠♦❞❡❧❧❛r❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡

r✐❣✉❛r❞❛ ❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛ ❡ ❧❡ s✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥✐ ❡♠♣✐r✐❝❤❡✳

✶✳✶ ❋♦♥❞❛♠❡♥t✐ ❞✐ t❡♦r✐❛

■♥ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ ✈❡♥❣♦♥♦ ✐♥tr♦❞♦tt❡ ❧❡ ✐♣♦t❡s✐ ❡ ❛❧❝✉♥✐ ❛s♣❡tt✐ t❡♦r✐❝✐ ❞✐ ❜❛s❡ ♥❡❧❧❛ ❞❡✜♥✐✲

③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♠✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳

➮ ♥♦t♦ ❝❤❡ ✐♥ ✉♥ ♠❡r❝❛t♦ ❛♣❡rt♦ ❣❧✐ s❝❛♠❜✐ ❞✐ ❛tt✐✈✐tà ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ❛✈✈❡♥❣❛♥♦ ❛❞ ✐♥t❡r✲

✈❛❧❧✐ ❞✐ t❡♠♣♦ ❡str❡♠❛♠❡♥t❡ ❜r❡✈✐ ❡ ❝❤❡ ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❧ ♣r❡③③♦ ❞✐ t❛❧✐ ❛tt✐✈✐tà ♣♦ss❛ ❡ss❡r❡

♠♦❞❡❧❧❛t♦ ✐♥ t❡♠♣♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✳ P❡rt❛♥t♦✱ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✶ ❞❡❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦

❞❡❧ ♣r❡③③♦✱ p(t)✱ ❞❡✜♥✐t♦ ✐♥ ✉♥♦ s♣❛③✐♦ ❞✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ✭Ω, I, P ✮✱ ❝❤❡ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ t❡♠♣♦ ❝♦♥✲

t✐♥✉♦ s✉ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧♦ [0, T ]✱ ❞♦✈❡ T è ✉♥ ✐♥t❡r♦❀ s✐ ❛ss✉♠❛ ✐♥♦❧tr❡ ❝❤❡ ✐❧ s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦✱

(It)t∈[0,T ] ⊆ I✱ ❝♦♥t❡♥❣❛ ❧✬✐♥t❡r❛ st♦r✐❛✱ ✜♥♦ ❛ t✱ ❞❡✐ ✈❛❧♦r✐ ❞❡❧ ♣r❡③③♦ ❡ ❞✐ ❛❧tr❡ r✐❧❡✈❛♥t✐

✈❛r✐❛❜✐❧✐✳

❙♦tt♦ ❧❡ ❛ss✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ❛ss❡♥③❛ ❞✐ ❛r❜✐tr❛❣❣✐♦ ❡ ❞✐ ♠♦♠❡♥t♦ ♣r✐♠♦ ✜♥✐t♦✱ ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❧

♣r❡③③♦ ❛♣♣❛rt✐❡♥❡ ❛❧❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡❧❧❡ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♣❡❝✐❛❧✐✷✱ ❝♦♠❡ ❞❡✜♥✐t♦ ✐♥ ❇❛❝❦ ✭✶✾✾✶✮ ❡

❙❤✐r②❛❡✈ ✭✶✾✾✾✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡❧❧❡ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❛ss✉♠❡ ✉♥❛ ♥♦t❡✈♦❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥③❛ ✐♥ ❛♠❜✐t♦

✶▲✬❡st❡♥s✐♦♥❡ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ r✐s✉❧t❛ r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ s❡♠♣❧✐❝❡✳ ❙✐ ✈❡❞❛ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳
✷❯♥ ♣r♦❝❡ss♦X s✐ ❞❡✜♥✐s❝❡ ❝♦♠❡ ✉♥❛ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❛ s♣❡❝✐❛❧❡ s❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ s❝r✐tt♦ ❝♦♠❡X = X0+A+M ✱

❞♦✈❡ A0 = M0 = 0✱ M è ✉♥❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❛ ❧♦❝❛❧❡ ❡ A è ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ♣r❡✈❡❞✐❜✐❧❡ ❡ ❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ ✜♥✐t❛✳

✶✶
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❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝♦✱ ✐♥ q✉❛♥t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣r♦❝❡ss✐ ❝♦♠❡ ❧❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❛ ❡ ✐ ♣r♦❝❡ss✐ ❞✐ ▲é✈② ✭♣❡r ✉♥❛

❞✐s❝✉ss✐♦♥❡ s✉❣❧✐ ❛s♣❡tt✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✐ ✐♥❡r❡♥t✐ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✐ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❛ s✐ ✈❡❞❛ Pr♦tt❡r

✭✶✾✾✷✮✮✳ ■❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧ ♣r❡③③♦ p(t)✱ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ ✜♥✐t❛✱ è ✉♥❛ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❛

s❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ s❝♦♠♣♦st♦ ❝♦♠❡ s♦♠♠❛ ❞✐ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❞r✐❢t ❡ ❞✐ ✉♥❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❛ ❧♦❝❛❧❡

❝❤❡ ❛ ❧♦r♦ ✈♦❧t❛ ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ s❝♦♠♣♦st✐ ✐♥ ✉♥❛ r❡❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ❡

✉♥❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ s❛❧t♦

p(t) = p(0) +A(t) +M(t) = p(0) +AC(t) + ∆A(t) +MC(t) + ∆M(t), ✭✶✳✶✳✶✮

❞♦✈❡ A(0) ≡M(0) ≡ 0✱ AC(t) ❡MC(t) s♦♥♦ ❧❡ r❡❛❧✐③③❛③✐♦♥✐ ❞✐ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✱ ∆A(t)

❡ ∆M(t) s♦♥♦ ❧❡ r✐s♣❡tt✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ❞✐ s❛❧t♦✳

❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐✱ ♣❡r 0 ≤ h ≤ t ≤ T ✱ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❝♦♠♣♦st♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ♥❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ [t−h, t]✱
❞❛t♦ ❞❛❧❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛

r(t, h) = p(t)− p(t− h); ✭✶✳✶✳✷✮

♣♦✐❝❤é ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ♥❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ ❞✐ t❡♠♣♦✱ [0, t]✱ è ♣❛r✐ ❛

r(t) ≡ r(t, t) = p(t)− p(0), ✭✶✳✶✳✸✮

s✐ ❤❛ ❝❤❡

r(t, h) = p(t)− p(0) + p(0)− p(t− h)

= r(t)− (p(t− h)− p(0))

= r(t)− r(t− h).

✭✶✳✶✳✹✮

❙✐ ❛ss✉♠❡ ✉❧t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❝❤❡ ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❧ ♣r❡③③♦ s✐❛ str❡tt❛♠❡♥t❡ ♣♦s✐t✐✈♦ ❡ ✜♥✐t♦✱ ❝♦sì

❝❤❡ p(t) ❡ r(t) s✐❛♥♦ ❜❡♥ ❞❡✜♥✐t✐ ♥❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ [0, T ]✳ ◗✉❡st♦ ❝♦♥s❡♥t❡ ❝❤❡ r(t) ❛❜❜✐❛ s♦❧♦

✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❞❡✜♥✐t♦ ❞✐ s❛❧t✐ tr❛ [0, T ]✳ ❙✐ ❛ss✉♠❡ ✐♥♦❧tr❡ ❝❤❡ ✐ q✉❛❞r❛t✐ ❞❡✐ ♣r♦❝❡ss✐ ❞❡❧

♣r❡③③♦ ❡ q✉❡❧❧♦ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ s✐❛♥♦ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐✳

❙❡♥③❛ ♣❡r❞✐t❛ ❞✐ ❣❡♥❡r❛❧✐tà✱ s✐ ♣✉ò ❛ss✉♠❡r❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❛ ❛ ❞❡str❛ ❞❡❧ ♣r♦❝❡ss♦✱

♣❡r ❝✉✐

r(t−) ≡ lim
τ→t,τ<t

r(τ) ✭✶✳✶✳✺✮

r(t+) ≡ lim
τ→t,τ>t

r(τ) ✭✶✳✶✳✻✮

r(t) = r(t+) a.s. ✭✶✳✶✳✼✮

■ s❛❧t✐ ♥❡✐ ♣r♦❝❡ss✐ ❝✉♠✉❧❛t✐✈✐ ❞❡❧ ♣r❡③③♦ ❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ s♦♥♦ ❞❛t✐ ❞❛

∆r(t) ≡ r(t)− r(t−), 0 ≤ t ≤ T. ✭✶✳✶✳✽✮

✶✷
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◆❡✐ ♣✉♥t✐ ❝♦♥t✐♥✉✐ s✐ ❤❛ ∆r(t) = 0 ❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧❡✱

P (∆r(t) 6= 0) = 0 t ∈ [0, T ]. ✭✶✳✶✳✾✮

◗✉❡st♦ ♥♦♥ ✐♠♣❧✐❝❛ ♥❡❝❡ss❛r✐❛♠❡♥t❡ ❝❤❡ ✐ s❛❧t✐ s✐❛♥♦ r❛r✐✱ ❡s✐st❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❝❤❡ s✐ ♣r❡s❡♥t✐

✉♥ ♥✉♠❡r♦ ✐♥✜♥✐t♦ ✭♥✉♠❡r❛❜✐❧❡✮ ❞✐ s❛❧t✐ ✐♥ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧♦ ❞✐s❝r❡t♦ s❡❝♦♥❞♦ ✉♥ ❢❡♥♦♠❡♥♦

❞❡✜♥✐t♦ ❡s♣❧♦s✐♦♥❡✳

❯♥❛ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ❞❡❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥❛ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❛ è ❝❤❡ ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❧

r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ♣✉ò ❡ss❡r❡ s❝r✐tt♦ ❝♦♠❡

r(t) ≡ p(t)− p(0) = µ(t) +M(t) = µ(t) +MC(t) +MJ(t). ✭✶✳✶✳✶✵✮

■❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ✐st❛♥t❛♥❡♦ ✈✐❡♥❡ s❝♦♠♣♦st♦ ✐♥ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ♣r❡✈❡❞✐❜✐❧❡ ❡ ❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ ✜♥✐t❛✱

µ(t)✱ ❡ ✐♥ ✉♥❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❛ ❧♦❝❛❧❡✱ M(t)✱ ❧❛ q✉❛❧❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ✉❧t❡r✐♦r♠❡♥t❡ s❝♦♠♣♦st❛ ✐♥ ✉♥❛

❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ ✐♥✜♥✐t❛✱ MC(t)✱ ❡ ✐♥ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ s❛❧t♦✱ MJ(t)✳ ■❧

r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ✈✐❡♥❡ ❝♦sì s❝♦♠♣♦st♦ ♥❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦ ❡ ♥❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡

✐♠♣r❡✈❡❞✐❜✐❧❡ ♦ ✐♥♥♦✈❛③✐♦♥❡✳

✶✳✷ ❱♦❧❛t✐❧✐tà✿ ❞❡✜♥✐③✐♦♥❡ ❡ ❛s♣❡tt✐ t❡♦r✐❝✐

■♥ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ s✐ ❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ❧❡ ❞✐✈❡rs❡ ❞❡✜♥✐③✐♦♥✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ❧❡ r❡❧❛③✐♦♥✐ ❝❤❡ ✐♥t❡r❝♦r✲

r♦♥♦ tr❛ ❞✐ ❡ss❡✳

P❡r ♦❣♥✐ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❛ X(t) ❡ ♣❡r ✉♥❛ ❝♦♣♣✐❛ ❞✐ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱ X(t) ❡ Y (t)✱ ❧❛

✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ ♣r♦❝❡ss✐✱ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ [X,X]t ❡ [X,Y ]t✱ ♣❡r

t ∈ [0, T ] s♦♥♦ ❞❡✜♥✐t❡ ❝♦♠❡

[X,X]t = X(t)2 − 2

∫ t

0
X(s−)dX(s) ✭✶✳✷✳✶✮

[X,Y ]t = X(t)Y (t)−
∫ t

0
X(s−)dX(s)−

∫ t

0
Y (s−)dY (s), ✭✶✳✷✳✷✮

❞♦✈❡ ❧✬✐♥t❡❣r❛❧❡ ❞❡✐ ♣r♦❝❡ss✐ ❝á❞❧á❣✸✱ X(s−) ❡ Y (s−)✱ è ❜❡♥ ❞❡✜♥✐t♦✳ ◆❡ s❡❣✉❡ ❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡

❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛✱ [X,X]t✱ è ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ st♦❝❛st✐❝♦ ❝r❡s❝❡♥t❡✳

▲❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ❞✐ ✉♥❛ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❛ ❣♦❞❡ ❞❡❧❧❡ s❡❣✉❡♥t✐ ♣r♦♣r✐❡tà✿

✐✳ s❡ τm è ✉♥❛ ♣❛rt✐③✐♦♥❡ ❞✐ [0, T ]✱ ♣❡r ❝✉✐ 0 = τm,0 ≤ τm,1 ≤ · · · ≤ τm,m = T ✱ t❛❧❡ ♣❡r

❝✉✐ supj≥0(τm,j+1 − τm,j) → 0 ♣❡r m→ ∞✱ s✐ ❤❛

lim
m→∞

{
Σj≥1(X(t ∧ τm,j)−X(t ∧ τm,j−1))

2
}
→ [X,X]t, ✭✶✳✷✳✸✮

✸Pr♦❝❡ss✐ ❝♦♥t✐♥✉✐ ❞❛ s✐♥✐str❛ ❝♦♥ ✉♥ ❧✐♠✐t❡ ❛ ❞❡str❛✳

✶✸



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

❞♦✈❡ t∧ τ ≡ min(t, τ) ❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥③❛ è ✉♥✐❢♦r♠❡ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà✳ ■❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ✈❛r✐❛✲

③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ s❡♥t✐❡r♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t♦ ❞✐ X(t) ♥❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦

[0, t]✳

✐✐✳ s❡ X(t) ❡ Y (t) s♦♥♦ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐ ❛❧ q✉❛❞r❛t♦✱ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ tr❛ X ❡ Y

✐♥ [t− h, t] è ❞❛t❛ ❞❛

Cov(X(t), Y (t) | It−h) = E([X,Y ]t | It−h)− [X,Y ]t−h; ✭✶✳✷✳✹✮

✐✐✐✳ s❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ ✜♥✐t❛ ♥❡❧❧❛ ✭✶✳✶✳✶✮✱ A✱ è ❝♦♥t✐♥✉❛✱ ❛❧❧♦r❛

[Xi, Xj ]t = [Mi,Mj ] = [MC
i ,M

C
j ] +

∑

0≤s≤t

∆Mi(s)∆Mj(s). ✭✶✳✷✳✺✮

▲❛ ♣r♦♣r✐❡tà ✭✐✐✐✮ ♠♦str❛ ❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ❞✐ ♣r♦❝❡ss✐ ❝♦♥t✐♥✉✐ ❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡

✜♥✐t❛ è ③❡r♦✱ q✉❡st♦ ✐♠♣❧✐❝❛ ❝❤❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ♠❡❞✐❛ s✐❛ ✐rr✐❧❡✈❛♥t❡ ♣❡r ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡

q✉❛❞r❛t✐❝❛✳ ❙❡ s✐ ❛ss✉♠❡✱ s❡♥③❛ ♣❡r❞✐t❛ ❞✐ ❣❡♥❡r❛❧✐tà✱ ❝❤❡ ✐❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧ ♣r❡③③♦ s❡❣✉❛ ✉♥

♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ❞✐✛✉s✐♦♥❡ ❞❡❧ t✐♣♦✱

dp(t) = µ(t)dt+ σ(t)dW (t), ✭✶✳✷✳✻✮

❞♦✈❡ W è ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ❲✐❡♥❡r✱ µ(t) è ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ♣r❡✈❡❞✐❜✐❧❡✹ ❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ ✜♥✐t❛ ❡ σ(t)

è ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ str❡tt❛♠❡♥t❡ ♣♦s✐t✐✈♦ ❡ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧❡ ❛❧ q✉❛❞r❛t♦✱ ♣❡r ❝✉✐

P
[ ∫ t

t−h
σ2(s)ds <∞

]
= 1, ✭✶✳✷✳✼✮

❛❧❧♦r❛✱ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❝♦♠♣♦st♦ ♥❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ [t− h, t] è ❞❛t♦ ❞❛

r(t, h) = µ(t, h) +M(t, h) =

∫ t

t−h
µ(s)ds+

∫ t

t−h
σ(s)dW (s). ✭✶✳✷✳✽✮

◆❡ s❡❣✉❡ ❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ❞❡❧ ♣r♦❝❡ss♦ è ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡

QVt = [p, p]t − [p, p]t−h =

∫ t

t−h
σ2(s)ds. ✭✶✳✷✳✾✮

❈✐ s✐ r✐❢❡r✐s❝❡ ❛ q✉❡st❛ q✉❛♥t✐tà✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ♣❡r ❧❛ ❞❡✜♥✐③✐♦♥❡ ❞✐ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ✭s✐ ✈❡❞❛

✐❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ✶✳✻✳✶✮✱ ❝♦♥ ✐❧ ♥♦♠❡ ❞✐ ✈❛r✐❛♥③❛ ✐♥t❡❣r❛t❛✳

✹❯♥ ♣r♦❝❡ss♦ è ♣r❡✈❡❞✐❜✐❧❡ ❛❧ t❡♠♣♦ t s❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❞❡❧ ♣r♦❝❡ss♦ è ♥♦t♦ ✉♥ ✐st❛♥t❡ ♣r✐♠❛ ❞✐ t✳ ❊s❡♠♣✐ ❞✐

♣r♦❝❡ss✐ ♣r❡✈❡❞✐❜✐❧✐ s♦♥♦ ✐ tr❡♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✐ ❡ t✉tt✐ ✐ ♣r♦❝❡ss✐ ❝á❞❧á❣✳

✶✹



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

▲❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ è ❞✉♥q✉❡ ✐❧ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ ❝❤❡ ❡♥tr❛ ♥❡❧❧❛ ❞❡✜♥✐③✐♦♥❡

❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥♦③✐♦♥❛❧❡✱ q✉❛♥t✐✜❝❛t❛ ❞❛❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✳ ▲❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥♦③✐♦♥❛❧❡ è

✉♥✬❡s♣r❡ss✐♦♥❡ ♥❛t✉r❛❧❡ ❡①✲♣♦st ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✱ s✐ ✈❡❞❛ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✵✮✳ ❚❛❧❡ ♠✐s✉r❛ ❡q✉✐✈❛❧❡ ❛❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✐♥t❡❣r❛t❛ ❡ ❞✉♥q✉❡ ❛❧❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛

❝❤❡✱ s♦tt♦ ❧❡ ❛ss✉♥③✐♦♥✐ ♣r❡❝❡❞❡♥t✐✱ ♥❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ [t− h, t]✱ è ❞❛t❛ ❞❛

υ2(t, h) ≡ [r, r]t − [r, r]t−h =

∫ t

t−h
σ2(s)ds. ✭✶✳✷✳✶✵✮

▲❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✭♦ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❛tt❡s❛✮✱ s✐❛ It ✐❧ s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦ ❞✐ rt ✜♥♦ ❛❧ t❡♠♣♦ t✱ ♥❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦

[t− h, t] s✐ ❞❡✜♥✐s❝❡ ❝♦♠❡

ζ2(t, h) = V ar(rt | It) ≡ E

[{
rt − E(rt | It)

}2
∣∣∣∣ It
]

✭✶✳✷✳✶✶❛✮

= E

[{∫ t

t−h
µ(s)ds− E

(∫ t

t−h
µ(s)ds | It

)
+

∫ t

t−h
σ(s)dW (s)

}2 ∣∣∣∣ It
]

✭✶✳✷✳✶✶❜✮

= E

[{∫ t

t−h
{µ(s)− E(µ(s) | It)ds}2

∣∣∣∣ It
]

✭✶✳✷✳✶✶❝✮

+ E

[{∫ t

t−h
σ(s)dW (s)

}2 ∣∣∣∣ It
]

✭✶✳✷✳✶✶❞✮

+ 2E

[∫ t

t−h
{µ(s)− E(µ(s) | It)}ds

∫ t

t−h
σ(s)dW (s)

∣∣∣∣ It
]
. ✭✶✳✷✳✶✶❡✮

❙✐ ❤❛ ❝❤❡ Ah = Oa.s.(Bh) s❡ ✐❧ r❛♣♣♦rt♦ Ah/Bh ❝♦♥✈❡r❣❡ q✉❛s✐ s✐❝✉r❛♠❡♥t❡ ✭❛❧♠♦st s✉r❡❧②✮

❛❞ ✉♥❛ ❝♦st❛♥t❡ ✜♥✐t❛✱ ♣❡r h→ 0✳ ❙✐ ❤❛ ❝❤❡ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✶✳✷✳✶✶❝✮ = Oa.s.(h
2)✱ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡

✭✶✳✷✳✶✶❞✮ =
∫ t
t−h σ

2(s)ds = Oa.s.(h) ❡ ❝❤❡ ✭✶✳✷✳✶✶❡✮ = Oa.s.(h
3/2)✳ ❈♦sì ❝❤❡

V ar(rt | It−h) ≃ E[υ2(t, h) | It−h] = E[QV (t, h) | It−h]. ✭✶✳✷✳✶✷✮

◗✉❡st♦ ✐♠♣❧✐❝❛ ❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ s✐❛ ✉❣✉❛❧❡ ❛❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦

❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛✱ s❡ µ(s) = 0 ♦ s❡ µ(s) è ♠✐s✉r❛❜✐❧❡ r✐s♣❡tt♦ ❛ It−h✳

❚❛❧❡ r✐s✉❧t❛t♦✱ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐t♦ ♥❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ✶✳✻✳✶✱ ❣❛r❛♥t✐s❝❡ ❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ s✐❛

✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ❝♦rr❡tt♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✳

▲❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥♦③✐♦♥❛❧❡✱ ❝♦sì ❝♦♠❡ q✉❡❧❧❛ ❛tt❡s❛✱ ♥♦♥ s♦♥♦ ♦ss❡r✈❛❜✐❧✐ ❡ ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡

q✉❛♥t✐✜❝❛t❡ ❡♠♣✐r✐❝❛♠❡♥t❡✳ ▲❛ ♠✐s✉r❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♣✉ò ❛✈✈❡♥✐r❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ st✐♠❛

❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✐ ❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ♠✐s✉r❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❤❡✳ ▲❡ ♠✐s✉r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❤❡ s♦♥♦

✈♦❧t❡ ❛ ♠♦❞❡❧❧❛r❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❛tt❡s❛✱ ζ(t, h)✱ ❛ttr❛✈❡rs♦ ❞✐✈❡rs❡ ❢♦r♠❡ ❢✉♥③✐♦♥❛❧✐✳ ◆❡✐

♠♦❞❡❧❧✐ ❆❘❈❍✱ ✐❧ s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦ It−h ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛✐ ✈❛❧♦r✐ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♣❛ss❛t✐ ❡ ❛❧tr❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡ ♦ss❡r✈❛❜✐❧✐✳ ◆❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛ ✐❧ s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦✱

✶✺
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It−h✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛ s✐❛ ✐ ✈❛❧♦r✐ ♣❛ss❛t✐ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❝❤❡ q✉❡❧❧✐ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ st❛t♦ ❧❛t❡♥t✐✳ ▲❡

♠✐s✉r❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❤❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ✐♥✈❡❝❡✱ q✉❛♥t✐✜❝❛♥♦ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥♦③✐♦♥❛❧❡✱ υ2(t, h)✱

❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡✳ ❘✐s♣❡tt♦ ❛❧❧❡ ♠✐s✉r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❤❡✱ ❧❡ ♠✐s✉r❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❤❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

♥♦♥ ♥❡❝❡ss✐t❛♥♦ ❞✐ ✉♥❛ ❢♦r♠❛ ❢✉♥③✐♦♥❛❧❡ ♣❡r ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ st♦❝❛st✐❝♦ ❞❡❧❧❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❛ ❧♦❝❛❧❡✱

M(t)✱ ❡ ♣❡r ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ ✜♥✐t❛✱ µ(t)✱ ♥❡❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✳

✶✳✸ ▼♦❞❡❧❧✐ ●❆❘❈❍ ✉♥✐✈❛r✐❛t✐

■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ✈❡♥❣♦♥♦ tr❛tt❛t✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✐ ✐♥ t❡♠♣♦ ❞✐s❝r❡t♦✱ ❝♦♠❡ ✐ ♠♦✲

❞❡❧❧✐ ❞❡❧❧❛ ❢❛♠✐❣❧✐❛ ❆❘❈❍ ✭❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❍❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t②✮ ❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐

✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛✳ ◆❡❧❧❛ s❡③✐♦♥❡ ❝♦rr❡♥t❡ ✈❡♥❣♦♥♦ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞❡❧❧❛ ❝❧❛ss❡ ❆❘❈❍✳

■❧ s✉❝❝❡ss♦ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❆❘❈❍ è ❞♦✈✉t♦ ❛❧❧✬❛♠♣✐❛ ❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❣❧✐ st❡ss✐ ✐♥ ✜♥❛♥③❛✱

♥❡❧❧♦ s♣❡❝✐✜❝♦ ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠✐ ❞✐ ❛ss❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ◗✉❡st♦ è st❛t♦ ♣♦ss✐❜✐❧❡

❣r❛③✐❡ ❛❧❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ❞✐ q✉❡st✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ❝♦❣❧✐❡r❡ ❛❧❝✉♥✐ ❢❛tt✐ st✐❧✐③③❛t✐ ❝✐r❝❛ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✱

❝♦♠❡ ❧❛ ❧♦r♦ ♥♦♥ ♣r❡✈❡❞✐❜✐❧✐tà✱ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥③❛ ❞❡✐ ❧♦r♦ q✉❛❞r❛t✐✱ ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❝♦❞❡ s♣❡ss❡

❡ ✐ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥❡❧❧❛ ❧♦r♦ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡✳ ◗✉❡st♦ ❛s♣❡tt♦ ❤❛ ❢❛tt♦ ✐♥ ♠♦❞♦ ❝❤❡

❧✬❛tt❡♥③✐♦♥❡ ❞❡✐ r✐❝❡r❝❛t♦r✐ s✐ s✐❛ s♣♦st❛t❛ ❞❛❧ ♠♦♠❡♥t♦ ♣r✐♠♦ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐

❛✐ ♠♦♠❡♥t✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ❞✐ ♦r❞✐♥❡ s✉♣❡r✐♦r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❆❘❈❍ s✐

❝♦♥❝❡♥tr❛ s✉❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà ❞❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ s❡❝♦♥❞♦ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✱ ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡

ζ2(t, h) = E

[(
r(t, h)− E[µ(t, h)] | It−h

)2 ∣∣∣∣ It−h

]
, ✭✶✳✸✳✶✮

❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❞❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ✶✳✷✳

P❡r s♣✐❡❣❛r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà ❞❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ s❡❝♦♥❞♦ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✱ ❊♥❣❧❡ ✭✶✾✽✷✮ ❤❛ ✐♥tr♦❞♦t✲

t♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❍❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✭❆❘❈❍✮✳ ❚❛❧❡ ♠♦❞❡❧❧♦ s♣❡❝✐✜✲

❝❛ ❧✬❡rr♦r❡ ✐♥ ✉♥❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ s✉✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ yt ❞✐ ✉♥❛ q✉❛❧❝❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❛✱

♣❡r ❝✉✐

yt = x′tb+ εt.

❙✐ ❛ss✉♠❡ ❝❤❡ ✈❛❧❣❛♥♦ ❧❡ ❛ss✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ●❛✉ss✲▼❛r❦♦✈✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡

E[εt | It−1] = 0,

❞♦✈❡ εt è ❧✬✐♥♥♦✈❛③✐♦♥❡ ❛❧ t❡♠♣♦ t✱ xt è ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡s♦❣❡♥❡ ❡ b è ✐❧

✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐✳ ■♥♦❧tr❡✱ ♣❡r ❧❛ ❧❡❣❣❡ ❞❡✐ ✈❛❧♦r✐ ❛tt❡s✐ ✐t❡r❛t✐✱ r✐s✉❧t❛✿

E

[
E
(
εt | It−1

)]
= E(εt) = 0.

✶✻
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▲✬✐♥♥♦✈❛③✐♦♥❡ εt è ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡

εt = uth
1/2
t ✭✶✳✸✳✷✮

❞♦✈❡ ut ∼ i.i.d.(0, 1) è ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ st❛♥❞❛r❞✐③③❛t♦ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ ♥✉❧❧❛ ❡ ✈❛r✐❛♥③❛ ✉♥✐t❛r✐❛ ❡ ht
è ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧❧✬✐♥♥♦✈❛③✐♦♥❡✳ ❙✐ ✐♣♦t✐③③❛ ❝❤❡

Cov(εtεt+k) = 0.

▼❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞✐ t❛❧❡ ♣r♦❝❡ss♦ è ❝♦st❛♥t❡✱ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❝❤❡ ❝✐ s✐❛

✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà ♥❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞✐ εt✿

ht = E[ε2t | It−1] = V ar(εt | It−1). ✭✶✳✸✳✸✮

P❡r ❝✉✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ r✐s✉❧t❛ ❡ss❡r❡

εt | It−1 ∼ N(0, ht).

❊♥❣❧❡ ✭✶✾✽✷✮ s♣❡❝✐✜❝❛ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❝♦♠❡ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❞❡✐ q✉❛❞r❛t✐ ❞❡✐

✈❛❧♦r✐ ♣❛ss❛t✐ ❞✐ εt✱ ♣❡r ❝✉✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡r ht ❞✐✈❡♥t❛

ht = w +

q∑

i=1

αiε
2
t−i ✭✶✳✸✳✹✮

❞♦✈❡ w è ✐❧ t❡r♠✐♥❡ ❝♦st❛♥t❡ ❡ αi è ✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡ ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛ ε2t−i✳

P❡r ❛ss✐❝✉r❛r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐tà ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ❝❤❡ ♦❣♥✐ αi ≥ 0 ♣❡r ♦❣♥✐ r✐t❛r❞♦

i = 1, 2, ....., q ❡ ❝❤❡ w ≥ 0✳

■❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❆❘❈❍✭q✮ ♣✉ò ❡ss❡r❡ r✐s❝r✐tt♦ s❡❝♦♥❞♦ ✉♥❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛③✐♦♥❡ ▼❆✭q✮ ♣❡r ✐

q✉❛❞r❛t✐ ❞❡❧❧❡ ✐♥♥♦✈❛③✐♦♥✐✱ ♣❡r ❝✉✐

ht = w +A(L)ε2t

è ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❜♦❧♠❡♥t❡ st❛③✐♦♥❛r✐♦ s❡ ❧❡ r❛❞✐❝✐ ❞❡❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ 1 − A(L) s♦♥♦ ❡st❡r♥❡ ❛❧

❝❡r❝❤✐♦ ✉♥✐t❛r✐♦✱ ❞♦✈❡ A(L) = α1L+α2L
2+ ...+αqL

q è ✐❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ♥❡❧❧✬♦♣❡r❛t♦r❡ r✐t❛r❞♦✳

▲❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ❡ s✉✣❝✐❡♥t❡ ❛✣♥❝❤é ❝✐ s✐❛ st❛③✐♦♥❛r✐❡tà ❞❡❧ ♣r♦❝❡ss♦ è q✉✐♥❞✐ ❝❤❡

q∑

i=1

αi < 1.

▲❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞✐✈❡♥t❛ ♣❡r ❝✉✐✿

V ar(εt) = E(ε2t ) =
w

1−
q∑

i=1
αi

=
w

1−A(1)
. ✭✶✳✸✳✺✮
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✶✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧❧♦ ●❆❘❈❍

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❍❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✭●❆❘❈❍✮✱ ♣r♦♣♦st♦

❞❛ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✽✻✮✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❆❘❈❍ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥❞♦ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛✉t♦r❡✲

❣r❡ss✐✈❛ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✳ ▲❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✱ ❛❧ s❡t

✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦ It−1 s♦tt♦ ❧❡ ♠❡❞❡s✐♠❡ ✐♣♦t❡s✐ ♣❡r ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❆❘❈❍✱ ❞✐✈❡♥t❛

ht = w +

q∑

i=1

αiε
2
t−i +

p∑

j=1

βjht−j ✭✶✳✸✳✻✮

❝♦♥ w ≥ 0✱ αi ≥ 0 ♣❡r i = 1, 2, ...., q r✐t❛r❞✐ ❡ βj ≥ 0 ♣❡r j = 1, 2, ...., p r✐t❛r❞✐✳ ▲❛

✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞✐✈❡♥t❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ p r✐t❛r❞✐ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ st❡ss❛ ❡ q

r✐t❛r❞✐ ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ε2t ✱ ❝♦❣❧✐❡♥❞♦ ❝♦sì ❣❧✐ ❡✛❡tt✐ ❞✐ ❜r❡✈❡ t❡r♠✐♥❡ ❧❡❣❛t✐ ❛❧❧✬❡✈♦❧✉③✐♦♥❡

❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t❛ ❡ q✉❡❧❧✐ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ❧❡❣❛t✐ ❛❧❧❛ ♣❡rs✐st❡♥③❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ❙❡ s✐

r✐s❝r✐✈❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✉t✐❧✐③③❛♥❞♦ ❧✬♦♣❡r❛t♦r❡ r✐t❛r❞♦ s✐ ❤❛ ht = A(L)ε2t + B(L)ht ❞♦✈❡ A()̇

❡ B()̇ s♦♥♦ ✐ ♣♦❧✐♥♦♠✐ ❞❡✐ r✐t❛r❞✐ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❞✐ ε2t ❡ ❞✐ ht ❞✐ ♦r❞✐♥❡ q − i ❡ p − j✱

❛✣♥❝❤é ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ●❆❘❈❍✭p, q✮ r✐s✉❧t✐ st❛③✐♦♥❛r✐♦ ✐♥ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ❝❤❡ ❧❡ r❛❞✐❝✐

❞❡❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ 1−A(L)−B(L) ❝❛❞❛♥♦ ❛❧ ❞✐ ❢✉♦r✐ ❞❡❧ ❝❡r❝❤✐♦ ✉♥✐t❛r✐♦✱ ♣❡r ❝✉✐
q∑

i

αi +

p∑

j

βj < 1.

▲❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞✐✈❡♥t❛ ❝♦sì

E(ε2t ) =
w

1−
q∑
i
αi −

p∑
j
βj

=
w

1−A(1)−B(1)
.

■♥✜♥❡✱ ✐♠♣♦♥❡♥❞♦ ❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ β1 = ..... = βp = 0 s✐ t♦r♥❛ ❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❆❘❈❍ ❞✐ ❊♥❣❧❡✳

❉❛✐ ❧❛✈♦r✐ ❞✐ ❊♥❣❧❡ ✭✶✾✽✷✮ ❡ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✽✻✮ s♦♥♦ st❛t❡ ♣r♦❞♦tt❡ ♥✉♠❡r♦s❡ ✈❛r✐❛♥t✐

❡❞ ❡st❡♥s✐♦♥✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❆❘❈❍ ❡ ●❆❘❈❍✱ s✐ ✈❡❞❛ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✷✵✵✾✮ ♣❡r ✉♥❛ r❛ss❡❣♥❛

❞❡tt❛❣❧✐❛t❛ ❞✐ t❛❧✐ ♠♦❞❡❧❧✐✳

✶✳✹ ▼♦❞❡❧❧✐ ●❆❘❈❍ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t✐

■ ♠♦❞❡❧❧✐ ❆❘❈❍ ❡ ●❆❘❈❍ ✉♥✐✈❛r✐❛t✐ r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦ ❧❛ ❜❛s❡ t❡♦r✐❝❛ ♣❡r ❧♦ st✉❞✐♦ ❞❡❧❧❡

❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ t✉tt❛✈✐❛✱ ✐♥ ♠♦❧t❡♣❧✐❝✐ ❝♦♥t❡st✐✱ r✐s✉❧t❛ ♣✐ù ✉t✐❧❡ ❛♥❛❧✐③③❛r❡ ❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✳

■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ s❡ yt è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ n ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ❡ εt è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❝♦♥t❡♥❡♥t❡ n

✐♥♥♦✈❛③✐♦♥✐ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ ♥✉❧❧❛✱ ❞❛t♦ ✐❧ s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦ It−1 s✐ ❛ss✉♠❡ ❝❤❡

εt = H
1/2
t ut ✭✶✳✹✳✶✮

✶✽



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

❞♦✈❡ Ht è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n × n ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ❡ ut è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐

E(utu
′
t) = In✳ ◗✉❡❧❧♦ ❝❤❡ ❝❛♠❜✐❛ ♥❡❧❧❡ ✈❛r✐❡ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t✐ è ❧❛

❞❡✜♥✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ht✳ ▲❛ ♣r✐♠❛ ❝❧❛ss❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❛♥❛❧✐③③❛t✐ s♣❡❝✐✜❝❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ht

❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡❀ ❞✐ q✉❡st❛ ❝❧❛ss❡ ❢❛♥♥♦ ♣❛rt❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❱❊❈❍ ❡ ❇❊❑❑✳

✶✳✹✳✶ ❱❊❈❍

■❧ ❱❊❈❍✱ ❞❛❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❊♥❣❧❡ ❡ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡ ✭✶✾✽✽✮✱ è ✉♥❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ♥❡❧

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❆❘❈❍ ✭✶✳✸✳✻✮✱ ✐♥❢❛tt✐

vech(Ht) = c+

q∑

i=1

Aivech(εt−iε
′
t−i) +

p∑

j=1

Bjvech(Ht−j) ✭✶✳✹✳✷✮

❞♦✈❡ vech(·) è ✉♥ ♦♣❡r❛t♦r❡ ❝❤❡ tr❛s❢♦r♠❛ ✐♥ ✈❡tt♦r❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ s✐♠♠❡tr✐❝❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦

s♦❧♦ ❧❛ s✉❛ ♣❛rt❡ tr✐❛♥❣♦❧❛r❡ ❜❛ss❛✳ P♦✐❝❤é c è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ n(n + 1)/2 × 1 ❡ Ai ❡ Bj

s♦♥♦ ♠❛tr✐❝✐ n(n + 1)/2 × n(n + 1)/2✱ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡ ❛♠♠♦♥t❛ ❛

(p+q)[n(n+1)/2]2+n(n+1)/2✱ s❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❛ss❡t ♥♦♥ è ♣❛rt✐❝♦❧❛r♠❡♥t❡ ❧✐♠✐t❛t♦ ♣♦ss♦♥♦

❡♠❡r❣❡r❡ ❛❧❝✉♥✐ ♣r♦❜❧❡♠✐ ♥✉♠❡r✐❝✐ ♥❡❧❧❛ st✐♠❛✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ ♥♦♥ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❛ss✐❝✉r❛r❡ ❝❤❡

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ s✐❛ ❛❧♠❡♥♦ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ s❡♥③❛ ❧✬✐♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ✈✐♥❝♦❧✐✳

❯♥❛ ✈❡rs✐♦♥❡ r✐str❡tt❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❊❈❍ è st❛t❛ ✐♥tr♦❞♦tt❛ ❞❛ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮

❛ss✉♠❡♥❞♦ ❝❤❡ Ai ❡ Bj s✐❛♥♦ ♠❛tr✐❝✐ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐✳ ❈♦♠❡ ❞✐♠♦str❛t♦ ❞❛ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ❡t ❛❧✳

✭✶✾✾✹✮✱ s✐ ♣✉ò ❛ss✐❝✉r❛r❡ ❝❤❡ Ht s✐❛ ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ♣❡r ♦❣♥✐ t✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❆❘❈❍✭♣✱q✮

❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❤❛ ✐❧ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞✐ r✐❞✉rr❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡ ❛ (p+q+1)n(n+1)/2✱

♠❛ ❧❛ s✉❛ str✉tt✉r❛ è tr♦♣♣♦ r❡str✐tt✐✈❛✱ ✐♥ q✉❛♥t♦ ♥♦♥ s♦♥♦ ♣❡r♠❡ss❡ ✐♥t❡r❛③✐♦♥✐ tr❛ ❧❡

❞✐✛❡r❡♥t✐ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐✳

✶✳✹✳✷ ❇❊❑❑

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❇❛❜❛✲❊♥❣❧❡✲❑r❛❢t✲❑r♦♥❡r ✭❇❊❑❑✮✱ ❢♦r♠❛❧✐③③❛t♦ ❞❛ ❊♥❣❧❡ ❡ ❑r♦♥❡r ✭✶✾✾✺✮✱ ❣❛✲

r❛♥t✐s❝❡ ♠❛tr✐❝✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣r❛③✐❡ ❛❧❧❛ ❢♦r♠❛ q✉❛❞r❛t✐❝❛✳

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐✈❡♥t❛

Ht = CC ′ +

q∑

i=1

K∑

k=1

A′
kiεt−iε

′
t−iAki +

p∑

j=1

K∑

k=1

B′
kjHt−jBkj ✭✶✳✹✳✸✮

❞♦✈❡ Aki✱ Bkj s♦♥♦ ♠❛tr✐❝✐ n×n s✐♠♠❡tr✐❝❤❡ ❡ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡ C è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣♦❧❛r❡

❜❛ss❛ n × n✱ K s♦♥♦ ✐ ❣r❛❞✐ ❞✐ ❣❡♥❡r❛❧✐tà✳ ■❧ ❇❊❑❑ r✐s✉❧t❛ st❛③✐♦♥❛r✐♦ ✐♥ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ s❡ ❡

✶✾



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

s♦❧♦ s❡ ❣❧✐ ❛✉t♦✈❛❧♦r✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡

q∑

i=1

K∑

k=1

(A′
ki ⊗A′

ki) +

p∑

j=1

K∑

k=1

(B′
kj ⊗B′

kj)

s♦♥♦ ♠✐♥♦r✐ ❞✐ ✶ ✐♥ ♠♦❞✉❧♦✱ ❞♦✈❡ ⊗ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ ♣r♦❞♦tt♦ ❞✐ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳ ◆❡❧ ❝❛s♦ ✐♥ ❝✉✐

K > 1✱ s✐ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ ✐❞❡♥t✐✜❝❛③✐♦♥❡ ♣♦✐❝❤é ❡s✐st♦♥♦ ❞✐✈❡rs❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥✐

❝❤❡ ♣♦rt❛♥♦ ❛❧❧❛ st❡ss❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✭❝❢r✳ ❙✐❧✈❡♥♥♦✐♥❡♥ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛ ✭✷✵✵✽✮✮✳

✶✳✹✳✸ ●❆❘❈❍ ❢❛tt♦r✐❛❧✐ ❡ ♦rt♦❣♦♥❛❧✐

❊s✐st❡✱ ♣♦✐✱ ✉♥❛ ❝❧❛ss❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡ ❝❡r❝❛ ❞✐ ♠✐♥✐♠✐③③❛r❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛

st✐♠❛r❡ ❝❤❡ è q✉❡❧❧❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❢❛tt♦r✐❛❧✐✳ ◗✉❡st✐ ♠♦❞❡❧❧✐ s✐ ❜❛s❛♥♦ s✉❧❧✬✐❞❡❛✱ ✐s♣✐r❛t❛ ❞❛❧

♠♦❞❡❧❧♦ ❈❆P▼ ✭❈❛♣✐t❛❧ ❆ss❡t Pr✐❝✐♥❣ ▼♦❞❡❧✮ ❞✐ ❙❤❛r♣❡ ✭✶✾✻✹✮✱ ❝❤❡ ♣♦❝❤❡ ❢♦r③❡ ❝♦♠✉♥✐

❣✉✐❞✐♥♦ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡❣❧✐ ❛ss❡t✳ ■❧ ♣r✐♠♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❆❘❈❍ ❢❛tt♦r✐❛❧❡ è

st❛t♦ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞❛ ❊♥❣❧❡✱ ◆❣ ❡ ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ✭✶✾✾✵✮✱ ✐❧ q✉❛❧❡ ♣r❡♥❞❡ s♣✉♥t♦ ❞❛❧❧✬❆r❜✐tr❛❣❡

Pr✐❝❡ ❚❤❡♦r② ❞✐ ❘♦ss ✭✶✾✼✻✮✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❆❘❈❍ ❢❛tt♦r✐❛❧❡ ♣r❡s✉♣♣♦♥❡ ❝❤❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ht

s✐❛ ❣❡♥❡r❛t❛ ❞❛ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ k ❞✐ ❢❛tt♦r✐ ft ✐♥ ♠♦❞♦ t❛❧❡ ❝❤❡

Ht = Ω+

K∑

k=1

wkw
′
kfk,t, ✭✶✳✹✳✹✮

✐♥ ❝✉✐ Ω è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ n×n s❡♠✐❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✱ fk,t s♦♥♦ ✐ ❢❛tt♦r✐ ❡ wk✱ ❝♦♥ k = 1, .....K✱

s♦♥♦ ✐ ✈❡tt♦r✐ ❧✐♥❡❛r♠❡♥t❡ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ ❞❡✐ ♣❡s✐✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❛ss✉♠❡ ❝❤❡ ✐ ❢❛tt♦r✐ s✐❛♥♦

❝♦rr❡❧❛t✐✳ ❘✐s✉❧t❛✱ ♣❡rò✱ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r❡ ❣❧✐ ❡✛❡tt✐ ❞❡✐ s✐♥❣♦❧✐ ❢❛tt♦r✐✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱

r✐s✉❧t❛ ❞✐✣❝♦❧t♦s♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛r❡ ✐ ❢❛tt♦r✐ st❡ss✐✱ ♠♦t✐✈♦ ♣❡r ❝✉✐ è s❝❛rs❛ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥❡ ❞✐ ❛♥❛❧✐s✐

❡♠♣✐r✐❝❤❡ ❝♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐ ❢❛tt♦r✐❛❧✐✳

P❡r ♦✈✈✐❛r❡ ❛ q✉❡st✐ ♣r♦❜❧❡♠✐ s✐ è r✐❝♦rs♦ ❛❧❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐✳ ▲❡ st✐♠❡

✈❡♥❣♦♥♦ ❝♦♥❞♦tt❡ ♣❛rt❡♥❞♦ ❞❛❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ✐♥✈❡rt✐❜✐❧❡ W ✱ t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐

yt =Wzt. ✭✶✳✹✳✺✮

▲❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ♦r✐❣✐♥❛❧✐ r✐s✉❧t❛♥♦ ❡ss❡r❡✱ ❞✉♥q✉❡✱ ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ♥♦♥

♦ss❡r✈❛❜✐❧✐ zt✳ ■ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ q✉❡st❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ♣r❡♥❞♦♥♦ ✐❧ ♥♦♠❡ ❞✐ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧

✭❖✲✮ ●❆❘❈❍ ❞✐ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❡ ❈❤✐❜✉♠❜❛ ✭✶✾✾✻✮ ❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭●❖✲✮ ●❆❘❈❍

❞✐ ❱❛♥ ❞❡r ❲❡✐❞❡ ✭✷✵✵✷✮✳ ▲✬✐♣♦t❡s✐ ❛❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ è ❝❤❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦rt♦❣♦♥❛❧❡ W s✐❛

❝♦st❛♥t❡ ♥❡❧ t❡♠♣♦ ❡ ✐♥✈❡rt✐❜✐❧❡ ❡ ❝❤❡ ✐ ❢❛tt♦r✐ s✐❛♥♦ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t❛♠❡♥t❡ ❡t❡r♦s❝❤❡❞❛st✐❝✐ ❡

s❡❣✉❛♥♦ ❞❡✐ ♣r♦❝❡ss✐ ❞❡❧ t✐♣♦ ●❆❘❈❍✳
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✶✳✹✳✹ ❈❈❈ ❡ ❉❈❈

▲❛ t❡r③❛ ❡ ✉❧t✐♠❛ ❝❧❛ss❡ ❞✐ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ s✐ ❜❛s❛ s✉❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ♥❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❡ ♥❡❧❧❡ ❞❡✈✐❛③✐♦♥✐ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥❞✐✲

③✐♦♥❛❧✐✳ ■❧ ♣r✐♠♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ q✉❡st❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ è r❛♣♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛❧ ❈♦♥st❛♥t ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❈❈❈✮ ❞✐ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✾✵✮

Ht = D
1/2
t RD

1/2
t ✭✶✳✹✳✻✮

❞♦✈❡Dt è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ n×n ❝♦♥ ❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ hiit ♣♦st❡ s✉❧❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡

R r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ❝❤❡ ❤❛ ❝♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✐ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐

❞✐ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡ ρijt = hijt(hiithjjt)
−1/2❀ ♥❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❛ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❝♦st❛♥t✐ s✐

♣r❡s✉♣♣♦♥❡ ❝❤❡ t❛❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ♥♦♥ ✈❛r✐✐♥♦ ♥❡❧ t❡♠♣♦✺✳

❚❡♥❡♥❞♦ ❝♦st❛♥t✐ ❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐✱ ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ Ht✱ hijt = ρij(hiithjjt)
1/2✱ ✈❛r✐❛♥♦ ♥❡❧

t❡♠♣♦ s♦❧♦ ♣❡r ❡✛❡tt♦ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ s✐♥❣♦❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐✳ ■♥♦❧tr❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Ht è ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ♣❡r ♦❣♥✐ t ♣♦✐❝❤è R è ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ❡ ❝♦st❛♥t❡ ❡ ❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ s✉❧❧❛

❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✐ Dt s♦♥♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r ❝♦str✉③✐♦♥❡✳

❙✐ s✉♣♣♦♥❡✱ ✐♥✜♥❡✱ ❝❤❡ ❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ♣♦st❡ s✉❧❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✐ Dt s❡❣✉❛♥♦ ✉♥

♣r♦❝❡ss♦ ●❆❘❈❍ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✱ ♣❡r ❝✉✐




hiit = wi +
q∑

r=1
αirε

2
it−r +

p∑
r=1

βirhiit−r

hijt = ρij(hiithjjt)
1/2.

✭✶✳✹✳✼✮

◗✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣♦rt❛ ✐❧ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞✐ ❛✈❡r❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ Ht ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ❡ ❞✐ r✐❞✉rr❡ ✐❧

♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡ ❛ n(1+p+q)+n(n+1)/2✳ ▲✬✐♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐

❝♦st❛♥t✐ ♥❡❧ t❡♠♣♦ è✱ t✉tt❛✈✐❛✱ ♣♦❝♦ ❛❞❛r❡♥t❡ ❞❛❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ ❡♠♣✐r✐❝♦✳ ❙✐ è r❡s♦ ♥❡✲

❝❡ss❛r✐♦ ✐♥tr♦❞✉rr❡ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ♥❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐✱ ❞❛♥❞♦ ❢♦r♠❛ ❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❛

❞✉❡ st❛❞✐ ❉②♥❛♠✐❝ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❉❈❈✮ ❞✐ ❊♥❣❧❡ ❡ ❙❤❡♣♣❛r❞ ✭✷✵✵✶✮ ❡ ❞✐ ❊♥❣❧❡

✭✷✵✵✷✮✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐✈❡♥t❛

Ht = D
1/2
t RtD

1/2
t , ✭✶✳✹✳✽✮

❝♦♥ Rt ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ♥❡❧ t❡♠♣♦✳ ◆❡❧ ♣r✐♠♦ st❛❞✐♦ s✐ st✐♠❛♥♦ ❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ❝❤❡ s❡❣✉♦♥♦

✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ●❆❘❈❍✭♣✱q✮

hiit = α0i +

Qi∑

s=1

αsy
2
it−s +

Pi∑

s=1

βshiit−s, ✭✶✳✹✳✾✮

✺❙✐ ♥♦t✐ ✐♥❢❛tt✐ ❝❤❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R ♥♦♥ è ✐♥❞✐❝✐③③❛t❛ ♥❡❧ t❡♠♣♦✳
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❞♦✈❡ Qi ❡ Pi r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r✐t❛r❞✐ ❞❡❧ ●❆❘❈❍ ❞✐ ♦❣♥✐ s❡r✐❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✳

■❧ ♣❛ss♦ s✉❝❝❡ss✐✈♦ ❛❧❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Dt è ❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ♣❡r

❝✉✐

Qt = (1−
q∑

r=1

ar −
p∑

r=1

br)Q̄+

q∑

r=1

arut−ru
′
t−r +

p∑

r=1

brQt−r ✭✶✳✹✳✶✵✮

Rt = Q̃−1
t QtQ̃

−1
t ✭✶✳✹✳✶✶✮

❞♦✈❡ Q̃t è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ❧❛ ❝✉✐ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❧❡ r❛❞✐❝✐ q✉❛❞r❛t❡ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❛

❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✐ Qt✱ Q̄ = E(utu
′
t) è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❞✐ yt ❡

uit = yit/h
1/2
it s♦♥♦ ✐ r❡s✐❞✉✐ st❛♥❞❛r❞✐③③❛t✐✳

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❉❈❈ ♣r❡s❡♥t❛✱ ❞✉♥q✉❡✱ ✐❧ ♥♦t❡✈♦❧❡ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞❡❧❧❛ r✐❞✉③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐

♣❛r❛♠❡tr✐ ❛ p + q + n +
n∑

i=1
(Pi + Qi) ❡ ❞✐ t❡♥❡r❡ ❝♦♥t♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà ♥❡❧ t❡♠♣♦ ❞❡❧❧❡

❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐✳ ▲♦ s✈❛♥t❛❣❣✐♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ❛✈❡r❡ ✉♥ ✉♥✐❝♦ ♣r♦❝❡ss♦ ♣❡r t✉tt❡ ❧❡

❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐✳

✶✳✹✳✺ ❙t✐♠❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ●❆❘❈❍ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t✐

▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ♣❡r ❧❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ●❆❘❈❍ s✐ ❜❛s❛ s✉❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐

✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✳ ❙✐❛
{
yt : t = 1, 2, ...

}
✉♥❛ s❡q✉❡♥③❛ ❞✐ ✈❡tt♦r✐ n× 1 ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝❛s✉❛❧✐ yt✱

s✐ s✉♣♣♦♥❡ ❝❤❡ ✐ ♣r✐♠✐ ❞✉❡ ♠♦♠❡♥t✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ s✐❛♥♦

E(yt | It−1) = µt(θ)

V ar(yt | It−1) = Ht(θ)

❞♦✈❡ θ ∈ Θ ❡ Θ è ✉♥ s♦tt♦✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ Rp✳ ▲❛ ❧♦❣✲✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥t❡ è ❞❛t❛ ❞❛

ℓT =
T∑

t=1

ℓt(θ)

❞♦✈❡ T è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐✳ ❙✐ ❤❛ ❞✉♥q✉❡

log ℓt(θ) = −1

2
log detHt(θ)−

1

2

[
yt − µt(θ)

]′
Ht(θ)

[
yt − µt(θ)

]

= −1

2
log detHt(θ)−

1

2
εt(θ)

′H−1
t εt(θ).

▲♦ st✐♠❛t♦r❡ ❞✐ q✉❛s✐✲♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ s✐ ♦tt✐❡♥❡ ♠❛ss✐♠✐③③❛♥❞♦ ℓT (θ)✱ ❡s❛♠✐♥❛♥❞♦

❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞❡❧ ♣r✐♠♦ ♦r❞✐♥❡ ♣❡r ✉♥❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡✿

∂ℓT (θ̂T )

∂θ
=

T∑

t=1

∂ log ℓt(θ̂t)

∂θ
= 0.

✷✷
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❙❡ ✐ ♠♦♠❡♥t✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ µt(θ) ❡ Ht(θ) s♦♥♦ ❞✐✛❡r❡♥③✐❛❜✐❧✐ r✐s♣❡tt♦ ❛ θ ❡ s❡ Ht(θ) è ✉♥❛

♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥✲s✐♥❣♦❧❛r❡ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ✉♥♦ ♣❡r ♦❣♥✐ θ ∈ Θ✱ ❛❧❧♦r❛ ✐❧ ❣r❛❞✐❡♥t❡ ❞❡❧❧❛ t✲❡s✐♠❛

♦ss❡r✈❛③✐♦♥❡ è ♣❛r✐ ❛✿

st(θ)
′ =

∂µt(θ)

∂θ
H−1

t (θ)εt(θ) +
1

2

∂Ht(θ)
′

∂θ

[
H−1

t (θ)⊗H−1
t (θ)

]
vec

[
εt(θ)εt(θ)

′ −Ht(θ)

]
.

❙♦tt♦ ❛❧❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r❡❣♦❧❛r✐tà s✉❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ❞❡❧ ❣r❛❞✐❡♥t❡ ❡ s✉❧❧❛ st❛✲

③✐♦♥❛r✐❡tà ❞❡❧ ♣r♦❝❡ss♦ ♦ss❡r✈❛t♦✱ s✐ ♣✉ò st❛❜✐❧✐r❡ ❝❤❡ ❧♦ st✐♠❛t♦r❡ ❞✐ q✉❛s✐✲♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦✲

s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❡s✐st❡ ❛s✐♥t♦t✐❝❛♠❡♥t❡✱ è ❝♦♥s✐st❡♥t❡ ❡ ❛s✐♥t♦t✐❝❛♠❡♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ❡

❲♦♦❧❞r✐❞❣❡ ✭✶✾✾✷✮✮✳

✶✳✺ ▼♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛

❯♥✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ t✐♣♦ ●❆❘❈❍ ♣❡r ❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà è r❛♣♣r❡s❡♥t❛t❛ ❞❛✐

♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛✳ ◗✉❡❧❧♦ ❝❤❡ ❞✐✛❡r❡♥③✐❛ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛

❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❆❘❈❍ è ❝❤❡ ✐❧ s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦✱ It−h✱ ♥♦♥ è ❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡ ♦ss❡r✈❛❜✐❧❡ r✐s♣❡tt♦

❛❧ t❡♠♣♦ t − h✳ ❈♦♠❡ r✐s✉❧t❛t♦ s✐ ❤❛ ❝❤❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❧❛t❡♥t❡ s✐❛ ❣✉✐❞❛t❛ ❞❛ ✉♥ ♣r♦♣r✐♦

♣r♦❝❡ss♦ st♦❝❛st✐❝♦ s♦tt♦st❛♥t❡✳ ■♥ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ s✐ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ r❛♣✐❞❛ r❛ss❡❣♥❛ ❞❡✐

♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛✱ ♣❡r ✉♥❛ ❛♥❛❧✐s✐ ♣✐ù ❝♦♠♣❧❡t❛ ❞❡❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛

❝♦❧❧❡❣❛t❛ s✐ r✐♠❛♥❞❛ ❛✐ ❧❛✈♦r✐ ❞✐ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✾✹✮✱ ❙❤❡♣❤❛r❞ ✭✶✾✾✻✮ ❡ ●❤②s❡❧s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮✳

❙✐ ♣r❡s✉♣♣♦♥❡✱ ❞✉♥q✉❡✱ ❝❤❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà s❡❣✉❛ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ st♦❝❛st✐❝♦ vt ❡ ❝❤❡ ✐❧ ♣r❡③③♦

❞✐ ✉♥ t✐t♦❧♦ r✐s❝❤✐♦s♦ s❡❣✉❛ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❧ t✐♣♦

dSt = µStdt+
√
vtStdWt ✭✶✳✺✳✶✮

❞♦✈❡ Wt è ✉♥ ♠♦t♦ ❇r♦✇♥✐❛♥♦ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ ③❡r♦ ❡ ✈❛r✐❛♥③❛ ✉♥✐t❛r✐❛✱ µ è ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡

❝♦st❛♥t❡ ❞✐ ❞r✐❢t ❞❡❧ ♣r❡③③♦ St✳ ▲✬❡q✉❛③✐♦♥❡ s♦tt♦st❛♥t❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛ ✈❛r✐❛ ❞❛

♠♦❞❡❧❧♦ ❛ ♠♦❞❡❧❧♦✱ ✐❧ ❝❛s♦ ❣❡♥❡r❛❧❡ è r❛♣♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛

dvt = αs,tdt+ βs,tdBt ✭✶✳✺✳✷✮

❞♦✈❡ αs,t ❡ βs,t s♦♥♦ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ vt✳ ▲❛ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥③❛ ❝♦♥ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ●❆❘❈❍ è ❝❤❡✱

❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t❛♠❡♥t❡ ❛❧ s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦ It−1✱ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà vt ♥♦♥ è ♥♦t❛ ♠❛ è ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

❝❛s✉❛❧❡ ♥♦♥ ♦ss❡r✈❛❜✐❧❡ ✭❝❢r✳ ❇❛✉✇❡♥s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✮✳

❍❡st♦♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ♣❡r ♣r✐♠♦✱ ❤❛ ♣r♦♣♦st♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ✐♥ ❝✉✐ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡❧ ♣r❡③③♦ ❞✐ ✉♥

t✐t♦❧♦ ♥♦♥ s✐❛ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t❡ ❞❛❧❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧ ♣r❡③③♦✳ ■❧ ♣r♦❝❡ss♦ st♦❝❛st✐❝♦ ❛❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞✐✈❡♥t❛

dvt = k(θ − vt)dt+ σ
√
vtdBt ✭✶✳✺✳✸✮

✷✸
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❞♦✈❡ θ è ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♠❡❞✐❛ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦✱ k è ✐❧ t❛ss♦ ❛❧ q✉❛❧❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà t♦r♥❛ ✈❡rs♦

✐❧ s✉♦ ✈❛❧♦r❡ ♠❡❞✐♦ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦✱ σ è ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ dBt è

✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❣❛✉ss✐❛♥♦ ❛ ♠❡❞✐❛ ③❡r♦✳ ■ ❞✉❡ ♣r♦❝❡ss✐✱ dWt ❡ dBt✱ s♦♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐ ❛❞ ✉♥ t❛ss♦

❝♦st❛♥t❡ ρ✳

◗✉❡❧❧♦ ❞✐ ❍❡st♦♥ ✭✶✾✾✸✮ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛ ♣✐ù ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱

❡s✐st♦♥♦✱ t✉tt❛✈✐❛✱ ❞✐✈❡rs✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈✐✿

• ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❊❱ ✭❝♦♥st❛♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✱ ❧❛ r❡❧❛③✐♦♥❡ tr❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ♣r❡③③♦ è

s✐♥t❡t✐③③❛t❛ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦

dSt = µStdt+ σS
β/2
t dWt ✭✶✳✺✳✹✮

❞♦✈❡ dW è ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ❲✐❡♥❡r✱ σ è ✉♥❛ ❝♦st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❛ ❡ β è ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡

✐❧ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❈❊❱✳ ▲❛ ❣r❛♥❞❡③③❛ β ✐♥✢✉❡♥③❛ ❧❛ ❞✐r❡③✐♦♥❡ ❡ ❧✬❡♥t✐tà ❞❡❧❧✬✐♠♣❛tt♦ ❞❡❧

♣r❡③③♦ ❞❡❧❧✬❛tt✐✈✐tà s✉❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ❚❛❧❡ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ s❡♣❛r❛t♦

♣❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ s✐ ♣❛r❧❛ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❧♦❝❛❧❡❀

• ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤❡♥ ✭✶✾✾✻✮✱ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❝❤❡ ❣✉✐❞❛♥♦ ✐ t❛ss✐ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡✱ vt✱ ❞❡r✐✈❛♥♦ ❞❛❧

s✐st❡♠❛

drt = (θt − αt)dt+
√
rtσtdWt ✭✶✳✺✳✺✮

dαt = (ζt − αt)dt+
√
αtσtdWt ✭✶✳✺✳✻✮

dσt = (βt − σt)dt+
√
σtηtdWt; ✭✶✳✺✳✼✮

• ♠♦❞❡❧❧♦ ❙❆❇❘ ✭❙t♦❝❤❛st✐❝ ❆❧♣❤❛✱ ❇❡t❛✱ ❘❤♦✮✱ ❤❛ ❧♦ s❝♦♣♦ ❞✐ r✐♣r♦❞✉rr❡ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡

❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ❞❡✐ ❞❡r✐✈❛t✐✳ ▲❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ s♦♥♦✿

dSt = σtS
β
t dWt ✭✶✳✺✳✽✮

dσt = ασtdzt, ✭✶✳✺✳✾✮

❝♦♥ Wt ❡ zt ❝❤❡ r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦ ❞✉❡ ♣r♦❝❡ss✐ ❞✐ ❲✐❡♥❡r ❝♦rr❡❧❛t✐✳

✶✳✺✳✶ ▼♦❞❡❧❧✐ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t✐ ❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛ ✭▼❙❱✮

❊s✐st♦♥♦ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛ ❛♥❝❤❡ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ✉♥

✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ ❧♦❣❛r✐t♠✐ ❞❡✐ ♣r❡③③✐ S = (S1, ....Sn) ❞✐ n ❛ss❡t ❝♦♥ y = (y1, ...., yn) ✈❡tt♦r❡ ❞❡✐

r❡♥❞✐♠❡♥t✐✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡r ✐❧ ✈❡tt♦r❡ S ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❡s♣r❡ss♦ ❝♦♠❡

dSt = H
1/2
t dWt ✭✶✳✺✳✶✵✮

df [vech(Ht)] = a[vech(Ht)]dt+ b[vech(Ht)]dBt ✭✶✳✺✳✶✶✮

✷✹
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❞♦✈❡Wt ❡ Bt s♦♥♦ ❞✉❡ ✈❡tt♦r✐ ❞✐ ♠♦t✐ ❇r♦✇♥✐❛♥✐✱ Ht è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ✐st❛♥t❛♥❡❛

❡ f ✱ a ❡ b s♦♥♦ ❢✉♥③✐♦♥✐ ♥♦t❡✳

❉❛ q✉❡st❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ s✐ r✐❝❛✈❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ▼❙❱ ❣❡♥❡r✐❝♦ ✐♥ t❡♠♣♦ ❞✐s❝r❡t♦

yt = H
1/2
t εt ✭✶✳✺✳✶✷✮

εt ∼ N(0, In) ✭✶✳✺✳✶✸✮

ut−1 ∼ N(0,Σu) ✭✶✳✺✳✶✹✮

f [vech(Ht)] = a[vech(Ht−1)] + f [vech(Ht−1)] + b[vech(Ht−1)]ut−1, ✭✶✳✺✳✶✺✮

❝♦♥ yt = St − St−1✳

◆❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ❣❡♥❡r✐❝❛ ❧✬❛ss❡♥③❛ ❞✐ ✈✐♥❝♦❧✐ ♥♦♥ ❣❛r❛♥t✐s❝❡ ❝❤❡ Ht s✐❛ ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛❀

❞✐✈❡rs✐ ❧❛✈♦r✐ ❤❛♥♥♦ ❝❡r❝❛t♦ ❞✐ ♦✈✈✐❛r❡ ❛ q✉❡st♦ ♣r♦❜❧❡♠❛✳

■❧ ♣r✐♠♦ ❧❛✈♦r♦ ❞❡❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ▼❙❱ è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ❍❛r✈❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮

εt = H
1/2
t zt zt ∼ N(0,Σt) ✭✶✳✺✳✶✻✮

Ht = diag(exp(h1t), ..., exp(hNt)) ✭✶✳✺✳✶✼✮

ht+1 = w + β ⊙ ht + ut ut ∼ N(0,Σu) ✭✶✳✺✳✶✽✮

❞♦✈❡ ht = (h1t, ...., hNt) è ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❛❧ t❡♠♣♦ t✱ Σt è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐✱

⊙ è ❧✬♦♣❡r❛t♦r❡ ♣r♦❞♦tt♦ ❞✐ ❍❛❞❛♠❛r❞✱ w ❡ β s♦♥♦ ✈❡tt♦r✐ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✳ ❘✐s✉❧t❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦

str✐♥❣❡♥t❡ ♣❡r ✐❧ ❢❛tt♦ ❞✐ ❛✈❡r❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❝♦st❛♥t✐ ♥❡❧ t❡♠♣♦✱ ✐♥❢❛tt✐ ♣r❡s❡♥t❛ ❞❡❧❧❡

❛♥❛❧♦❣✐❡ ❝♦♥ ✐❧ ❈❈❈ ❞✐ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✾✵✮✳

❆❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❍❛r✈❡② s♦♥♦ s❡❣✉✐t❡ ❞✐✈❡rs❡ ❢♦r♠✉❧❛③✐♦♥✐ ♣❡r t❡♥❡r❡ ❝♦♥t♦ ❞❡❧❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡

❞❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐✱ ❞❡❣❧✐ ❡✛❡tt✐ ❧❡✈❡r❛❣❡✱ ❞❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥✐ ❝♦♥ ❝♦❞❡ s♣❡ss❡ ❞❡❧❧❡ ✐♥♥♦✈❛③✐♦✲

♥✐✱ s✐ r✐♠❛♥❞❛ ❛❧❧❛ r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❛ ❝♦♥❞♦tt❛ ❞❛ ❆s❛✐✱ ▼❝❆❧❡❡r ❡

❨✉ ✭✷✵✵✻✮ ❡ ❛❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❆♥❞❡rs❡♥ ✭✷✵✵✾✮ ♣❡r ✉♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐♠❡♥t♦ s✉✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥ t❡♠♣♦

❝♦♥t✐♥✉♦✳

✶✳✻ ❱❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛

■ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ❡t❡r♦s❝❤❡❞❛st✐❝✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❡ q✉❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦

❣❧✐ ❛♣♣r♦❝❝✐ ♣✐ù ❝♦♠✉♥✐ ♣❡r ♠✐s✉r❛r❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ❚❛❧✐ ❛♣♣r♦❝❝✐ ❞✐♣❡♥❞♦♥♦ ❢♦rt❡♠❡♥t❡

❞❛❧❧❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ s♦tt♦st❛♥t❡ ❛❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ♥❡❝❡ss✐t❛♥♦ ❞✐ ❢♦rt✐ ❛ss✉♥③✐♦♥✐

♣❡r ❧❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✳

▲❛ r✐❝❡r❝❛ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❛❞❡❣✉❛t♦ ♣❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❤❛ s♣♦st❛t♦ ❧✬❛tt❡♥③✐♦♥❡ ❞❡✐ r✐❝❡r❝❛✲

t♦r✐ s✉✐ ❞❛t✐ ❛❞ ❛❧t❛ ❢r❡q✉❡♥③❛✳ ▼❡rt♦♥ ✭✶✾✽✵✮✱ ♣❡r ♣r✐♠♦✱ ❤❛ ❡✈✐❞❡♥③✐❛t♦ ❝♦♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛
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♣♦ss❛ ❡ss❡r❡ ❡s♣r❡ss❛ ❝♦♠❡ ❧❛ s♦♠♠❛ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❛❧ q✉❛❞r❛t♦ s❡ ✐ ❞❛t✐ s♦♥♦ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐

❛ ❢r❡q✉❡♥③❡ ♠♦❧t♦ ❛❧t❡✳ ❘❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ❆♥❞❡rs❡♥✱ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡ ❊❜❡♥s ✭✷✵✵✶❛✮ ❡

❆♥❞❡rs❡♥✱ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡ ▲❛❜②s ✭✷✵✵✶❜✮ ❤❛♥♥♦ ♠♦str❛t♦ ❝❤❡ s♦♠♠❛♥❞♦ ✐ q✉❛❞r❛t✐

❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐ s✐ ♦tt✐❡♥❡ ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ ♦ss❡r✈❛❜✐❧❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❛

❞❡✜♥✐t❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ✭r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❘❱✮✳ ▲❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡① ♣♦st✱ ❛❧ ♥❡tt♦ ❞✐ ❡rr♦r✐

❞✐ ♠✐s✉r❛ ❡ s❛❧t✐✱ ❞✐✈❡♥t❛ ✧♦ss❡r✈❛❜✐❧❡✧ ❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ♠♦❞❡❧❧❛t❛ ❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡✱ ♣✐✉tt♦st♦ ❝❤❡

❡ss❡r❡ tr❛tt❛t❛ ❝♦♠❡ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❧❛t❡♥t❡✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ s❡❜❜❡♥❡ ❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❣✐♦r✲

♥❛❧✐❡r❡ s✐❛♥♦ ❞✐str✐❜✉✐t❡ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧❡✱ ✐ ❧♦r♦ ❧♦❣❛r✐t♠✐ s♦♥♦ ❛♣♣r♦ss✐✈❛t✐♠❡♥t❡

♥♦r♠❛❧✐ ✭❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶❛✮✮✳ ▲❛ ♠❡❝❝❛♥✐❝❛ ♣❡r ✐❧ ❝❛❧❝♦❧♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛

è ♣✐✉tt♦st♦ s❡♠♣❧✐❝❡✱ ♠❛ ❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛③✐♦♥✐ t❡♦r✐❝❤❡ ❛❧❧❛ ❜❛s❡ s♦♥♦ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❡ ♥❡❝❡ss✐t❛♥♦ ❞✐

❡ss❡r❡ ❛♥❛❧✐③③❛t❡ ♥❡❧ ❞❡tt❛❣❧✐♦✳

✶✳✻✳✶ ❈♦str✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛

▲✬✐❞❡❛ ❛❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❛ t❡♦r✐❛ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ è ❝❤❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛ ❞✐✈❡♥t❛

❧❛ ♠✐❣❧✐♦r❡ ❛♣♣r♦ss✐♠❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥♦♥ ♦ss❡r✈❛❜✐❧❡ q✉❛♥❞♦ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐

s♦♥♦ ❝❛♠♣✐♦♥❛t✐ ❝♦♥ ❢r❡q✉❡♥③❡ s✉✣❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❛❧t❡✳ ❙✐ s✉♣♣♦♥❡ ❝❤❡ ✐❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧ ♣r❡③③♦

❞✐ ✉♥♦ s♣❡❝✐✜❝♦ ❛ss❡t✱ p(t)✱ s❡❣✉❛ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ❞✐✛✉s✐♦♥❡

dp(t) = µ(t)dt+ σ(t)dW (t) ❝♦♥ t❂✶✱ ✷✱ ✸ ✳✳✳ ✭✶✳✻✳✶✮

❝❤❡ ❞❡s❝r✐✈❡ ❧❡ tr❛✐❡tt♦r✐❡ ❞✐ ✉♥❛ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❛ ✐♥ t❡♠♣♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ♥❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ [0, T ]✱ ❝♦♥

0 ≤ s ≤ t ≤ T ✳ ❉♦✈❡ dp(t) è ✐❧ ❞✐✛❡r❡♥③✐❛❧❡ ❞❡❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧ ♣r❡③③♦✱ µt è ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐

❞r✐❢t✱ σt è ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✐st❛♥t❛♥❡❛ ❞❡❧ ♣r♦❝❡ss♦ ♦ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞✱ str❡tt❛♠❡♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❛

❡ ❝♦♥ ✐❧ ♣r♦♣r✐♦ q✉❛❞r❛t♦ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧❡ ✭♣❡r ❝✉✐ E(
∫ t
0 σ

2
sds) <∞✮✱ ❡Wt è ✉♥ ♠♦t♦ ❇r♦✇♥✐❛♥♦

st❛♥❞❛r❞✳

❙❡ s✐ ❞❡✜♥✐s❝❡ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❝♦♠♣♦st♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ tr❛ ✐❧ t❡♠♣♦ t−h ❡ ✐❧ t❡♠♣♦ t ❞❡❧ s✉❞❞❡tt♦

❛ss❡t✱ ❝♦♥ 0 < h ≤ t✱ ❝♦♠❡

rt = p(t)− p(t− h) =

∫ t

t−h
µsds+

∫ t

t−h
σsdWs. ✭✶✳✻✳✷✮

▲❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ❞❡❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦✱ ♠✐s✉r❛ ♥❛t✉r❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà ❞❡❧ s❡♥t✐❡r♦ ❞✐

❞✐✛✉s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❛ s❡❝♦♥❞♦ ❧❛ t❡♦r✐❛ ❞❡❧❧❛ ✐♥t❡❣r❛③✐♦♥❡ st♦❝❛st✐❝❛✱ è ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡

[
p, p
]
t
= QVt =

∫ t

t−h
σ2(s)ds. ✭✶✳✻✳✸✮

▲✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✶✳✻✳✸✮ ♠♦str❛ ❝❤❡ ❧❡ ✐♥♥♦✈❛③✐♦♥✐ ❞❡❧ ❞r✐❢t µ(t) ♥♦♥ ✐♥✢✉❡♥③❛♥♦ ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡

❞❡❧ s❡♥t✐❡r♦ ❞✐ ❞✐✛✉s✐♦♥❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✳ ◗✉✐♥❞✐✱ ✐♥ q✉❡st♦ ❝♦♥t❡st♦✱ ♣♦✐❝❤é ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡

✷✻



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

q✉❛❞r❛t✐❝❛ è t♦t❛❧♠❡♥t❡ ✐♥❞♦tt❛ ❞❛❧❧❡ ✐♥♥♦✈❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❛ ❧♦❝❛❧❡✱ ❡ss❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥

❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ✐♥t❡❣r❛t❛✻✱ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà ❝✉♠✉❧❛t❛ ❡① ♣♦st ❞❛❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦

❡ ❞❛t❛ ❞❛

IVt =

∫ t

t−h
σ2(s)ds = QVt. ✭✶✳✻✳✹✮

❉❛❧❧❛ ♣r♦♣r✐❡tà ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ✭❞❡✜♥✐t❛ ❞❛❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✶✳✷✳✸✮ ♥❡❧❧❛ s❡③✐♦♥❡

✶✳✷✮ ❞❡r✐✈❛ ❝❤❡✱ ✐♥ ❛ss❡♥③❛ ❞✐ ❡rr♦r✐ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛✼ ❡ ❞✐ ❡rr♦r✐ ❞✐ ♠✐s✉r❛ ✭❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✵✮ ❡ ❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❡ ❙❤❡♣❤❛r❞ ✭✷✵✵✷✮✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♣✉ò

❡ss❡r❡ ❛♣♣r♦ss✐♠❛t❛ ❝♦♠❡

[
p, p
]
t
= plim

n→∞

n∑

j=1

[
p(sj)− p(sj−1)

]2
, ✭✶✳✻✳✺✮

♣❡r ♦❣♥✐ s❡q✉❡♥③❛ ❞✐ ♣❛rt✐③✐♦♥✐ 0 = s0 < s1 < ... < sn = t ❝♦♥ | sj − sj−1 |→ 0✱ q✉❛♥❞♦ ✐❧

♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛rt✐③✐♦♥✐ n è t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐ n→ ∞✳

P♦✐❝❤é ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r♦ è ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡

rt,i = pt,i − pt,i−1 ∀i = 1, ...., n

❡ q✉❡❧❧♦ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r♦ ❝♦♠❡

rt =
n∑

i=1

rt,i.

▲❛ t❡♦r✐❛ ❞❡❧❧❛ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❛ ❛ss✐❝✉r❛ ❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✱ ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡ ❧❛ s♦♠✲

♠❛ ❞❡✐ q✉❛❞r❛t✐ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐✱ ❝♦♥✈❡r❣❛ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❛❧❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡

q✉❛❞r❛t✐❝❛✱ q✉✐♥❞✐ ❛❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ✐♥t❡❣r❛t❛ ❞❡❧ ❣✐♦r♥♦ t✱ ♣❡r n→ ∞✳ ❙✐❛

RVt =
n∑

i=1

r2t,i. ✭✶✳✻✳✻✮

❙✐ ❤❛ ❝❤❡

RVt
p−→ [r, r]t − [r, r]t−h ≡ QVt ✭✶✳✻✳✼✮

RVt
p−→ IVt. ✭✶✳✻✳✽✮

✻▲❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ✐♥t❡❣r❛t❛ ♥♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞♦♥♦ ✐♥ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ♣❡r ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♣✐ù

❣❡♥❡r❛❧❡ ✭❡✳❣✳ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❞✐✛✉s✐♦♥❡ ❝♦♥ s❛❧t✐✮✳
✼▲✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛ ❡♠❡r❣❡ ♣❡r ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ s❝❛♠❜✐ ♥♦♥ s✐♥❝r♦♥✐③③❛t✐✱ ♣❡r ❧✬❛ss❡♥③❛ ❞✐ s❝❛♠❜✐✱

♣❡r ❧❡ ♣r♦♣r✐❡tà ❞❡❧ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦ ❞✐ tr❛❞✐♥❣ ✭❇❧❛❝❦ ✭✶✾✼✻✮ ❡ ❆♠✐❤✉❞ ❡ ▼❡♥❞❡❧s♦♥ ✭✶✾✽✼✮✮ ❡ ♣❡r ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛

❞✐ ♣r❡③③✐ ❞✐s❝r❡t✐ ✭❍❛rr✐s ✭✶✾✾✵✮ ❡ ❍❛rr✐s ✭✶✾✾✶✮✮✳
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▲❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛ ❢♦r♥✐s❝❡ ❞✉♥q✉❡ ✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥♦③✐♦♥❛❧❡✱

♣❡r ❝✉✐

RVt
p−→ υ2(t, h). ✭✶✳✻✳✾✮

◗✉❡st♦ ✐♠♣❧✐❝❛ ❝❤❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛ ❛tt❡s❛ s✐❛ ✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛✲

t✐❧✐tà ♥♦③✐♦♥❛❧❡ ❛tt❡s❛

E
[
RVt

∣∣ It−h

] p→ E
[
υ2(t, h)

∣∣ It−h

]
. ✭✶✳✻✳✶✵✮

■♥✜♥❡✱ ❞❛❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✶✳✷✳✶✷✮ s❡❣✉❡ ❝❤❡✱ s❡ ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ è ✐♥t❡❣r❛❜✐❧❡ ❛❧ q✉❛✲

❞r❛t♦ ❡ s❡ µ(t) ≡ 0✱ ❛❧❧♦r❛ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛ è ✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ❝♦rr❡tt♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛

❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✿

E
[
RVt

∣∣ It−h

]
= E

[
QVt

∣∣ It−h

]
= V ar

[
r(t, h) | It−h

]
. ✭✶✳✻✳✶✶✮

◗✉❡st❛ ✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ❧❡❣❛ ✐❧ ❝♦♥❝❡tt♦ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛ ❛ q✉❡❧❧♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦✲

♥❛❧❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❆❘❈❍✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❝♦str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ s❡r✐❡ st♦r✐❝❤❡ ♣❡r

❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ q✉❛❧❡ s✐ ♣✉ò ♦tt❡♥❡r❡ ✉♥❛ ❜✉♦♥❛ ❛♣♣r♦ss✐♠❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛

✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✳ ❙❡ µ(t) 6≡ 0✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥③❛ ❞✐ ❘❱ ❛ ◗❱ ♥♦♥ ✐♠♣❧✐❝❛

❛✉t♦♠❛t✐❝❛♠❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥③❛ ✐♥ ♠❡❞✐❛ ❞❡❣❧✐ st❡ss✐ ♦❣❣❡tt✐✳

Pr✐♠✐ ❡s❡♠♣✐ ❞✐ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ s✐ tr♦✈❛♥♦ ✐♥ ▼❡rt♦♥ ✭✶✾✽✵✮✱ P♦t❡r❜❛ ❡ ❙✉♠♠❡rs

✭✶✾✽✻✮✱ ❙❝❤✇❡rt ✭✶✾✽✾✮✱ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡ ❙t♦❝❦ ✭✶✾✽✾✮✱ ❙❝❤✇❡rt ✭✶✾✾✵✮✱ ❚❛②❧♦r ❡ ❳✉ ✭✶✾✾✼✮ ❡

❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❡ Pr❛❜❤❛❧❛ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ ♠✐s✉r❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ s✐ è ❞✐✛✉s♦ s♦❧♦ ✐♥

s❡❣✉✐t♦ ❛❧❧❛ ❢♦r♠❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ st❡ss❛ ❞❛ ♣❛rt❡ ❞✐ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✾✽✮ ✐ q✉❛❧✐✱

✐♥s✐❡♠❡ ❛❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❤❛♥♥♦ ❞✐♠♦str❛t♦ ❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ è

✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❛ s♦❧♦ s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ tr❛ ❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐

✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡ t❡♥❞❡ ❛ ③❡r♦ ♦ s❡ ❧❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ t❡♥❞❡ ❛❧❧✬✐♥✜♥✐t♦✳

✶✳✻✳✷ ❉✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛

▲❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❛s✐♥t♦t✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ è st❛t❛ ❛♥❛❧✐③③❛t❛ ✐♥ ❞✉❡ ❞✐✈❡rs✐ ❧❛✈♦r✐✱

❏❛❝♦❞ ❡ Pr♦tt❡r ✭✶✾✾✽✮ ❡ ❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❡ ❙❤❡♣❤❛r❞ ✭✷✵✵✷✮✳

❉❛✐ ❧♦r♦ r✐s✉❧t❛t✐ ❡♠❡r❣❡ ❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ s✐ ❞✐str✐❜✉✐s❝❡ ❝♦♠❡

n1/2 · 1√
2IQt

(RVt − IVt)
d−→ N(0, 1) ✭✶✳✻✳✶✷✮

❞♦✈❡ n è ❧❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r♦ ❡ IQt è ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡ ❧❛ q✉❛rt✐❝✐tà

✐♥t❡❣r❛t❛ ✭✐♥t❡❣r❛t❡❞ q✉❛rt✐❝✐t②✮

IQt =

∫ t

t−h
σ4(s)ds.

✷✽



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

P❡r ♣♦t❡r ❢❛r❡ ✐♥❢❡r❡♥③❛ è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❡ ❞✐ IQt✳ ❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❡

❙❤❡♣❤❛r❞ ✭✷✵✵✷✮ ❤❛♥♥♦ ♠♦str❛t♦ ❝❤❡ ✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❡ ❞✐ IQt è ❞❛t♦ ❞❛❧❧❛ ❘❡❛❧✐③❡❞

◗✉❛rt✐❝✐t②✱ ❘◗✱ ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡

RQt =
1

3

n∑

i=1

r4i , ✭✶✳✻✳✶✸✮

♣❡r ❝✉✐
δ−1/2(RVt − IVt)√

2
3RQt

d−→ N(0, 1). ✭✶✳✻✳✶✹✮

❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❡ ❙❤❡♣❤❛r❞ ✭✷✵✵✷✮ ❞✐♠♦str❛♥♦ ❝❤❡ ✉♥✬❛♣♣r♦ss✐♠❛③✐♦♥❡ ♠✐❣❧✐♦r❡ s✐ ❤❛

♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③③❛③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❤❛ ❝♦♠❡ r✐s✉❧t❛t♦

δ−1/2(logRVt − log IVt)√
2
3
RQt
RV 2

t

d−→ N(0, 1). ✭✶✳✻✳✶✺✮

✶✳✻✳✸ Pr♦❜❧❡♠✐ ❝♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛

■ r✐s✉❧t❛t✐ ♣r❡❝❡❞❡♥t✐ ♠♦str❛♥♦ ❝♦♠❡ s✐❛ ♣r❡❢❡r✐❜✐❧❡ s❝❡❣❧✐❡r❡ ❧❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦

♣✐ù ❡❧❡✈❛t❛ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ♣❡r ❧❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✱ t✉tt❛✈✐❛ ✐ ❞✐✈❡rs✐ ♠❡t♦❞✐

❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❡ ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛ ❢❛♥♥♦ s♦r❣❡r❡ ❞❡✐ ♣r♦❜❧❡♠✐

r✐❧❡✈❛♥t✐✳

■❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡✐ ♣r❡③③✐ ♥❡❧❧❛ ♣r❛t✐❝❛ ♥♦♥ s✐ ❞✐✛♦♥❞❡ ✐♥ t❡♠♣♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✱ ❝♦♠❡ s✉❣❣❡r✐t♦

❞❛❧❧❛ t❡♦r✐❛ ✜♥❛♥③✐❛r✐❛✱ ♠❛ ✈✐❡♥❡ ♦ss❡r✈❛t♦ ❛❞ ✐♥t❡r✈❛❧❧✐ ❞✐s❝r❡t✐ ❡ ♥♦♥ r❡❣♦❧❛r✐ ♥❡❧ t❡♠♣♦✳

■ ❞✐✈❡rs✐ ♠❡t♦❞✐ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ✐♥✢✉❡♥③❛♥♦ ❧❛ ❞✐s❝r❡t✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♣r❡③③♦✱ tr❛ ✐ ✈❛r✐

♠❡t♦❞✐ s✐ ❤❛✿

• ❈❛❧❡♥❞❛r t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣✱ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧❧✐ ❡q✉✐❞✐st❛♥t✐ ♥❡❧ t❡♠♣♦✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦

♦❣♥✐ ✺ ♠✐♥✉t✐ ♦ ♦❣♥✐ ♦r❛❀ ✐♥ ✉♥ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❉❡ P♦♦t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ s✐ ❝❡r❝❛ ❞✐ tr♦✈❛r❡

❧✬♦tt✐♠❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❝❤❡ ♠❛ss✐♠✐③③❛ ❧✬✉t✐❧✐tà ❞✐ ✉♥ ✐♥✈❡st✐t♦r❡ ❛✈✲

✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳ ❙❡❝♦♥❞♦ ✐❧ ❧♦r♦ ❧❛✈♦r♦✱ ❧❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ♦tt✐♠❛❧❡ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ♣❡r

❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❛ è ❝♦♠♣r❡s❛ tr❛ ✸✵ ❡ ✻✺ ♠✐♥✉t✐✳

• ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣✱ ✐❧ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❛✈✈✐❡♥❡ ♦❣♥✐ n tr❛♥s❛③✐♦♥✐✳

• ❇✉s✐♥❡ss t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣✱ ✐❧ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ è t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐ IVt,i = IVt
n

• ❚✐❝❦ t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣✱ s✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛ ♣❡r ♦❣♥✐ ❝❛♠❜✐❛♠❡♥t♦ ❞✐ ♣r❡③③♦✳

✷✾



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

❉✐✈❡rs✐ ❧❛✈♦r✐ s✐ s♦♥♦ ♦❝❝✉♣❛t✐ ❞✐ s❝❡❣❧✐❡r❡ ✐❧ ♠✐❣❧✐♦r ♠❡t♦❞♦ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❞❛ ✉t✐❧✐③③❛✲

r❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❖♦♠❡♥ ✭✷✵✵✺❛✱ ✷✵✵✺❜✮ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❝❤❡ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣

è s✉♣❡r✐♦r❡ ❛❣❧✐ ❛❧tr✐✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r ♠♦❞♦ ♥❡✐ ♣❡r✐♦❞✐ ❞✐ ♠❛❣❣✐♦r❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà❀ t✉tt❛✈✐❛✱ ✐❧

♠❡t♦❞♦ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ♣✐ù ❞✐✛✉s♦ r✐♠❛♥❡ ✐❧ ❝❛❧❡♥❞❛r t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣✳

❖❧tr❡ ❛❧❧❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❛ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦✱ ❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ♣❡r ❧❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞❡❧✲

❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❞❡✈❡ ❢❛r ❢r♦♥t❡ ❛❧❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛✳ ❊s✐st❡✱

✐♥❢❛tt✐✱ ✉♥ tr❛❞❡✲♦✛ tr❛ ❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛ ❡ ❛❝❝✉r❛t❡③③❛ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛ ❝❤❡ ♣✉ò ♣♦rt❛r❡

❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❛❞ ❡ss❡r❡ ✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ♥♦♥ r♦❜✉st♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ✐♥t❡❣r❛t❛ ❣✐♦r♥❛✲

❧✐❡r❛✳

▲✬❡✛❡tt♦ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛ s✐ ❛❝❝❡♥t✉❛ q✉❛♥❞♦ ✈✐❡♥❡ ✉s❛t❛ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❛ ❞✐

❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❝❛❧❡♥❞❛r t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣✱ q✉✐♥❞✐ ❝♦♥ s❡r✐❡ ♠✐s✉r❛t❡ ❛❞ ✐♥t❡r✈❛❧❧✐ t❡♠♣♦r❛❧✐

❡q✉✐❞✐st❛♥t✐✳ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✱ ✷✵✵✶✱ ✷✵✵✸✮ s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ✉♥❛ s♦❧✉③✐♦♥❡ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛

❞❡❧❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛ ❝❤❡ ♣❛ss❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ s♦tt♦❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦✳

❯♥❛ s♦❧✉③✐♦♥❡ ♣r❛t✐❝❛ è q✉❡❧❧❛ ❞✐ ♥♦♥ ❝❛♠♣✐♦♥❛r❡ tr♦♣♣♦ ❢r❡q✉❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ♣❡r ❡s❡♠♣✐♦ ♦❣♥✐

✺ ♦ ✸✵ ♠✐♥✉t✐✳ ◗✉❡st❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ è ❝❤✐❛♠❛t❛ s♣❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣✳

P❛rt❡♥❞♦ ❞❛ q✉❡st❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❇❛♥❞✐ ❡ ❘✉ss❡❧❧ ✭✷✵✵✺✮✱ ❇❛♥❞✐ ❡ ❘✉ss❡❧❧ ✭✷✵✵✼✮ ❡ ❩❤❛♥❣

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❤❛♥♥♦ ♣r♦♣♦st♦ ✉♥ ♠❡t♦❞♦ ♣❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛r❡ ❧✬♦tt✐♠❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❞✐ s♦tt♦❝❛♠✲

♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ♣❛ss❛♥❞♦ ♣❡r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬▼❙❊ ✭❡rr♦r❡ q✉❛❞r❛t✐❝♦ ♠❡❞✐♦✮✿

MSE
(
n
(sparse)
t

)
= 2n

(sparse)
t E(ε2t,i) + 4n

(sparse)
t E(ε4t,i)

+
[
8RV

(sparse)
t E(ε2t,i)− 2V (ε2t,i)

]
+

2

n
(sparse)
t

IQ
(sparse)
t

❞♦✈❡ nt è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ s♦tt♦❝❛♠♣✐♦♥✐✱ RVt è ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✱ IQt è ❧❛ q✉❛rt✐❝✐tà

✐♥t❡❣r❛t❛✱ εt è ❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ ③❡r♦✳ ❉❛ ❝✐ò s❡❣✉❡ ❝❤❡ ❧❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❞✐

❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ♦tt✐♠❛❧❡ ✈✐❡♥❡ ❛♣♣r♦ss✐♠❛t❛ ❝♦♠❡

n∗t =

{
IQt

4
[
E(ε2t,i)

]2

}1/3

.

❈♦♥ E(ε2t,i) ❝❤❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ st✐♠❛t♦ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❝♦♥s✐st❡♥t❡ ❞❛ 1
2nt
RVt ❡ ❝♦♥ ❧❛ q✉❛rt✐❝✐tà

✐♥t❡❣r❛t❛ ❝❤❡ ✈✐❡♥❡ st✐♠❛t❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ q✉❛rt✐❝✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛✳

❚✉tt❛✈✐❛✱ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✵✻✮ ♠♦str❛ ❝❤❡ ❧✬✉s♦ ❞❡❧ s♦tt♦❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❞❛ ✉♥ ❧❛t♦ r✐❞✉❝❡ ❧❛

❣r❛♥❞❡③③❛ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛✱ ♥❡❧❧♦ s♣❡❝✐✜❝♦ ❞✐ 2nE(ε2t,i)✱ ❞❛❧❧✬❛❧tr♦ ❧❛t♦ ❛✉♠❡♥t❛

❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❞♦✈✉t❛ ❛❧❧❛ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐s❝r❡t✐③③❛③✐♦♥❡ ♣❡r ✈✐❛ ❞❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦

♠❛❣❣✐♦r❡✱ ❝r❡❛♥❞♦ ✉♥ tr❛❞❡✲♦✛ tr❛ ❞✐st♦rs✐♦♥❡ ❡ ✈❛r✐❛♥③❛✳

❙♦♥♦ st❛t✐ ♣r♦♣♦st✐✱ ♥❡❧ t❡♠♣♦✱ ✉❧t❡r✐♦r✐ st✐♠❛t♦r✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈✐ ♣❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ✐♥t❡❣r❛t❛ ❝❤❡

✸✵



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

r✐❡s❝❛♥♦ ❛❞ ♦✈✈✐❛r❡ ❛ q✉❡st♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡ ❛ t❡♥❡r ❝♦♥t♦ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛✳ ❯♥♦

st✐♠❛t♦r❡✱ ♣r♦♣♦st♦ ❞❛ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❡ ❞❡✜♥✐t♦ t✇♦ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ❊st✐♠❛t♦r ✭❚❚❙❊✮✱ è

❞❛t♦ ❞❛

RV
(TTSE)
t =

1

K

K∑

k=1

RV
(k)
t − nt

nt
RVt.

❉♦✈❡ ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❧❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡ ✈✐❡♥❡ ❞✐✈✐s♦ ✐♥ ❑ s♦tt♦✐♥s✐❡♠✐ ♥♦♥ s♦✈r❛♣♣♦st✐✱

❝♦♥ ❦❂✶✱✳✳✳✱❑✱ nt è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡❧❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧✬✐♥t❡r❛ ❣r✐❣❧✐❛✱ RV (k)
t è ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛

r❡❛❧✐③③❛t❛ ❞❡❧ s♦tt♦✐♥s✐❡♠❡ k✱ RVt è ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❞❡❧ ❣✐♦r♥♦ t ❡ nt è ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡

nt =
1

K

K∑

k=1

n
(k)
t =

nt −K − 1

K
.

❯♥❛ s✉❛ r✐✈✐s✐t❛③✐♦♥❡ è st❛t❛ ♣r♦♣♦st❛ ❞❛ ❆ït−❙❛❤❛❧✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❝♦♥ ❧♦ st✐♠❛t♦r❡ ❝❤❡

❞✐✈❡♥t❛

RV
(TTSE,adj)
t =

(
1− nt

nt

)−1

RV
(TTSE)
t .

▲♦ st✐♠❛t♦r❡ ♣✐ù ❞✐✛✉s♦ s♦tt♦ ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛ è ❧♦ st✐♠❛t♦r❡ ❦❡r♥❡❧✳

❩❤♦✉ ✭✶✾✾✻✮ ❤❛ ♣r♦♣♦st♦ ♣❡r ♣r✐♠♦ t❛❧❡ st✐♠❛t♦r❡ ♣❡r ✐ ❞❛t✐ ❛❞ ❛❧t❛ ❢r❡q✉❡♥③❛✱ ❞✐♠♦str❛♥❞♦

❛♥❝❤❡ ❝❤❡ ❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♠✐❝r♦str✉tt✉r❛ è ❞✐♣❡♥❞❡♥t❡ ❞❛❧ t❡♠♣♦ ❡ ❤❛ ♣r♦♣r✐❡tà ❝❤❡ ✈❛r✐❛♥♦ ♥❡❧

t❡♠♣♦✳ ❉❛❧❧♦ st✐♠❛t♦r❡ ♣r♦♣♦st♦ ❞❛ ❩❤♦✉ ✭✶✾✾✻✮✱ ❍❛♥s❡♥ ❡ ▲✉♥❞❡ ✭✷✵✵✹✮ ❡ ❍❛♥s❡♥ ❡

▲✉♥❞❡ ✭✷✵✵✻✮ ❤❛♥♥♦ ❡❧❛❜♦r❛t♦ ✐❧ s❡❣✉❡♥t❡ st✐♠❛t♦r❡

RVt = RVt + 2

H∑

h=1

nt
nt − h

γ̂h, ✭✶✳✻✳✶✻✮

❝♦♥

γ̂h =
nt

nt − h

nt−h∑

j=1

rt,jrt,j+h.

❚✉tt❛✈✐❛✱ ❣❧✐ st✐♠❛t♦r✐ ♣r♦♣♦st✐ ❞❛ ❩❤♦✉ ✭✶✾✾✻✮✱ ❝♦♥ H = 1 ♣❡r ❧❛ ✭✶✳✻✳✶✻✮✱ ❡ ❞❛ ❍❛♥s❡♥ ❡

▲✉♥❞❡ ✭✷✵✵✹✮ r✐s✉❧t❛♥♦ ♥♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t✐✳

❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❝❡r❝❛♥♦ ❞✐ ♦✈✈✐❛r❡ ❛ q✉❡st♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❝♦♥ ❧♦ st✐♠❛t♦r❡

✢❛t✲t♦♣ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞

RV
(BHLS)
t = RVt +

H∑

h=1

k

(
h− 1

H

)(
γ̂h + γ̂−h

)
✭✶✳✻✳✶✼✮

❞♦✈❡ k(x) ♣❡r x ∈ [0, 1] è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡✐ ♣❡s✐ ♥♦♥ st♦❝❛st✐❝❛ t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐ k(0) = 1 ❡

k(1) = 0✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❛❣❧✐ st✐♠❛t♦r✐ ♣r♦♣♦st✐ ♥❡❧ ❝♦rs♦ ❞✐ q✉❡st♦ ♣❛r❛❣r❛❢♦✱ ✐♥ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❡rr♦r✐ ❞✐

✸✶



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

♠✐❝r♦str✉tt✉r❛✱ è ✐❧ ♣r❡✲✜❧tr❛❣❣✐♦ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐✳ ❇♦❧❧❡♥ ❡ ■♥❞❡r ✭✷✵✵✷✮

r✐❝♦rr♦♥♦ ❛❞ ✉♥ ✜❧tr♦ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈♦ ✭❆❘✮✱ ❊❜❡♥s ✭✶✾✾✾✮ ✉♥♦ ❛ ♠❡❞✐❛ ♠♦❜✐❧❡ ✭▼❆✮✱ ❝♦sì

❝♦♠❡ ▼❛❤❡✉ ❡ ▼❝❈✉r❞② ✭✷✵✵✷✮ ❡ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶❛✮❀ s✐ r✐♠❛♥❞❛ ❛✐ ❧♦r♦ ❛rt✐❝♦❧✐ ♣❡r

✉♥✬❛♥❛❧✐s✐ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐t❛✳

✶✳✻✳✹ ❈♦✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛

❈♦♠❡ s✐ è ✈✐st♦ ♣❡r ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❛❞ ❡t❡r♦s❝❤❡❞❛st✐❝✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛✱

✐❧ ♣❛ss❛❣❣✐♦ ❞❛❧❧✬✉♥✐✈❛r✐❛t♦ ❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ è ✉♥❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ♣❡r ❧✬❡✈♦❧✉③✐♦♥❡

❞❡❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s♣❡❝✐❛❧✐③③❛t❛✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ n ❛tt✐✈✐tà ✜♥❛♥③✐❛r✐❡✱ rt ❞✐✈❡♥t❛ ✉♥ ✈❡tt♦r❡

❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ n✱ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ p✱ µ ❡ W ❞✐✈❡♥t❛♥♦ t✉tt❡ ✈❡tt♦r✐ ❞✐ ♣r♦❝❡ss✐ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐ ❡

✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ❞✐✛✉s✐♦♥❡ ❞❡❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡✐ ♣r❡③③✐ è t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐✿

dp(t) = µ(t) + Ω(t)dW (t) t = 1, 2, . . .

❞♦✈❡ Ω(t) è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ n×n ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡ ❝♦✈♦❧❛t✐❧✐tà ✐st❛♥t❛♥❡❛ t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐✱ s✉♣♣♦♥❡♥❞♦

❝❤❡ Ω(t) s✐❛ ♦rt♦❣♦♥❛❧❡ ❛ W (t)✱ Σt = Ω(t)Ω(t)′ è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ✐st❛♥t❛♥❡❡✳

▲❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ❞✐ p(t) è ❞❛t❛ ❞❛

[
p, p]t =

∫ t

t−h
Σsds =

∫ t

t−h
Ω(s)Ω(s)′ds.

P♦✐❝❤é ✐♥ q✉❡st♦ ❝♦♥t❡st♦ ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ✐♥t❡❣r❛t❛✱ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞✐ ✈❛r✐❛♥③❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡ ❛✿

ICovt =

∫ t

t−h
Σ(s)ds. ✭✶✳✻✳✶✽✮

❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❤❛♥♥♦ ❞✐♠♦str❛t♦ ❝❤❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛

RCovt =
n∑

i=1

ri,tr
′
i,t ✭✶✳✻✳✶✾✮

r✐s✉❧t❛ ✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❡ ♣❡r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ ✐♥t❡❣r❛t❛✱ ❞♦✈❡ n è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛rt✐③✐♦♥✐

✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡✳

◆❡❧❧✬❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ❡♠❡r❣❡ ✐❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡❧❧❛ s✐♥❝r♦♥✐❝✐tà ❞❡❣❧✐ s❝❛♠❜✐✱ ♣♦✐❝❤è ❧❡

❝♦♥tr❛tt❛③✐♦♥✐ ❛✈✈❡♥❣♦♥♦ ✐♥ t❡♠♣✐ ❞✐✛❡r❡♥t✐ tr❛ ✐ ✈❛r✐ ❛ss❡t✱ q✉✐♥❞✐✱ ♣✉ò s♦r❣❡r❡ ✐❧ ❝♦s✐❞❡tt♦

✧❡✛❡tt♦ ❊♣♣s✧ ✭❊♣♣s✱ ✶✾✼✾✮ ♣❡r ❝✉✐ ❧❛ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡ tr❛ ❣❧✐ ❛ss❡t t❡♥❞❡ ❛❞ ❡ss❡r❡ s♦tt♦st✐♠❛t❛

♣❡r ❡✛❡tt♦ ❞❡❧❧❛ ♥♦♥ s✐♥❝r♦♥✐❝✐tà✳ ❆♥❝❤❡ ✐♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦ s♦♥♦ st❛t✐ ❝♦♥❞♦tt✐ ❛❧❝✉♥✐ st✉❞✐ ♣❡r

❛tt❡♥✉❛r❡ t❛❧❡ ❡✛❡tt♦✱ s✐ ✈❡❞❛ ❇❛♥❞✐ ❡ ❘✉ss❡❧❧ ✭✷✵✵✺✮✳
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✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

✶✳✼ ▼♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐

■❧ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞✐ st✐♠❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❤❡ ♣❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ❛❣❣✐✉♥t♦ ❛❧ ❢❛tt♦ ❝❤❡ ✐❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦

❞❡❧❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❡ s✐❛ ❛♣♣r♦ss✐♠❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❣❛✉ss✐❛♥♦✱ ❤❛♥♥♦ ❢❛✈♦r✐t♦ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐

q✉❡st♦ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ♥❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥✐ ❡♠♣✐r✐❝❤❡✳ ▲❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s✐ è ❞✐✈✐s❛ ✐♥ ❞✐✈❡rs✐ ✜❧♦♥✐✱

s✐❛ ♥❡❧❧✬✉♥✐✈❛r✐❛t♦ ❝❤❡ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ✐ ♣r♦ss✐♠✐ ♣❛r❛❣r❛✜ s✐ ♦❝❝✉♣❛♥♦ ❞✐ ❛♥❛❧✐③③❛r❧✐ ♥❡❧

❞❡tt❛❣❧✐♦✳

✶✳✼✳✶ ▼♦❞❡❧❧✐ ❞✐ s❡r✐❡ st♦r✐❝❤❡

P❡r t❡♥❡r❡ ❝♦♥t♦ ❞❡❧❧❛ ♣❡rs✐st❡♥③❛ ❞❡❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛✱ ✐❧ ♣r✐♠♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ s❡r✐❡

st♦r✐❝❤❡ ✉t✐❧✐③③❛t♦ è st❛t♦ ✐❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❆❘▼❆✱ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❖♦♠❡♥

✭✷✵✵✶✮✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✐ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❡r❛✿

Φ(L)(1− L)d(yt − µ) = Θ(L)εt ✭✶✳✼✳✶✮

❞♦✈❡ yt è ✐❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛✱ L è ❧✬♦♣❡r❛t♦r❡ r✐t❛r❞♦✱ Φ(L) = 1 −
Φ1L.....ΦpL

p✱ Θ(L) = 1+Θ1L+ ......+ΘqL
q ❡ (1−L)d è ❧✬♦♣❡r❛t♦r❡ ❞✐ ❞✐✛❡r❡♥③❛ ❢r❛③✐♦♥❛❧❡

❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡

(1− L)d =
∞∑

k=0

Γ(k − d)Lk

Γ(−d)Γ(d+ 1)
✭✶✳✼✳✷✮

❞♦✈❡ Γ(·) è ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❣❛♠♠❛✳ ■❧ ♣❛r❛♠❡tr♦ d ♣✉ò ❛ss✉♠❡r❡ q✉❛❧s✐❛s✐ ✈❛❧♦r❡ tr❛ ✵ ❡ ✶

❝♦♠♣r❡s✐✱ ❝♦♥ d = 0 s✐ r✐t♦r♥❛ ❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ I(0)✱ ❝♦♥ d = 1 s✐ ❤❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ✐♥t❡❣r❛t♦ ❞✐

♦r❞✐♥❡ ✶✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❛ ❞✐ q✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ è st❛t❛ ♣r♦♣♦st❛ ❞❛ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝

❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮ ❡ s❛rà ❛♥❛❧✐③③❛t❛ ♥❡❧ ❝♦rs♦ ❞❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦✳

■♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❆❘❋■▼❆✱ ❧❛ ♠❡♠♦r✐❛ ❞✐ ❧✉♥❣♦ t❡r♠✐♥❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❝❛tt✉r❛t❛

❛♥❝❤❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❍❆❘✮ ❞✐ ❈♦rs✐ ✭✷✵✵✾✮✱ ❝♦♥ ✉♥❛

str✉tt✉r❛ ❣❡r❛r❝❤✐❝❛ ❞❡❧❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❡ s✉ ❞✐✈❡rs✐ ♦r✐③③♦♥t✐ t❡♠♣♦r❛❧✐✳ ▲❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

r❡❛❧✐③③❛t❛ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❛ ❞✐✈❡♥t❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ q✉❡❧❧❛ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❛✱ s❡tt✐♠❛♥❛❧❡ ❡ ♠❡♥s✐❧❡ r✐t❛r❞❛t❡

RV
(g)
t+1g = c(g) + β(g)RV

(g)
t + β(w)RV

(w)
t + β(m)RV

(m)
t + εt+1,g ✭✶✳✼✳✸✮

❞♦✈❡ g st❛ ♣❡r ❢r❡q✉❡♥③❛ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❛✱ w st❛ ♣❡r q✉❡❧❧❛ s❡tt✐♠❛♥❛❧❡ ✭✺ ❣✐♦r♥✐✮ ❡ m ♣❡r q✉❡❧❧❛

♠❡♥s✐❧❡ ✭✷✵ ❣✐♦r♥✐✮✳ ■ r❡❣r❡ss♦r✐ RV (w)
t ✱ RV (m)

t s♦♥♦ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞❡✐ ✈❛❧♦r✐ ♣❛ss❛t✐ ❞✐ RVt

s❝❛❧❛t✐ ♣❡r ❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ❞❡❧❧❛ ❢r❡q✉❡♥③❛✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦ RV (m)
t = 1

20

19∑
i=0

RVt−i✳ ▲❛ str✉tt✉r❛

r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ s❡♠♣❧✐❝❡ ❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❞✐ st✐♠❛r❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ❞❡✐ ♠✐♥✐♠✐

q✉❛❞r❛t✐ ❤❛ r❡s♦ q✉❡st❛ ❢♦r♠✉❧❛③✐♦♥❡ ♣✐✉tt♦st♦ ♣♦♣♦❧❛r❡✳ ❈♦rs✐ ✭✷✵✵✾✮ ❤❛ ♠♦str❛t♦ ❝♦♠❡

✸✸



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

q✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ❣❡♥❡r✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ r✐s♣❡tt♦ ❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥ ♠❡♠♦r✐❛

❜r❡✈❡ ❡ s✐❛ ✐♥ ❧✐♥❡❛ ❝♦♥ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ♦tt❡♥✉t✐ ❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❆❘❋■▼❆✳

■❧ ♣❛ss❛❣❣✐♦ ❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✉♥✐✈❛r✐❛t✐ ❛ q✉❡❧❧✐ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t✐ è r❡s♦ r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ s❡♠♣❧✐❝❡

❞❛❧❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❞✐ ✉s❛r❡ ❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ st♦r✐❝❤❡✳ ❈♦sì✱ ✐♥ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈

✭✷✵✶✶✮ s✐ ♣r♦♣♦♥❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘❋■▼❆✭♣✱❞✱q✮ s✉✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ✐♥ ♠♦❞♦ t❛❧❡ ❞❛ ❝♦❣❧✐❡r❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥③❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ❣❛r❛♥t✐r❡ ❝❤❡

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ♣r❡✈✐st❛ s✐❛ ❛❧♠❡♥♦ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✳

❙❡ Yt è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❛❧ t❡♠♣♦ t ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ n× n✱ ❞♦✈❡ n è

✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡❣❧✐ ❛ss❡t✱ ❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Yt è ❞❛t❛ ❞❛❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡

tr✐❛♥❣♦❧❛r❡ ❜❛ss❛ Pt ♣❡r ❝✉✐ PtP
′
t = Yt✳ ❙❡ Xt = vech(Pt) è ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡

n(n+ 1)/2✱ ♦tt❡♥✉t♦ ❞❛❧❧❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Pt ✐♥ ✉♥ ✈❡tt♦r❡

❝♦❧♦♥♥❛✱ ✐❧ ❱❆❘❋■▼❆ ♣r♦♣♦st♦ ❞✐✈❡♥t❛✿

Φ(L)D(L)[Xt −BZt] = Θ(L)εt εt ∼ N(0,Σt) ✭✶✳✼✳✹✮

❞♦✈❡ Zt è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ k×1✱ B è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞✐

❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ n×k✱ Φ(L) = In−Φ1L−Φ2L
2......ΦpL

p ❡ Θ(L) = In−Θ1L−Θ2L
2−.......−ΘqL

q

s♦♥♦ ❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ❞❡✐ r✐t❛r❞✐ ❞♦✈❡ Φi✱ ♣❡r i = 1, ....., p ❡ Θj ✱ ♣❡r j = 1......q✱ s♦♥♦ ✐ ♣♦❧✐♥♦♠✐

❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❆❘✲ ❡ ▼❆✲ ❡ D(L) = diag{(1 − L)d1, ....., (1 − L)dn}✱ ❞♦✈❡ d1.....dn s♦♥♦

✐ ❣r❛❞✐ ❞✐ ✐♥t❡❣r❛③✐♦♥❡ ❢r❛③✐♦♥❛❧❡ ❞✐ ♦❣♥✐ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❞❡❧ ✈❡tt♦r❡ Xt✱ Σt è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❞✐ εt✳ ❙✐ ❛ss✉♠❡ ❝❤❡ ❧❡ r❛❞✐❝✐ ❞✐ Φ(L) ❡ Θ(L) ❝❛❞❛♥♦ ❢✉♦r✐ ❞❛❧ ❝❡r❝❤✐♦ ✉♥✐t❛r✐♦

❡ ❝❤❡ Xt s✐❛ st❛③✐♦♥❛r✐♦ s❡ di < 0, 5✱ ❝♦♠❡ ♠♦str❛t♦ ❞❛ ❙♦✇❡❧❧ ✭✶✾✾✷✮✳

▲❛ st✐♠❛ ✈✐❡♥❡ ❝♦♥❞♦tt❛ ♥❡❧❧❛ ❢♦r♠❛ ❞❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✜♥❛❧❡✽ ✐♥ ♠♦❞♦ t❛❧❡ ❞❛ r✐❞✉rr❡ ✐❧

♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡ ❡ ❣❛r❛♥t✐r❡ ❧✬✉♥✐❝✐tà ❞❡❧❧❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛③✐♦♥❡✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦

✜♥❛❧❡ st✐♠❛t♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ q✉❛s✐✲♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ è ❞✉♥q✉❡ ✉♥ ❱❆❘❋■▼❆✭✶✱❞✱✶✮

(1− ΦL)D(L)[Xt − c] = (1−ΘL)εt εt ∼ N(0,Σ) ✭✶✳✼✳✺✮

❞♦✈❡ c è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ❝♦st❛♥t✐ n × 1✳ ■❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡ r✐s♣❡tt♦ ❛❞ ✉♥

❣❡♥❡r✐❝♦ ❱❆❘❋■▼❆✭♣✱❞✱q✮ ♣❛ss❛ ❞❛ qn2 + (k + 1)n + p ❛ 2n + 2✱ s❡ D(L) = diag{(1 −
L)d1, ...., (1− L)dn}✱ ❡ ❛ n+ 3✱ s❡ D(L) = (1− L)dIn✳

❯♥♦ st✉❞✐♦ r❡❝❡♥t❡✱ ❞❛ ♣❛rt❡ ❞✐ ❇❛r✉♥í❦ ❡ ❷❡❝❤ ✭✷✵✶✻✮✱ ♣r❡✈❡❞❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧❛r❡ ✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐

❈❤♦❧❡s❦② s❡❝♦♥❞♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❆❘ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛t♦ ✭●❍❆❘✮ ❡ ❞✐ ❝♦♥❢r♦♥t❛r❡ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✽❱❡❞✐ ❚❤❡✐❧ ❡ ❇♦♦t ✭✶✾✻✷✮✳ ■♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦ s✐ ❞✐❝❡ ❝❤❡ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ è ♥❡❧❧❛ ❢♦r♠❛ ✜♥❛❧❡ ❧❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛③✐♦♥❡

❞❡❧ ❱❆❘▼❆✭♣✱q✮ ♣❡r ❝✉✐ Φ(L)Yt = Θ(L)εt s❡ Θ0 = In ❡ Φ(L) = 1 − Φ1L − ...... − ΦpL
p è ✉♥ ♦♣❡r❛t♦r❡

s❝❛❧❛r❡ ❝♦♥ Φp 6= 0✳
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❞✐ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ♦tt❡♥✉t♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ t❛❧❡ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♥ q✉❡❧❧❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❡s✐st❡♥t✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛✲

t✉r❛✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r♦♣♦st♦ ❞❛ ❇❛r✉♥í❦ ❡ ❷❡❝❤ ✭✷✵✶✻✮ è ✉♥✬❡st❡♥s✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❆❘ ♥❡❧

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ♣r❡s❡♥t❡ ♥❡❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮✳ ●❧✐ ❛✉t♦r✐ ♣r♦♣♦♥❣♦♥♦

✉♥ s✐st❡♠❛ ❞✐ r❡❣r❡ss✐♦♥✐ ❍❆❘ ♥♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ♣❡r t✉tt✐ ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞❡❧ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ❢❛tt♦r✐

❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ Xt✱ ✉t✐❧✐③③❛♥❞♦ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ❞✐ st✐♠❛ ❞✐ r❡❣r❡ss✐♦♥✐ ♥♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞❛

❩❡❧❧♥❡r ✭✶✾✻✷✮✳ ■ ❧♦r♦ r✐s✉❧t❛t✐ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥♦ ❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧ ❧♦r♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ✐♥ ✉♥✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐

♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛t♦ ❝♦♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘❋■▼❆ s✉✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❝♦♥ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦

❘✐s❦♠❡tr✐❝s ❡ ❝♦♥ ✉♥ ❉❈❈✲●❆❘❈❍✳

❯♥✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❛❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ♣❡r ❣❛r❛♥t✐r❡ ❝❤❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛✲

r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ s✐❛ ❛❧♠❡♥♦ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✱ ✐♥tr♦❞♦tt❛ ❞❛ ❇❛✉❡r ❡ ❱♦r❦✐♥❦ ✭✷✵✶✶✮✱

è ❧❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛ ❞❡❧❧❛ st❡ss❛✳ ▲❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❧❡ ❧♦❣✲✈♦❧❛t✐❧✐tà✱

❞❡✜♥✐t❡ ❝♦♠❡ at = vech(At)✱ ❞♦✈❡ At è ❞❛t❛ ❞❛

At = Bt log(Gt)B
′
t ✭✶✳✼✳✻✮

❞♦✈❡ Bt ❡ Gt s♦♥♦ ❞❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝✐ r✐s✉❧t❛♥t✐ ❞❛❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ s♣❡ttr❛❧❡ Yt = BtGtB
′
t ✭s✐

✈❡❞❛ ❧✬❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✮✳

▲❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❧♦❣✲✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ at✱ ♣r♦❞♦tt❡ ❞❛❧❧❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✈❡♥❣♦♥♦ ♠♦❞❡❧❧❛t❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ ❱❆❘✭✶✮✿

at = γ0 + γ1at−1 + εt ✭✶✳✼✳✼✮

❞♦✈❡ γ0 è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ✐♥t❡r❝❡tt❡ n × 1✱ γ1 è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ n × n ❡ εt è ✉♥

✈❡tt♦r❡ ❞✐ r❡s✐❞✉✐✳

❱✐❡♥❡✱ ✐♥✜♥❡✱ r✐❝♦str✉✐t❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐ ✈❛❧♦r✐ ✜tt❛t✐ ât ≡
Et(at) ≡ γ̂0 + γ̂1at−1❀ ❧✬♦♣❡r❛t♦r❡ ✐♥✈❡rs♦ ❞❡❧ ✈❡❝❤ ♣❡r♠❡tt❡ ❧❛ r✐❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Ât✱ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡✱ ♣♦✐✱ r❡st✐t✉✐s❝❡ ❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ V̂t✿

V̂t = exp(Ât). ✭✶✳✼✳✽✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ V̂t è ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ♣❡r ❝♦str✉③✐♦♥❡✳

▲✬✉❧t❡r✐♦r❡ ✐♥♥♦✈❛③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛ ✐❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❇❛✉❡r ❡ ❱♦r❦✐♥❦ è ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐

✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣❡r ❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✳ ■ ❞✉❡ ❛✉t♦r✐

✉t✐❧✐③③❛♥♦ ❝♦♠❡ r❡❣r❡ss♦r✐✱ ♦❧tr❡ ❛✐ ✈❛❧♦r✐ r✐t❛r❞❛t✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐♣❡♥❞❡♥t✐✱ ✉♥ s❡t ❞✐ ✈❛r✐❛✲

❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❝❤❡ s✐ s♦♥♦ ♠♦str❛t❡ ✉t✐❧✐ ♥❡❧❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞✐ ❛tt✐✈✐tà ✜♥❛♥③✐❛r✐❡

♥❡❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐✈❡♥t❛ ❞✉♥q✉❡✿

at = γ0 + γ1at−1 + γ2at−2 + ....+ γkat−M + γXXt−1 + εt. ✭✶✳✼✳✾✮

✸✺
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P♦✐❝❤é ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡ è r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧t♦✱ ✐ ❞✉❡ ❛✉t♦r✐ ♣r♦♣♦♥❣♦♥♦ tr❡

♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❡r r✐❞✉rr❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✳ ■❧ ♣r✐♠♦ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❞❡r✐✈❛ ❞❛❧

♠♦❞❡❧❧♦ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❞✐ ❈♦rs✐✱ ❣✐à ❞❡s❝r✐tt♦ ✐♥ ♣r❡❝❡❞❡♥③❛✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦

❧❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❜✐✲♣♦✇❡r✾ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞❡❧

✈❡tt♦r❡ ♦tt❡♥✉t♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ ✈❡❝❤✱ aBP (d)t✱ s✐ ❤❛✿

at = γ0 + γ1a
BP (1)t−1 + γ5a

BP (5)t−1 + γ20a
BP (20)t−1 + γXXt−1 + εt ✭✶✳✼✳✶✵✮

❞♦✈❡ aBP (1)t è ❧❛ ❧♦❣✲❝♦✈♦❧❛t✐❧✐tà ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❛✱ aBP (5)t q✉❡❧❧❛ s❡tt✐♠❛♥❛❧❡ ❡ aBP (20)t q✉❡❧❧❛

♠❡♥s✐❧❡✳ ■♥ q✉❡st♦ ♠♦❞♦ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡ è r✐❞♦tt♦ ❞✐ (M − 3)p2✳

❯♥✬✉❧t❡r✐♦r❡ r✐❞✉③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ s✐ ❤❛ s❡ s✐ s✉♣♣♦♥❡ ❝❤❡ ❧❡ s❡r✐❡ aBP
t (d)t

s✐❛♥♦ ❣✉✐❞❛t❡ ❞❛ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ r✐❞♦tt♦ ❞✐ ❢❛tt♦r✐✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ s✐ ❢❛ r✐❝♦rs♦ ❛❧❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ❞✐ aBP (d)t✱ ❞♦✈❡ aBP (d, i) è ❧❛ i✲❡s✐♠❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣❡r

i = 1, ....., pc✱ ❞♦✈❡ pc è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐ pc < p✳

■❧ t❡r③♦ ❡ ✉❧t✐♠♦ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❢❛ ✉s♦ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ s♦tt♦st❛♥t✐ ♥♦♥ ♦ss❡r✈❛❜✐❧✐ ✭❢❛tt♦r✐

❧❛t❡♥t✐✮✳

❙❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡

Zt = (aBP (1, 1)t, ..., a
BP (5, 1)t, ....., a

BP (20, 1)t, ...., Xt) ✭✶✳✼✳✶✶✮

❤❛♥♥♦ ✉♥ ❝♦❧❧❡❣❛♠❡♥t♦ ❝♦♥ ✐ ❢❛tt♦r✐ ♥♦♥ ♥♦t✐ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ❛❧❧♦r❛ ✐❧ k✲❡s✐♠♦ ❢❛tt♦r❡ ❞❡❧❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ vk,t✱ è ❞❛t♦ ❞❛

vk,t = θkZt−1. ✭✶✳✼✳✶✷✮

■❧ ❢❛tt♦r❡ è✱ ❞✉♥q✉❡✱ ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❞❡❧❧❡ N ✈❛r✐❛❜✐❧✐ Zt✱ θk = {θk,(1), ....., θk,(N)}
s♦♥♦ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥♦ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ❙✐ ❤❛ ❝♦sì ❝❤❡ ♦❣♥✐ ❧♦❣✲✈♦❧❛t✐❧✐tà è

❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐✿

ait = γi0 + βiθZt−1 + εit, ✭✶✳✼✳✶✸✮

❝♦♥ i = 1, ....., p✱ ❞♦✈❡ γi0 è ❧✬✐✲❡s✐♠♦ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❞❡❧ ✈❡tt♦r❡ γ0✱ βi è ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ ♣❡s✐ ❞❡❧❧❡

❧♦❣✲✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ θ è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ K ×N ❝♦♥t❡♥❡♥t❡ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ s✉❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ Zt−1 ♣❡r ✐ k

❢❛tt♦r✐✳ ❆❣❣r❡❣❛♥❞♦ ♣❡r ❧❡ p ❧♦❣✲✈♦❧❛t✐❧✐tà s✐ ❤❛

at = γ0 + βθZt−1 + εt. ✭✶✳✼✳✶✹✮
✾■♥tr♦❞✉❝❡♥❞♦ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ s❛❧t♦ ♥❡❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ ❞✐✛✉s✐♦♥❡ ❞❡❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧ ♣r❡③③♦✱ pt✱ ✉♥♦

st✐♠❛t♦r❡ r♦❜✉st♦ ❞❡❧❧❛ ■❱✱ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞❛ ❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❡ ❙❤❡♣❤❛r❞ ✭✷✵✵✹✮✱ è ❞❛t♦ ❞❛✿

BV =

n−1
∑

i=1

| ri | · | r(i+1) |

❞♦✈❡ n è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛rt✐③✐♦♥✐ ✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡✳
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✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

◗✉❡st♦ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❤❛ ✐❧ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞✐ r✐❞✉rr❡ s❡♥s✐❜✐❧♠❡♥t❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡✱

✐♥ ❛❣❣✐✉♥t❛ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐ ❝♦♠❜✐♥❛r❡ ❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r✐t❛r❞❛t❡ ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡✳

❯♥ ♥✉♦✈♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡r ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡✱ ❝❤✐❛♠❛t♦ ❲✐s❤❛rt

❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭❲❆❘✮✱ è st❛t♦ ♣r♦♣♦st♦ ❞❛ ●♦✉r✐❡r♦✉① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ è ❜❛s❛t♦

s✉❧❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❲✐s❤❛rt ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡❀ s❡ Xk,t ❝♦♥ k = 1, ....,K

s♦♥♦ ♣r♦❝❡ss✐ ❱❆❘✭✶✮ ●❛✉ss✐❛♥✐ ✐♥❞✐♣❡♥t❡♥t✐ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ n s✐ ❤❛✿

Xk,t =MXk,t−1 + εk,t εk,t
✐✳✐✳❞✳∼ N(0,Σ) ✭✶✳✼✳✶✺✮

■❧ ♣r♦❝❡ss♦✱ ❞❡✜♥✐t♦ ❞❛

Yt =
K∑

k=1

Xk,tX
′
k,t Yt ∼Wn(K,M,Σ) ✭✶✳✼✳✶✻✮

è ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❲✐s❤❛rt ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈♦ ❞✐ ♦r❞✐♥❡ ✶ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ n✱ ❞♦✈❡ K s♦♥♦ ✐ ❣r❛❞✐ ❞✐

❧✐❜❡rtà✳ ❯♥❡♥❞♦ ❧❡ ❞✉❡ ❡s♣r❡ss✐♦♥✐✱ Yt ♣✉ò ❡ss❡r❡ s❝r✐tt❛ ❝♦♠❡

Yt =MYt−1M
′ +KΣ+ ηt ✭✶✳✼✳✶✼✮

❞♦✈❡ ηt è ✐❧ t❡r♠✐♥❡ ❞✬❡rr♦r❡ ❡t❡r♦s❝❤❡❞❛st✐❝♦ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ♣❛r✐ ❛ ③❡r♦ ❡M è ✉♥❛

♠❛tr✐❝❡ n × n✳ ❆✣♥❝❤é Yt ❛❜❜✐❛ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❲✐s❤❛rt ❡ ❝❤❡ Yt s✐❛ ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛

è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ❝❤❡ K s✐❛ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐ n ❛♥❝❤❡ s❡✱ ❝♦♠❡ ♠♦str❛t♦ ❞❛ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ✭✷✵✵✼✮✱

♥♦♥ s❡♠♣r❡ ❛❝❝❛❞❡ ❡♠♣✐r✐❝❛♠❡♥t❡✳ ■❧ ✈❛❧♦r❡ K ❞❡✈❡ ❡ss❡r❡ st✐♠❛t♦ ❡ ●♦✉r✐❡r♦✉① ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮ ♥❡ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✉♥❛ st✐♠❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ❞❡✐ ♠♦♠❡♥t✐✿

k̂ =
2
[
α′Σ̂∗(∞)α

]2

V̂
[
α′Ytα

]

❞♦✈❡ α è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ n × 1 ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡ ❛❧❧♦❝❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❡ Σ̂∗(∞) è ❞❛t♦ ❞❛

Σ̂∗(∞) = M̂ Σ̂∗(∞)M̂ ′ + Σ̂∗✱ M̂ ❡ Σ̂∗ s♦♥♦ ❧❡ st✐♠❡ ♣r♦❞♦tt❡ ❞❛❧ ♠❡t♦❞♦ ❞❡✐ ♠♦♠❡♥t✐✱

V̂ (α′Ytα) è ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝❛♠♣✐♦♥❛r✐❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r❡s❡♥t❛ ❞✐✈❡rs❡ ❡st❡♥s✐♦♥✐✱ s✐ ✈❡❞❛ ❇♦♥❛t♦ ✭✷✵✵✾✮✱ ❇♦♥❛t♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❏✐♥

❡ ▼❛❤❡✉ ✭✷✵✶✷✮ ❡ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮✳ ■❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ q✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ è ❝❤❡

❧❡ ❛ss✉♥③✐♦♥✐ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❤❡ s♦♥♦ ♣❛rt✐❝♦❧❛r♠❡♥t❡ r❡str✐tt✐✈❡ ❡ ❝❤❡ ❧✬✉♥✐❝♦ ♠❡t♦❞♦ ❞✐ st✐♠❛

♣♦ss✐❜✐❧❡✱ ✉♥❛ st✐♠❛ ❇❛②❡s✐❛♥❛ ❧❡❣❛t❛ ❛❧❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ ✉♥❛ s✐♠✉❧❛③✐♦♥❡ ❞✐ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❜❛s❛t❛

s✉ ✉♥❛ ❈❛t❡♥❛ ❞✐ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❈▼❈✮✱ è ❞✐s♣❡♥❞✐♦s♦ ❞❛❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ ❝♦♠♣✉t❛③✐♦♥❛❧❡✳

◆❡❧❧✬❛♠❜✐t♦ ❞❡❧❧✬✉s♦ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ s❡r✐❡ st♦r✐❝❤❡ r✐❡♥tr❛♥♦ ❛♥❝❤❡ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ r❡❝❡♥t✐

❝❤❡ ♣✉♥t❛♥♦ ❛❞ ✐♥tr♦❞✉rr❡ ❧✬✉s♦ ❞✐ ♠♦❧t❡♣❧✐❝✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ♣❡r s♣✐❡❣❛r❡ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡

✸✼



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

❞❡❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ s♦♥♦ q✉❡❧❧✐ ❞✐ P❛②❡ ✭✷✵✶✷✮ ❡ ❈❤r✐st✐❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳

❯♥✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡tt❛❣❧✐❛t❛ ❞❡✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ s✐ tr♦✈❛ ♥❡❧ ❝♦rs♦ ❞❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐

❜❛s❡ è✿

LV OLt = α+

K∑

k=1

ρkLV OLt−k + β′Xt−1 + εt ✭✶✳✼✳✶✽✮

❞♦✈❡ Xt−1 è ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❛❧ t❡♠♣♦ t − 1✱ LV OLt è ✐❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛ ❡ α è ✉♥❛ ❝♦st❛♥t❡✳ ■♥t❡r❡ss❛♥t✐ r✐s✉❧t❛♥♦ ❧❡ ♠♦t✐✈❛③✐♦♥✐ ♣❡r ❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡ ❧❡ ❛♥❛❧✐s✐ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞❡✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐✳

✶✳✼✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐ ▼■❉❆❙ ❡ ●❆❘❈❍✲▼■❉❆❙

❆❝❝❛♥t♦ ❛❧❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ s❡r✐❡ st♦r✐❝❤❡ s✐ è s✈✐❧✉♣♣❛t♦ ✉♥ ❛❧tr♦ ✜❧♦♥❡ ❞✐ r✐❝❡r❝❛

❝❤❡ ✉t✐❧✐③③❛ ❞❛t✐ ❛❞ ❛❧t❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❡ ♠✐s✉r❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ❞❡tt♦ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼✐①❡❞ ❉❛t❛ ❙❛♠✲

♣❧✐♥❣ ✭▼■❉❆❙✮✳ ■❧ ▼■❉❆❙✱ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞❛ ●❤②s❡❧s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ❡ ●❤②s❡❧s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❢❛

r✐❝♦rs♦ ❛❧❧✬✉s♦ ❞❡✐ ❞❛t✐ ♦ss❡r✈❛t✐ ❛ ❢r❡q✉❡♥③❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❡✣❝✐❡♥t❡ ♣❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡

❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ❛♥❝❤❡ ♣❡r ♣✐ù ♣❛ss✐ ✐♥ ❛✈❛♥t✐✳

❙❡ Vt+1 è ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ❝♦♠❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛✱ ♥❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ s✉❝❝❡ss✐✈♦

t+ h ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ▼■❉❆❙ ♣✉ò ❡ss❡r❡ s❝r✐tt❛ ❝♦♠❡✿

V̂t+h = µ+ ϕ

jmax∑

j=0

b(j, θ)Xt−j + εt ✭✶✳✼✳✶✾✮

❞♦✈❡ jmax è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ♠❛ss✐♠♦ ❞✐ r✐t❛r❞✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐✱ Xt−j è ✉♥ s❡t ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡

❡ b(j, θ) è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡✐ ♣❡s✐ ❞❡✐ r✐t❛r❞✐ ❞❡✐ r❡❣r❡ss♦r✐✳ ■ r❡❣r❡ss♦r✐ ✈❡♥❣♦♥♦ ❝❛♠♣✐♦♥❛t✐

❛ ❢r❡q✉❡♥③❡ ♣✐ù ❛❧t❡ r✐s♣❡tt♦ ❛❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥t❡✳ ▲❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦

▼■❉❆❙ ✈✐❡♥❡ ❝♦♥❞♦tt❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✳

❉✐✈❡rs✐ ❧❛✈♦r✐ ❤❛♥♥♦ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼■❉❆❙ ♣❡r ✉♥✬❛♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛✳ ■♥ ♣❛rt✐✲

❝♦❧❛r❡✱ ❇❡❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❛ss♦❝✐❛♥♦ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞❡❧ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥③❡ ♠✐st❡ ❛❧❧❛

s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✳ ■ ♣r✐♠✐ ❞✉❡

st❡♣ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ r✐s✉❧t❛♥♦ ✐❞❡♥t✐❝✐ ❛ q✉❡❧❧✐ ♣♦st✐ ✐♥ ❡ss❡r❡ ❞❛ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈

✭✷✵✶✶✮✱ ♠❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❛ è ❝♦str✉✐t❛ s❡❝♦♥✲

❞♦ ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❞✐ ❍❛♥s❡♥ ❡ ▲✉♥❞❡ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ ✐❧

♣❡r✐♦❞♦ ❞✐ ❝❤✐✉s✉r❛ ❡ ❞✐ ❛♣❡rt✉r❛ ✉♥ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ s❡♣❛r❛t♦ r✐s♣❡tt♦ ❛ q✉❡❧❧♦ ❞❡❧❧❡ ❢❛s✐ ❞✐

❝♦♥tr❛tt❛③✐♦♥❡✱ s✐ ❤❛ ❝♦sì ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡r ❧✬✐♥t❡r❛ ❣✐♦r♥❛t❛ ❞✐ 24 ♦r❡ ❞❛t❛ ❞❛❧❧❛ s♦♠♠❛ ❞❡❧✲

❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❝❤✐✉s✉r❛✲❛♣❡rt✉r❛✱ ❞❛t❛ ❞❛ rco,tr′co,t✱ ❡ ❞❡❧❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❞❡✜♥✐t❛
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❝♦♠❡ ♥❡❧❧❛ ✭✶✳✻✳✶✾✮✱ ♣❡r ❝✉✐

Vt = rco,tr
′
co,t +

n∑

i=1

ri,tr
′
i,t ✭✶✳✼✳✷✵✮

❞♦✈❡ rco,t è ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞❛❧❧❛ ❝❤✐✉s✉r❛ ❛❧ ❣✐♦r♥♦ t − 1 ❛❧❧✬❛♣❡rt✉r❛ ❞❡❧ ❣✐♦r♥♦

t✳ ❙♦♠♠❛♥❞♦ ❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡✱ Vt✱ s✐ ♣✉ò r✐❝❛✈❛r❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ♣❡rm ❣✐♦r♥✐✱ V (m)
t ✳ ▲❛ s✉❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② è ❞❛t❛ ❞❛ V (m)

t = C
(m)
t C

(m)′
t ✱

♠❡♥tr❡ ❧❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ✐♥ ✈❡tt♦r❡ ❞❡❧❧❛ tr✐❛♥❣♦❧❛r❡ ❛❧t❛ Ct è ❞❛t❛ ❞❛ P (m)
t = vech(C

(m)
t )✳

●❧✐ n(n + 1)/2 ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ P (m)
t ✈❡♥❣♦♥♦ ♣♦✐ ♠♦❞❡❧❧❛t✐ s❡❝♦♥❞♦ ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼■❉❆❙✱

♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ ♠❡❞✐❛ ♣♦♥❞❡r❛t❛ ❞❡✐ ❧♦r♦ ✈❛❧♦r✐ ♣❛ss❛t✐✿

P
(m)
i,t+m = βi0 + βi1

K∑

k=1

B(k, 1, θi)Pi,t−k+1 + vt ✭✶✳✼✳✷✶✮

❞♦✈❡ B è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡s✐ ❡ ✐♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦ è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❜❡t❛✿

B(k, i, θi) =
f( k

K , 1, θi)
K∑
k=1

f( k
K , 1, θi)

✭✶✳✼✳✷✷✮

f(z, a, b) =
za−1(1− z)b−1Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
✭✶✳✼✳✷✸✮

❞♦✈❡ K è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ♠❛ss✐♠♦ ❞✐ r✐t❛r❞✐ ❡ βi0✱ βi1 ❡ θi s♦♥♦ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡✳ ■♥s❡r❡♥❞♦

❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱ s✐ ❤❛

P
(m)
i,t+m = βi0 + βi1B(k, 1, θi)Pi,t−k+1 + βixB(k, 1, θix)Xt−k+1 + vt. ✭✶✳✼✳✷✹✮

❇❡❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ♣r❡❝✐s❛♥♦ ❝❤❡ ♥♦♥ è ❛♥❝♦r❛ ❝❤✐❛r❛ ❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

♥❡❧ ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡❀ q✉❡st❛ t❡s✐✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡

♥❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✱ ❝❡r❝❛ ❞✐ ❛♥❛❧✐③③❛r❡ ♥❡❧ ❞❡tt❛❣❧✐♦ ❧✬❛r❣♦♠❡♥t♦✳

P❡r ♣♦t❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡ P (m)
i,t+m è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ st✐♠❛r❡ ✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲

▼■❉❆❙✳ ▲❛ st✐♠❛ ✈✐❡♥❡ ❝♦♥❞♦tt❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ❞❡✐ ♠✐♥✐♠✐ q✉❛❞r❛t✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐

✭◆♦♥✲▲✐♥❡❛r ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s✱ ◆▲❙✮✳ ❯♥❛ ✈♦❧t❛ ♦tt❡♥✉t❛ ❧❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱

s✐ ♣r♦❞✉❝♦♥♦ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♣❡r m ♣❡r✐♦❞✐ ✐♥ ❛✈❛♥t✐ ❞✐ P (m)
i,t+m ❡ s✐ r✐❝♦st✐t✉✐s❝❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ♣r❡✈✐st❛✳

❯♥✬✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡ ❞✐✈❡rs❡ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡✐ ♣❡s✐✱ B✱ ✈✐❡♥❡ ❝♦♥✲

❞♦tt❛ ❞❛ ●❤②s❡❧s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ◆❡❧ ❧♦r♦ ❧❛✈♦r♦ ❝♦♥❢r♦♥t❛♥♦ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♦tt❡♥✉t❡ ❝♦♥ ✉♥

♠♦❞❡❧❧♦ ▼■❉❆❙ ❝♦♥ q✉❡❧❧❡ ❞✐ ✉♥ ●❆❘❈❍ ❡ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❆❘ s✉❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✳

✸✾
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▲❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❢✉♦r✐ ❝❛♠♣✐♦♥❡ ❞❡r✐✈❛♥♦ ❞❛❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡

Ṽ k
t+1 = µk + ϕk

jmax∑

j=0

bk(j, θ)r
2
t−j + εk,t ✭✶✳✼✳✷✺✮

❞♦✈❡ Ṽ k
t+1 è ✉♥❛ q✉❛❧❝❤❡ ♠✐s✉r❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♠❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛✱ ♣❡r ❝✉✐

Ṽ k
t+1 = RV k

t+1 =
k∑

j=1
r2t+j ✱ bk(j, θ) è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡s✐✳ ▲❛ ❝♦st❛♥t❡ µk✱ ✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥✲

t❡ φk ❡ ✐❧ ♣❛r❛♠❡tr♦ θ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡s♦ ❞❡✈♦♥♦ ❡ss❡r❡ st✐♠❛t✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ q✉❛s✐✲♠❛ss✐♠❛

✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✳ ❊ss✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ❞✐✈❡rs❡ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ ❞❡✐ ♣❡s✐ ❡ ❞✐♠♦str❛♥♦ ❝♦♠❡ ❧❡ ♣r❡✲

✈✐s✐♦♥✐ ♦tt❡♥✉t❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼■❉❆❙ s✐❛♥♦ ♠✐❣❧✐♦r✐✱ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ❡rr♦r❡ q✉❛❞r❛t✐❝♦

♠❡❞✐♦ ✭▼❙❊✮ ❡ s❡❝♦♥❞♦ ✐ t❡st ❞✐ ❲❡st ✭✶✾✾✻✮ ❡ ●✐❛❝♦♠✐♥✐ ❡ ❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✻✮✱ r✐s♣❡tt♦ ❛ q✉❡❧❧❡

♦tt❡♥✉t❡ ❝♦♥ ✉♥ ●❆❘❈❍ ♦ ❝♦♥ ✉♥ ❆❘ s✉❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✳

▲✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼■❉❆❙ ✈✐❡♥❡ ♠♦❧t♦ s♣❡ss♦ ❛❜❜✐♥❛t♦ ❛❧❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ●❆❘❈❍ ♣❡r ✉♥❛ s♣❡✲

❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❛ ❞✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐✱ ❝♦♠❡ s✉❣❣❡r✐t♦ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❙♣❧✐♥❡✲●❆❘❈❍

❞✐ ❊♥❣❧❡ ❡ ❘❛♥❣❡❧ ✭✷✵✵✽✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❜r❡✈❡ ♣❡r✐♦❞♦ ✈✐❡♥❡ ♠♦❞❡❧❧❛t❛ s❡❝♦♥❞♦ ✉♥

♣r♦❝❡ss♦ ●❆❘❈❍ ❝❤❡ s✐ ♠✉♦✈❡ ✐♥t♦r♥♦ ❛❞ ✉♥ tr❡♥❞ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐

❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ ✈✐❡♥❡ ♠♦❞❡❧❧❛t❛ ❝♦♥ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❙♣❧✐♥❡✶✵✳ ❊♥❣❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❤❛♥♥♦ ✐♥✲

tr♦❞♦tt♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❆❘❈❍✲▼■❉❆❙✱ ♠♦❞❡❧❧❛♥❞♦ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ s❡❝♦♥❞♦

❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼■❉❆❙✳ ■❧ ♠❛❣❣✐♦r ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞✐ q✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ è ❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐ ❝♦❧❧❡❣❛r❡ ❧❡

♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❛③✐♦♥❛r✐ ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ♦ss❡r✈❛t❡ ❛

❢r❡q✉❡♥③❡ ♣✐ù ❜❛ss❡✱ ✐♥ ♠♦❞♦ t❛❧❡ ❞❛ ❡s❛♠✐♥❛r❡ ❧✬✐♠♣❛tt♦ ❞✐ q✉❡st❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ s✉❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✳

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❙♣❧✐♥❡✲●❆❘❈❍ ❞✐ ❊♥❣❧❡ ❡ ❘❛♥❣❡❧ ✭✷✵✵✽✮ ♣r❡✈❡❞❡ ❝❤❡ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ s❡❣✉❛♥♦

✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❧ t✐♣♦✿

ri,t − E[ri,t | Ii−1,t] =
√
gi,tτtZi,t ✭✶✳✼✳✷✻✮

❞♦✈❡ ri,t s♦♥♦ ✐ ❧♦❣❛r✐t♠✐ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐✱ Ii−1,t è ❧✬✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧❡ ❛❧

❣✐♦r♥♦ ✐✱ Zi,t
iid∼ (0, 1) s♦♥♦ ❧❡ ✐♥♥♦✈❛③✐♦♥✐✱ gi,t è ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ●❆❘❈❍ ❡ τt è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡

s♣❧✐♥❡ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡✳ ▲❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♣r❡s❡♥t❛✱ ❞✉♥q✉❡✱ ❞✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐✱ q✉❡❧❧❛ ❞✐ ❜r❡✈❡ ♣❡r✐♦✲

❞♦ ♣❡r ❛♥❛❧✐③③❛r❡ ❧❡ ✢✉tt✉❛③✐♦♥✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡✱ gi,t✱ ❡ q✉❡❧❧❛ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦✱ τt✳ ◆❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦

●❆❘❈❍✲▼■❉❆❙ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ s♣❧✐♥❡ ✈✐❡♥❡ s♦st✐t✉✐t❛ ❝♦♥ ✉♥❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ▼■❉❆❙✳

❊♥❣❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ❞✉♥q✉❡✱ ❤❛♥♥♦ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❆❘❈❍✲▼■❉❆❙ ❝♦♥ ❧✬✉s♦

❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ✐♥✢❛③✐♦♥❡ ❡ t❛ss♦ ❞✐
✶✵❯♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ s♣❧✐♥❡ ❤❛ ❧♦ s❝♦♣♦ ❞✐ ✐♥t❡r♣♦❧❛r❡ ✐♥ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧♦ ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ♣✉♥t✐✱ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡

❞✐ ♣♦❧✐♥♦♠✐ r❛❝❝♦r❞❛t✐ tr❛ ❧♦r♦✳ ❙✐ ✈❡❞❛ ❲♦❧❞ ✭✶✾✼✻✮ ♣❡r ✉❧t❡r✐♦r✐ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐♠❡♥t✐ s✉❧❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ s♣❧✐♥❡✳

✹✵



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡✳ P❛rt❡♥❞♦ ❞❛❧❧❛ ✭✶✳✼✳✷✻✮✱ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐

♥❡❧ ❣✐♦r♥♦ ✐ ❡ ♥❡❧ ♠❡s❡✶✶ t ❞✐✈❡♥t❛

ri,t = µ+
√
τtgi,tZi,t ∀i = 1, ....., Nt ✭✶✳✼✳✷✼✮

❞♦✈❡ Nt è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❣✐♦r♥✐ ❝❤❡ ❝♦♠♣♦♥❣♦♥♦ t ❡ µ è ❧❛ ♠❡❞✐❛ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞✐ ri,t✳

gi,t s❡❣✉❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ●❆❘❈❍ ❞❡❧ t✐♣♦✿

gi,t = (1− α− β) + α
(ri−1,t − µ)2

τt
+ βgi−1,t. ✭✶✳✼✳✷✽✮

Pr❡♥❞❡♥❞♦ s♣✉♥t♦ ❞❛❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s✉❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❡ ❞❛❧ ♣❛♣❡r ❞✐ ❙❝❤✇❡rt ✭✶✾✽✾✮✱

♠♦❞❡❧❧❛♥♦ τt ❝♦♠❡ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ♠❡♥s✐❧❡✱ RVt✳ ❙❡❝♦♥❞♦ ❧♦ s❝❤❡♠❛

▼■❉❆❙✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ ❞✐✈❡♥t❛

τt = m+ θ

K∑

k=1

ϕk(w1, w2)RVt−k ✭✶✳✼✳✷✾✮

❞♦✈❡ m è ✉♥❛ ❝♦st❛♥t❡✱ θ ♠✐s✉r❛ ❧✬✐♠♣❛tt♦ ❞❡✐ r✐t❛r❞✐ ❞✐ r2t ❡ RVt =
Nt∑
i=1

r2i,t✳ ▲❛ ❢✉♥③✐♦♥❡

❞❡✐ ♣❡s✐✱ ϕk(w1, w2)✱ ✈✐❡♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t❛ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❞✉♣❧✐❝❡✿




(k/K)w1−1(1−k/K)w2−1

K∑
j=1

(j/K)w1−1(1−j/K)w2−1

❋✉♥③✐♦♥❡ ❇❡t❛

wk/(
K∑
j=1

wj) P❡s✐ ❊s♣♦♥❡♥③✐❛❧✐

✭✶✳✼✳✸✵✮

■ ♣❡s✐ s♦♠♠❛♥♦ ❛ ✉♥♦✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ t ♣✉ò r❛♣♣r❡s❡♥t❛r❡ ❞✐✈❡rs❡ ❜❛ss❡ ❢r❡q✉❡♥③❡✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦

♠❡♥s✐❧❡✱ tr✐♠❡str❛❧❡ ♦ s❡♠❡str❛❧❡✱ ❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r✐t❛r❞✐ ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ▼■❉❆❙ ♣✉ò

✈❛r✐❛r❡ s❡♥s✐❜✐❧♠❡♥t❡✳ ▲❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✈✐❡♥❡ ❝♦♥❞♦tt❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ q✉❛s✐✲

♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✳

■♥✜♥❡✱ q✉❡st❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐ ✐♥❝♦r♣♦r❛r❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ♥❡❧

♠♦❞❡❧❧♦✳ ❊♥❣❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❛❞ ✉♥ ✜❧tr♦ ❡ ✉♥♦ ❛ ❞✉❡ ✜❧tr✐✳ ■❧ ♣r✐♠♦

♣r❡✈❡❞❡ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ r✐t❛r❞❛t❡ ❝♦♠❡ r❡❣r❡ss♦r✐ ♥❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡

❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦✱ ♣❡r ❝✉✐

log τt = ml + θl

Kl∑

k=1

ϕk(w1,l, w2,l)X
mv
l,t−k ✭✶✳✼✳✸✶✮

✶✶▲❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ♥♦♥ ❞❡✈❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❛♠❡♥t❡ ❡ss❡r❡ ✉♥ ♠❡s❡✱ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❛♥❝❤❡ ♣✐ù ❜❛ss❛ ❝♦♠❡ ✉♥ tr✐♠❡str❡

♦ ✉♥ s❡♠❡str❡✳

✹✶
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❞♦✈❡ Xmv
l,t−k r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ♥❡❧❧♦ s♣❡❝✐✜❝♦ ✐❧ t❛ss♦

❞✐ ✐♥✢❛③✐♦♥❡ ♦ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡✱ ml è ✉♥❛ ❝♦st❛♥t❡ ❡ θl
♠✐s✉r❛ ❧✬✐♠♣❛tt♦ ❞❡✐ r✐t❛r❞✐ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❡s♦❣❡♥❛ s✉❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦

♣❡r✐♦❞♦✳

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞❡✜♥✐t♦ ✧t✇♦✲s✐❞❡❞ ✜❧t❡r✧ ✉t✐❧✐③③❛ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐✱ ♣❛ss❛t❡ ❡ ❢✉t✉r❡✱ ❞❡❧❧❛ ✈❛✲

r✐❛❜✐❧❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ♣❡r ♠♦❞❡❧❧❛r❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦✳ ▲❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡

✉♥✐✈❛r✐❛t❛ è ♣❡r ❝✉✐

log τt = m2 +

K
(l)
f∑

k=−K
(l)
l

ϕk(w1, w2)θ
(k)
l Xmv

l,t+k ✭✶✳✼✳✸✷✮

❞♦✈❡ ❣❧✐ ✐♠♣❛tt✐ ❞❡❧❧❡ r❡❛❧✐③③❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦ s♦♥♦ ❧✐❜❡r✐ ❞✐ ✈❛r✐❛r❡✱ ✐♥❢❛tt✐

θ
(k)
l =




θfl k ≥ 0

θbl k < 0

◆❡❧ ❧♦r♦ ❧❛✈♦r♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❆❘❈❍✲▼■❉❆❙ ❢♦r♥✐s❝❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♠✐❣❧✐♦r✐ ❞✐ q✉❡❧❧❡ ❞❡✐ ♠♦✲

❞❡❧❧✐ ❝♦♥ ❡ss♦ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ♥❡✐ s♦tt♦✲❝❛♠♣✐♦♥✐ ❝♦♠❡ ✐❧ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡❧❧❛ ●r❛♥❞❡

❉❡♣r❡ss✐♦♥❡ ♦ ♥❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ s✉❝❝❡ss✐✈♦ ❛❧❧❛ ❙❡❝♦♥❞❛ ●✉❡rr❛ ▼♦♥❞✐❛❧❡✳

❈♦♥r❛❞ ❡ ▲♦❝❤ ✭✷✵✶✹✮ ❡st❡♥❞♦♥♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❊♥❣❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ✐♥❝❧✉❞❡♥❞♦ ❞✉❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡❛♠❡♥t❡ ♥❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦✱ s✐ ❤❛ ❝♦sì

log(τt) = m+ θX
K∑

k=1

ϕk(w
X
1 , w

X
2 )Xt−k + θY

K∑

k=1

ϕk(w
Y
1 , w

Y
2 )Yt−k ✭✶✳✼✳✸✸✮

❞♦✈❡ Yt−k r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ s❡❝♦♥❞❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❛✳ ❙✐❛ Yt−k ❧❛

✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ♠❡♥s✐❧❡✱ ♣❡r ❝♦str✉✐r❡ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ ❛♥♥✉❛❧❡✱ s✐ ❤❛

log(τt) = m+ θRV
K=12∑

k=1

ϕk(w
RV
1 , wRV

2 )RVt−k + θMV
K=12∑

k=1

ϕk(w
MV
1 , wMV

2 )Xt−k. ✭✶✳✼✳✸✹✮

❈♦♥ q✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r♦❞✉❝♦♥♦ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ✉♥ ♣❛ss♦ ❛✈❛♥t✐✳ ❆❧❧✬✐♥✐③✐♦ ❞❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ t ❧❛ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥t❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ τt è ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❛t❛ r✐s♣❡tt♦ ❛❧ s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦ It−1✱ ❞✐ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛

❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬✐♥t❡r❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♣❡r ✐❧ ❣✐♦r♥♦ ✐ ♥❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ t✱ è ❞❛t❛ ❞❛

E

[
gi,tτtZ

2
i,t | It−1

]
= τtE

[
gi,t | It−1

]
.

P♦✐❝❤é E
[
gi,t | It−1

]
= 1+(α+β+γ/2)i−1(g1,t−1) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡

❞✐ gi,t✱ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ t❡♥❞♦♥♦ ❛❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ ♣❡r ✐ s✉✣❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❛♠♣✐♦✳

✹✷



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

▲❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ♣❡r ✐❧ ♣❡r✐♦❞♦ t è ❞❛t❛ ❞❛

E

[ Nt∑

i=1

gi,tτtZ
2
i,t | It−1

]
= τt

(
Nt + (g1,t − 1)

1− (α+ β + γ/2)Nt

1− α− β − γ/2

)
.

❙❡ g1,t è ✉❣✉❛❧❡ ❛❧❧❛ s✉❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✱ s✐ ❤❛ ❝❤❡ ❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ♣❡r ✐❧ ♣❡r✐♦❞♦ t

è ❞❛t❛ ❞❛ τtNt✳

❊ss✐ ✉t✐❧✐③③❛♥♦ ✉♥ ❛♠♣✐♦ s❡t ❞✐ ✈❛r✐❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡✱ ✐♥

♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧ P■▲✱ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡✱ ❞❡❧ t❛ss♦ ❞✐ ❞✐s♦❝✲

❝✉♣❛③✐♦♥❡✱ ✐❧ t❡r♠ s♣r❡❛❞✶✷✱ ✐❧ ❞❡✢❛t♦r❡ ❞❡❧ P■▲✱ ✐❧ ❈P■ ❡ ❛❧tr❡✳ ❆♥❝❤❡ ❆s❣❤❛r✐❛♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✸✮ ❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥③❛ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ♣❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

♠❡❞✐❛♥t❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ●❆❘❈❍✲▼■❉❆❙✳

▲✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ●❆❘❈❍✲▼■❉❆❙ ✈✐❡♥❡ ❡st❡s♦ ❛♥❝❤❡ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ✉♥

✈❡tt♦r❡ ❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞✐ n ❛ss❡t✱ ♥❡❧❧❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❉❈❈ ❞✐ ❊♥❣❧❡ ✭✷✵✵✷✮ ❡ss♦ s❡❣✉❡ ✉♥

♣r♦❝❡ss♦ ❞❡❧ t✐♣♦ rt ∼ N(µ,Ht)✱ ❞♦✈❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐✱ Ht✱ ♣✉ò

❡ss❡r❡ s❝r✐tt❛ ❝♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝❛t♦ ♥❡❧❧❛ ✭✶✳✹✳✽✮✳ ◆❡❧ ❝❛s♦ ❜✐✈❛r✐❛t♦ ❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ♣❡r

✐❧ t✐t♦❧♦ ✐ ❡ ✐❧ t✐t♦❧♦ ❥✱ ❞❡✜♥✐t❡ ❝♦♠❡ qi,t ❡ qj,t✱ s❡❣✉♦♥♦ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ●❆❘❈❍ ✉♥✐✈❛r✐❛t✐ ❝❤❡

✈❡♥❣♦♥♦ st✐♠❛t✐ ❛ ♣❛rt❡ ♥❡❧ ♣r✐♠♦ st❛❞✐♦✳ ▲❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❡ ❧♦r♦ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ r❛♣✲

♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ s❡❝♦♥❞♦ ♣❛ss❛❣❣✐♦✳ ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ è s♣❡❝✐✜❝❛t❛ ❝♦♠❡ ♥❡❧❧❛ ✭✶✳✹✳✶✶✮

❡ Qt è ❞❛t❛ ❞❛

qij,t = ρij,t(1− a− b) + a(ui,t−1uj,t−1) + b(qij,t−1) ✭✶✳✼✳✸✺✮

❞♦✈❡ ui,t ❡ uj,t r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✐ r❡s✐❞✉✐ st❛♥❞❛r❞✐③③❛t✐ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦ ❡ ❧❛ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡

❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ è

ρij,t =
qij,t√
qii,tqjj,t

. ✭✶✳✼✳✸✻✮

qij,t è ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ ❞✐ ❜r❡✈❡ ♣❡r✐♦❞♦✳

■❧ ♣r✐♠♦ ❧❛✈♦r♦ ❛ ♣r♦♣♦rr❡ ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❉❈❈ ❝♦♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼■❉❆❙

è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ❈♦❧❛❝✐t♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ◆❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❉❈❈✲▼■❉❆❙ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡

è ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡ ♥❡❧❧❛ ✭✶✳✼✳✸✺✮✱ ❧❛ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ ✈✐❡♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t❛ s❡❝♦♥❞♦

❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼■❉❆❙

ρij,t =

Kc∑

k=1

ϕk(w
ij
k )Cij,t−k ✭✶✳✼✳✸✼✮

✶✷■❧ t❡r♠ s♣r❡❛❞ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ ❞✐ ✉♥✬♦❜❜❧✐❣❛③✐♦♥❡ ❛ ❜r❡✈❡ t❡r♠✐♥❡ ❡

✉♥❛ ❛ ❧✉♥❣♦ t❡r♠✐♥❡✳

✹✸



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

❞♦✈❡ Kc è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r✐t❛r❞✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ st♦r✐❝❤❡✱ Cij,t−k✱ s♣❡❝✐✜❝❛t❡ ❝♦♠❡

Cij,t =

∑t
k=t−N ui,kuj,k√∑t

k=t−N ij u2i,k

√∑t
k=t−N ij u2j,k

. ✭✶✳✼✳✸✽✮

ρij,t è ❧❛ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ ❝❤❡ s✐ ♠✉♦✈❡ ❧❡♥t❛♠❡♥t❡ ❡ ut è ❧✬✐♥♥♦✈❛③✐♦♥❡ st❛♥✲

❞❛r❞✐③③❛t❛✳

▲❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❣❡♥❡r❛❧❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✐♥ ❢♦r♠❛ ♠❛tr✐❝✐❛❧❡ è ❞❛t❛ ❞❛

Rt = (Q∗
t )

−1/2Qt(Q
∗
t )

−1/2 ✭✶✳✼✳✸✾✮

Q∗
t = diag(Qt) ✭✶✳✼✳✹✵✮

Qt = (1− a− b)Rt(wr) + autu
′
t + bQt−1 ✭✶✳✼✳✹✶✮

❞♦✈❡

Rt(wr) =

Kc∑

k=1

φk(wr)⊙ Ct−k ✭✶✳✼✳✹✷✮

Ct =




v1,t 0 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ 0

0 · · · vn,t




− 1
2

( t∑

k=t−Nc

uku
′
k

)



v1,t 0 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ 0

0 · · · vn,t




− 1
2

✭✶✳✼✳✹✸✮

vi,t =

t∑

k=t−Nc

u2i,k ∀i = 1, ..., n ✭✶✳✼✳✹✹✮

❞♦✈❡ φk(wr) = ϕk(wr)ιι
′✳ ❈♦♥ q✉❡st❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ a ❡ b s♦♥♦ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❝♦♠✉♥✐ ❛ t✉tt❡ ❧❡

❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥✐ ❞✐ t✐t♦❧✐✳ ❙❡♥③❛ q✉❡st❛ ✐♠♣♦s✐③✐♦♥❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❜r❡✈❡ ♣❡r✐♦❞♦ ❞✐✈❡♥t❛

Qt = G⊙Rt(wr) +A⊙ ut−1u
′
t−1 +B ⊙Qt−1 ✭✶✳✼✳✹✺✮

❞♦✈❡ G✱ A ❡ B s♦♥♦ ♠❛tr✐❝✐ n× n ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✳

◗✉❛♥❞♦ ❝✬è ✉♥ ✉♥✐❝♦ ♣❛r❛♠❡tr♦ wr✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ è ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛

s♦tt♦ ❛❧❝✉♥❡ ❛ss✉♥③✐♦♥✐ ♥♦♥ str✐♥❣❡♥t✐✳ ■♥❢❛tt✐✱ s✐ ♣✉ò ♥♦t❛r❡ ❝❤❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Qt s✐❛ ✉♥❛

♠❡❞✐❛ ♣♦♥❞❡r❛t❛ ❞✐ tr❡ ♠❛tr✐❝✐✳ ❉♦✈❡ Rt✱ ❡ss❡♥❞♦ ✉♥❛ ♠❡❞✐❛ ♣♦♥❞❡r❛t❛ ❞❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ❞❡❧❧❡

❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐✱ è s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ❡ ut−1u
′
t−1 è s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ♣❡r ❝♦str✉③✐♦♥❡✳

❈♦♥ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✐③✐❛❧❡ Q0 s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✱ Qt è ❞✉♥q✉❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ✐♥

♦❣♥✐ ♣✉♥t♦✳

◗✉❛♥❞♦ s♦♥♦ ♣r❡s❡♥t✐ ❞✉❡ ♦ ♣✐ù ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡s♦✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Rt ♥♦♥ è s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦✲

s✐t✐✈❛ ♣❡r ♦❣♥✐ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ▼■❉❆❙✳ ❙♦♥♦ ♥❡❝❡ss❛r✐❡ ❞❡❧❧❡ r❡str✐③✐♦♥✐ ❛✣♥❝❤é ❧❛ s❡q✉❡♥③❛

✹✹



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

❞✐ ♠❛tr✐❝✐
{
φk

}K

k=1

s✐❛ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✳ ❯♥✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡ r❡str✐③✐♦♥✐ ♥❡❝❡ss❛r✐❡ ♣❡r

❛ss✐❝✉r❛r❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦st✐✈❛ ✈✐❡♥❡ ❝♦♥❞♦tt❛ ♥❡❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❈♦❧❛❝✐t♦ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✶✮✳ ▲❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ q✉❛s✐✲♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❛

❞✉❡ st❛❞✐✱ ❝♦♠❡ ✐♥ ❊♥❣❧❡ ✭✷✵✵✷✮✳

❯♥✬❡st❡♥s✐♦♥❡ ❞❡❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❈♦❧❛❝✐t♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✈✐❡♥❡ ❞❛t❛ ❞❛ ❆s❣❤❛r✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮

❝♦♥ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥❡ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ❞✐ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ r❡❛❧✐③③❛t❡ r✐t❛r❞❛t❡ ♥❡❧

♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❉❈❈✲▼■❉❆❙✲❳❈ ❞✐✈❡♥t❛

qij,t = ρij,t(1− a− b) + aui,t−1uj,t−1 + bqij,t−1 ✭✶✳✼✳✹✻✮

ρij,t =
exp(2zij,τ )− 1

exp(2zij,τ ) + 1
✭✶✳✼✳✹✼✮

zij,τ = mij + θRC

K∑

k=1

ϕk(w1, w2)RCij,t−k + θX

K∑

k=1

ϕk(w1, w2)X
Q
t−k ✭✶✳✼✳✹✽✮

RCij,t =

∑Nt
k=1 ui,kuj,k√∑Nt

k=1 u
2
i,k

√∑Nt
k=1 u

2
j,k

✭✶✳✼✳✹✾✮

❞♦✈❡ RCij,t è ❧❛ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡ r❡❛❧✐③③❛t❛✱ ♠✐s✉r❛t❛ ❛ ❢r❡q✉❡♥③❡ tr✐♠❡str❛❧✐✱ XQ
t è ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ♠✐s✉r❛t❛ ❛❧❧❛ st❡ss❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❡ K è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ▼■❉❆❙✳

❈♦♠❡ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❊♥❣❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❣❧✐ ❛✉t♦r✐ ✉t✐❧✐③③❛♥♦ ❛♥❝❤❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❢✉t✉r❡

❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡✱ tr❛s❢♦r♠❛♥❞♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✐♥ ✉♥ ❉❈❈✲▼■❉❆❙✲❳❈❋✳ ❙❡ θRC

è ✐♠♣♦st♦ ✉❣✉❛❧❡ ❛ ③❡r♦✱ s✐ ❤❛✿

zij,t = m+ θX

Klag∑

k=1

ϕk(w1, w2)X
Q
t−k + θX

0∑

k=−Klead

ϕk(w1, w2)X
SPF
t−k|t. ✭✶✳✼✳✺✵✮

▲❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❢✉t✉r❡✱ XSPF ✱ ✈❡♥❣♦♥♦ s♦st✐t✉✐t❡ ❞❛❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦✲

♥♦♠✐❝❤❡ ❢♦r♥✐t❡ ❞❛❧❧❛ ❙✉r✈❡② ♦❢ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❋♦r❡❝❛st❡rs✳ ■❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♠❛❣❣✐♦r❡ è ❝♦♠❜✐✲

♥❛r❡ ✐ ❞❛t✐ st♦r✐❝✐ ❝♦♥ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐✱ ❝♦sì ✉♥❛ s♦❧✉③✐♦♥❡ s✉❣❣❡r✐t❛ è q✉❡❧❧❛ ❞✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛r❡ ❧❡

♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❝♦♠❡ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❡ ❝♦♥ ✉♥ ♣r♦♣r✐♦ ♣❛r❛♠❡tr♦✱ θFX ✱ ♣❡r ❝✉✐

zij,t = m+ θX

Klag∑

k=1

ϕk(w1, w2)X
Q
t−k + θFX

0∑

k=−Klead

ϕk(w1, w2)X
SPF
t−k|t. ✭✶✳✼✳✺✶✮

P❡r ❧❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ s✐ ✉s❛ ❧❛ q✉❛s✐✲♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❛ ❞✉❡ st❛❞✐✳

▲❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ q✉❛s✐✲♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❞❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛r❡ è ❞❛t❛ ❞❛

L = −
T∑

t=1

(T log(2φ) + 2 log | Dt | +u′tD−2
t ut)−

T∑

t=1

(log | Rt | +u′tR−1
t ut − u′tut)

✹✺



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

❞♦✈❡ Dt è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♥ ❧❡ ❞❡✈✐❛③✐♦♥✐ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ s✉❧❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡

❡ Rt è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐ ❞❡✐ r❡s✐❞✉✐ st❛♥❞❛r❞✐③③❛t✐✳

▲❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ ❧♦r♦ ✐♥t❡r❡ss❡ s♦♥♦ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❛③✐♦♥❛r✐ ❡ ♦❜❜❧✐❣❛③✐♦♥❛r✐✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡

❞❡✐ ❢✉t✉r❡ s✉❧❧♦ ❙✫P ✺✵✵ ❡ s✉❧ ❚r❡❛s✉r② ♥♦t❡ ❛ ✶✵ ❛♥♥✐✱ ❡ ✉s❛♥♦ ✉♥ ❧❛r❣♦ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡✳ ■ ❧♦r♦ r✐s✉❧t❛t✐ ❡♠♣✐r✐❝✐ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥♦ ❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❉❈❈✲▼■❉❆❙✲

❳❈✳

✶✳✼✳✸ ❘❡❛❧✐③❡❞ ●❆❘❈❍ ❡ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨

❯♥ r❡❝❡♥t❡ ♠♦t♦❞♦ ❞✐ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♣r❡✈❡❞❡ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ ✉♥ ●❆❘❈❍ ❝❤❡ ✐♥❝❧✉❞❡

✉♥❛ ♠✐s✉r❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ✭❝♦♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✱ ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ ❜✐✲q✉❛❞r❛t✐❝❛✱ ✐❧ ❦❡r♥❡❧

r❡❛❧✐③③❛t♦✮ ♥❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ●❆❘❈❍✳ ❆❧❝✉♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ ❞✐ q✉❡st❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❛ ❝♦♠♣♦r✲

t❛♥♦ ❧✬✉s♦ ❞✐ ♠♦❧t❡♣❧✐❝✐ ♣r♦❝❡ss✐ ❧❛t❡♥t✐ ♣❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ✐❧ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

❊rr♦r ▼♦❞❡❧ ✭▼❊▼✮ ❞✐ ❊♥❣❧❡ ❡ ●❛❧❧♦ ✭✷✵✵✻✮ ❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨ ✭❍✐❣❤✲❢r❊q✉❡♥❝②✲❜❆s❡❞

❱♦❧❛t✐❧✐t❨✮ ❞✐ ❙❤❡♣❤❛r❞ ❡ ❙❤❡♣♣❛r❞ ✭✷✵✶✵✮✳ ❯♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝❤❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ✉♥✐❝♦ ♣r♦❝❡ss♦

❧❛t❡♥t❡ ♣❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà è ✐❧ ❘❡❛❧✐③❡❞ ●❆❘❈❍ ❞✐ ❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❛✮✳

▲❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ è ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✱ ht = V ar(rt−1 | It−1)✱ ❞♦✈❡ rt è ❧❛

s❡r✐❡ ❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞✐ ✉♥ q✉❛❧❝❤❡ ❛ss❡t ✜♥❛♥③✐❛r✐♦✳ ◆❡❧❧❛ ❝❧❛ss✐❝❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ●❆❘❈❍ ht

è ❢✉♥③✐♦♥❡ s♦❧♦ ❞✐ ht−1 ❡ r2t−1✱ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❛✮ ht è ❢✉♥③✐♦♥❡ ❛♥❝❤❡ ❞✐ ✉♥❛

q✉❛❧❝❤❡ ♠✐s✉r❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ xt−1✳ ❯♥✬❡q✉❛③✐♦♥❡✱ ❞❡✜♥✐t❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥✱

❝♦♠♣❧❡t❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ s♣❡❝✐✜❝❛♥❞♦ ❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ❞❡❧❧❛ ♠✐s✉r❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ s✐

♣r❡s❡♥t❛ ♣❡r❝✐ò ❝♦♠❡ s❡❣✉❡✿

rt =
√
htzt ✭✶✳✼✳✺✷✮

ht = w + βht−1 + γxt−1 ✭✶✳✼✳✺✸✮

xt = ξ + ϕht + τ(zt) + ut ✭✶✳✼✳✺✹✮

❞♦✈❡ zt ∼ i.i.d.(0, 1)✱ ut ∼ i.i.d.(0, σ2u)✳ ■♥ q✉❡st♦ ♠♦❞♦ ht ❞✐✈❡♥t❛ ✉♥ ♣r♦❝❡ss♦ ❛✉t♦r❡✲

❣r❡ss✐✈♦ ❞✐ ♦r❞✐♥❡ ✶ ❞❡❧ t✐♣♦ ht = µ + φht−1 + wt−1✱ ❞♦✈❡ µ = w + γξ✱ φ = β + ϕγ ❡

wt = γτ(zt) + γut✳ ●❧✐ ❛✉t♦r✐✱ ♣❡r t❡♥❡r❡ ❝♦♥t♦ ❞✐ ❡✈❡♥t✉❛❧✐ r✐s♣♦st❡ ❛s✐♠♠❡tr✐❝❤❡ ❛ s❤♦❝❦

❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ❞✐ s♣❡❝✐✜❝❛r❡ τ(z) ❝♦♠❡

τ(z) = τ1z + τ2(z
2 − 1).

■❧ ❧♦r♦ ♠♦❞❡❧❧♦ è r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ s❡♠♣❧✐❝❡ ❞❛ st✐♠❛r❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ q✉❛s✐✲♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐✲

❣❧✐❛♥③❛ ❡❞ ❡st❡♥❞✐❜✐❧❡ ♥❡❧ ❝♦♥t❡st♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ❝♦sì ❝♦♠❡ ♣r♦♣♦st♦ ❞❛ ❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✹✮✳
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✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②✲❜❛s❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭❍❊❆❱❨✮ ❞✐ ❙❤❡♣❤❛r❞ ❡ ❙❤❡♣♣❛r❞ ✭✷✵✶✵✮ ❢❛✱

✐♥✈❡❝❡✱ r✐❝♦rs♦ ❛ ❞✉❡ ♦ ♣✐ù ♣r♦❝❡ss✐ ❧❛t❡♥t✐✳ ▲❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❜❛s❡ ❞✐ q✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ è

❞❛t❛ ❞❛

var(rt | IHF
t−1 ) = ht = w + αRMt−1 + βht−1, w, α ≥ 0, β ∈ [0, 1)

✭✶✳✼✳✺✺✮

E(RMt | IHF
t−1 ) = µt = wR + αRRMt−1 + βRµt−1, wR, αR, βR ≥ 0, αR + βR ∈ [0, 1)

✭✶✳✼✳✺✻✮

❞♦✈❡ IHF
t−1 è ❧✬✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❞❛t✐ ❛❞ ❛❧t❛ ❢r❡q✉❡♥③❛✱ RMt−1 è ❧❛ ♠✐s✉r❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✱ ✐ ♣❡s✐

w ❡ wR s♦♥♦ ❝♦st❛♥t✐ ❡ µt è ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❧❛t❡♥t❡ ♣❡r ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ♠✐s✉r❛

r❡❛❧✐③③❛t❛✳ ◗✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝♦ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❛♥❝❤❡ ❡st❡s♦ ❛ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ♣✐ù

❝♦♠♣❧❡ss❡ ♥❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ❞✐ µt ❡ ❛❧❧✬✉s♦ ❞✐ r2t−1✱ ❝♦♠❡ ♥❡❧ tr❛❞✐③✐♦♥❛❧❡ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❆❘❈❍✱ ✐♥

ht−1✳ ▲❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✈✐❡♥❡ ❝♦♥❞♦tt❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ q✉❛s✐✲♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✳

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ è ❡st❡s♦ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ❞❛ ◆♦✉r❡❧❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙✐❛ ri,t ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡✐

r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ n× 1✱ ❧❛ ♠✐s✉r❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✱ Vt✱ s❛rà ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡

n× n✱ ✉♥ ❡s❡♠♣✐♦ è ❞❛t♦ ❞❛❧❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ RCt✿

RCt =
n∑

i=1

ri,tr
′
i,t

❞♦✈❡ n s♦♥♦ ❧❡ ♣❛rt✐③✐♦♥✐ ✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡ ♣❡r ✉♥❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❣✐♦r♥❛r❧✐❡r❛✳ ■❧

♣r♦❞♦tt♦ ✐♥❝r♦❝✐❛t♦ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐ è ❞❛t♦ ❞❛ Pt = rtr
′
t✱ ❞✉♥q✉❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦

❍❊❆❱❨ ❞✐✈❡♥t❛

E

[
Pt | IHF

t−1

]
= E

[
rtr

′
t | IHF

t−1

]
= Ht

E

[
Vt | IHF

t−1

]
=Mt,

❝♦♥ E
[
rt | IHF

t−1

]
= 0✱ ✐♥ ♠♦❞♦ t❛❧❡ ❝❤❡ Ht s✐❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐✳

❙✐ ♣♦ss♦♥♦ s❝❡❣❧✐❡r❡ ❞✐✈❡rs❡ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ ♣❡r ❣❛r❛♥t✐r❡ ❝❤❡ Ht ❡ Mt s✐❛♥♦ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡

♣♦s✐t✐✈❡✱ ❣❧✐ ❛✉t♦r✐ s❝❡❧❣♦♥♦ ✉♥❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ t✐♣♦ ❇❊❑❑ ✭❊♥❣❧❡ ❡ ❑r♦♥❡r ✭✶✾✾✺✮✮✿

Ht = CHC
′
H +BHHt−1B

′
H +AHVt−1A

′
H

Mt = CMC
′
M +BMMt−1B

′
M +AMVt−1A

′
M

❞♦✈❡ BH , AH , BM ❡ AM s♦♥♦ ♠❛tr✐❝✐ n× n ❝♦♥ n2 ♣❛r❛♠❡tr✐ ❡ CH ❡ CM s♦♥♦ tr✐❛♥❣♦❧❛r✐

❜❛ss❡ ❝♦♥ n∗ = n(n + 1)/2 ♣❛r❛♠❡tr✐✳ ▲❡ ♠❛tr✐❝✐ Ht ❡ Mt s♦♥♦ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r

✹✼



✶✳ ▼✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

♦❣♥✐ t s❡ H0 ❡ M0 s♦♥♦ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆♥❝❤❡ q✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ✈✐❡♥❡ st✐♠❛t♦ ❝♦♥

❧❛ q✉❛s✐✲♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✱ ❛♥❝❤❡ s❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡ è ❡❧❡✈❛t♦ ❡

♣✉ò ❝♦♠♣♦rt❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠✐ ❞✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥③❛✳ ❯♥❛ s♦❧✉③✐♦♥❡ ❛ q✉❡st♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ è ✐♠♣♦rr❡ ❝❤❡

BH , AH , BM ❡ AM s✐❛♥♦ s❝❛❧❛r✐ ♦ ♠❛tr✐❝✐ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐✳

▲✬✉s♦ ❞✐ q✉❡st✐ ♠♦❞❡❧❧✐ è ❛❞❛tt♦ ❛❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✉♥ ♣❛ss♦ ❛✈❛♥t✐ ❛♥❝❤❡ s❡

s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ ♣✐ù ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ ♣❡r♠❡tt♦♥♦ ❞✐ ❝❛tt✉r❛r❡ ❛❧ ♠❡❣❧✐♦ ❧❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥③❡ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t✳

✹✽



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✷ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

▲♦ s❝♦♣♦ ❞✐ q✉❡st♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡s❡♥t❛r❡ ❞✉❡ ♥✉♦✈✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐ ♣❡r ❧❛

st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ❝❛r❛tt❡r✐③③❛t✐ ❞❛❧❧✬✉s♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ✈❡♥❣♦♥♦ ❛♥❛❧✐③③❛t✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ✈❡tt♦r✐❛❧❡

❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈♦ ♥❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❝♦♥

❧✬✉s♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ✈❡tt♦r✐❛❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ s✉✐ ♠❡❞❡s✐♠✐ ❢❛tt♦r✐✳ ▲❡

♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♦tt❡♥✉t❡ ❝♦♥ q✉❡st✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✈❡♥❣♦♥♦ s✉❝❝❡ss✐✈❛♠❡♥t❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛t❡

❝♦♥ q✉❡❧❧❡ ♦tt❡♥✉t❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♠❡ ✉♥ ❱❆❘✭✶✮ s✉❣❧✐

❡❧❡♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ✉♥ ❉❈❈✱ ✉♥ ❇❊❑❑✱ ✉♥ ❱❆❘ s✉❧❧❡

❧♦❣✲✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡✜♥✐t❡ ♥❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ✶✳✼✳✶✱ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ s❡♥③❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦

❍❊❆❱❨✱ ❝♦♠❡ q✉❡❧❧♦ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞❛ ◆♦✉r❡❧❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

✷✳✶ ▼♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘✭♣✮ ❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r❡s❡♥t❛t♦ ✐♥ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ ✈✐❡♥❡ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ♣❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡✐ r❡♥❞✐✲

♠❡♥t✐ ❞✐ ❛tt✐✈✐tà ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ✐♥ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❞✐ n t✐t♦❧✐✳ ❙✐❛ ri,t ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ n r❡♥❞✐♠❡♥t✐

♣❡r ✐❧ ❣✐♦r♥♦ i ❞❡❧ t✲❡s✐♠♦ ♠❡s❡✱ s✐ s✉♣♣♦♥❡ ❝❤❡ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♠❡♥s✐❧✐✱ ❞❛t❛ ❧✬✐♥✲

❢♦r♠❛③✐♦♥❡ It−1✱ ♥♦♥ s✐❛ ♣r❡✈❡❞✐❜✐❧❡✱ ❝✐♦è E(rt | It−1) = 0✱ ❡ ❝❤❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡ s✐❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ♥❡❧ t❡♠♣♦✱ ♣r❡✈❡❞✐❜✐❧❡ ❡ ❝❤❡ ♣♦ss❛ ❡ss❡r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❡♠❡♥t❡ st✐♠❛t❛

❞❛❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ RCOVt✱ ❞❛t❛ ❞❛

RCOVt =

m∑

i=1

ri,tr
′
i,t ✭✷✳✶✳✶✮

❞♦✈❡ i = 1, ...,m è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❣✐♦r♥✐ ❝❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡ ✐❧ ♠❡s❡ t✳

❯♥❛ ✈♦❧t❛ ♦tt❡♥✉t❡ ❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ s✐ s❡❣✉❡ ✉♥❛

♣r♦❝❡❞✉r❛ s✐♠✐❧❡ ❛ q✉❡❧❧❛ ♣r❡s❡♥t❡ ♥❡❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮ ♣❡r ♦tt❡♥❡r❡

❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✳

✷✳✶✳✶ ▼♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘✭♣✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧❡ s♦♥♦ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐ ❞✉❡ ❛♣♣r♦❝❝✐ ♣❡r ❣❛r❛♥t✐r❡ ❝❤❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ♣r❡✲

✈✐st❛ s✐❛ ❛❧♠❡♥♦ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✿ ❞❛ ✉♥ ❧❛t♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ st✐♠❛ ✈✐♥❝♦❧❛t❛✱ ❛✣♥❝❤é

❧❡ ♠❛tr✐❝✐ s✐❛♥♦ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡❀ ❞❛❧❧✬❛❧tr♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ r✐♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛

♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✳ P♦✐❝❤é ❧❛ st✐♠❛ ✈✐♥❝♦❧❛t❛ ♣r❡s❡♥t❛ ❛❧❝✉♥❡ ❞✐✣❝♦❧tà ❞❛❧ ♣✉♥t♦

✹✾



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❞✐ ✈✐st❛ ❝♦♠♣✉t❛③✐♦♥❛❧❡✱ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ❢❛ r✐❝♦rs♦ ❛❧❧✬✉s♦ ❞✐ ✉♥❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡✶✸ ❞❡❧❧❛

♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❞❡❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✳

❉✐✈❡rs✐ ❧❛✈♦r✐ r✐❝♦rr♦♥♦ ❛ q✉❡st❛ t❡❝♥✐❝❛✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❚s❛② ✭✷✵✵✺❛✮ ❞✐s❝✉t❡ ❞❡❧❧✬✉s♦ ❞✐

t❛❧❡ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ✐♥ ✉♥ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ●❆❘❈❍✲♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ♠❡♥tr❡ P♦✉r❛❤♠❛❞✐ ✭✶✾✾✾✮ s✉❣✲

❣❡r✐s❝❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧❛r❡ ✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧✬✐♥✈❡rs♦ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✳

P✐ù r❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ❧✬✐❞❡❛ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧❛r❡ ✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡

r❡❛❧✐③③❛t❡ è ❛❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ♣♦st❛ ✐♥ ❡ss❡r❡ ❞❛ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮✱

❇❡❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❡ ❍❡✐❞❡♥ ✭✷✵✶✺✮✳

▲✬✉s♦ ❞✐ t❛❧❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐ ❛✈❡r❡ st✐♠❡ ❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛✲

r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡♥③❛ ✐♠♣♦rr❡ r❡str✐③✐♦♥✐ s✉✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧

♠♦❞❡❧❧♦✳ ■♥❢❛tt✐✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣♦❧❛r❡ ❜❛ss❛✱ ❝♦str✉✐t❛ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ Pt✱ ❣❡♥❡r❛ ✉♥❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ❣r❛③✐❡ ❛❧❧✬✐♥✈❡rs♦ ❞❡❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✳

▲❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ♥♦♥ è ❧✬✉♥✐❝❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✲

✈❛r✐❛♥③❡ ❝❤❡ ❣❛r❛♥t✐s❝❡ ❝❤❡ ❡ss❛ s✐❛ ❣❛r❛♥t✐t❛ ❛❧♠❡♥♦ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✳ P✐♥❤❡✐r♦ ❡

❇❛t❡❧s ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ❞✐✈❡rs❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✱ tr❛

❝✉✐ ❧❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞✐ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ✉t✐❧✐③③❛t❛ ✐♥ ❇❛✉❡r ❡ ❱♦r❦✐♥❦ ✭✷✵✶✶✮✱ ❝♦♠❡

❞❡✜♥✐t❛ ♥❡❧❧❛ ✭✶✳✼✳✻✮✳ ■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s✐ ❝♦♥❢r♦♥t❛♥♦ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦

❱❆❘ s✉❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡ ❧♦❣✲✈♦❧❛t✐❧✐tà at ❞❡✜♥✐t❡ ♥❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ✶✳✼✳✶ ❝♦♥ q✉❡❧❧❡ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛❧❧❛

♣r♦❝❡❞✉r❛ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❞❡s❝r✐tt❛ ✐♥ ♣r❡❝❡❞❡♥③❛✳

▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ✉t✐❧✐③③❛t❛ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ è s✐♠✐❧❡ ❛ q✉❡❧❧❛ ♣r❡s❡♥t❡ ♥❡❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲

❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮ ❡ ♣r❡✈❡❞❡ ✐ s❡❣✉❡♥t✐ ♣❛ss❛❣❣✐✿

✶✳ ❙✐ ❝♦str✉✐s❝❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ RCOVt✱ ❝♦♠❡ ❞❡s❝r✐tt♦

♥❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✷✳✶✳✶✮❀

✷✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ RCOVt ✈✐❡♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛t❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ♣❡r

❝✉✐

RCOVt = CtC
′
t ✭✷✳✶✳✷✮

❞♦✈❡ Ct è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣♦❧❛r❡ ❜❛ss❛✳ ●❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ Ct s♦♥♦ t✉tt✐ r❡❛❧✐ s❡ ✐❧

♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❣✐♦r♥✐ m è s✉♣❡r✐♦r❡ ❛❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ n ✭s✐ ✈❡❞❛ ●♦❧✉❜ ❡ ❱❛♥ ▲♦❛♥

✭✶✾✾✻✮✮✳ ■❧ ✈❡tt♦r❡✱ Pt✱ ❞✐ ñ = n(n+ 1)/2 ❡❧❡♠❡♥t✐ s✐ ♦tt✐❡♥❡ ❞❛❧❧❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ✐♥

✈❡tt♦r❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣♦❧❛r❡ ❜❛ss❛ Ct✿

Pt = vech(Ct); ✭✷✳✶✳✸✮
✶✸❯♥✬❛♥❛❧✐s✐ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐t❛ ❞❡❧❧❡ t❡❝♥✐❝❤❡ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ✈✐❡♥❡

❝♦♥❞♦tt❛ ♥❡❧❧✬❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✳

✺✵



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✸✳ ▲❡ s❡r✐❡ ❞❡❣❧✐ ñ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② s♦♥♦ ♣♦✐ ♠♦❞❡❧❧❛t❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ ❱❆❘❳✭♣✮✿

Pt = c+A1Pt−1 + · · ·+ApPt−p +D1Xt−1 + · · ·+DqXt−q + εt ✭✷✳✶✳✹✮

❞♦✈❡ Xt−q è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ k ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ♣❡r ✐❧ r✐t❛r❞♦ q✲❡s✐♠♦ ✭❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ✈✐❡♥❡ ♠♦t✐✈❛t♦ ♥❡✐ ♣r♦ss✐♠✐ ♣❛r❛❣r❛✜✮✳

✹✳ ■❧ ❱❆❘ st✐♠❛t♦ ♥❡❧ ♣✉♥t♦ ✸ ✈✐❡♥❡ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ♣❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡ k ♣❡r✐♦❞✐ ❛✈❛♥t✐ ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐

❞✐ P ✱ P̂t+k✳ ■♥ s❡❣✉✐t♦ ✈✐❡♥❡ r✐❝♦str✉✐t❛ ❧❛ tr✐❛♥❣♦❧❛r❡ ❜❛ss❛ ♣r❡✈✐st❛ Ĉt+k✳

✺✳ ❙✐ ♣r♦❞✉❝❡✱ ✐♥✜♥❡✱ ✉♥❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ❞❛t❛

❞❛

RCOVt+k = Ĉt+kĈ
′
t+k. ✭✷✳✶✳✺✮

▲❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ♥❡❧❧❛ ✭✷✳✶✳✶✮ ❣❛r❛♥t✐s❝❡ ❝❤❡

❧❡ t ♠❛tr✐❝✐ s✐❛♥♦ s✐♠♠❡tr✐❝❤❡ ❡✱ ♣❡r n < m✱ ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❞❡s❝r✐tt❛ ✐♥ ♣r❡❝❡❞❡♥③❛ ❝♦♠♣♦rt❛ ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞✐ ✈❛♥t❛❣❣✐ ♥❡✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❞❡✐

♠♦❞❡❧❧✐ ●❆❘❈❍✱ s♣❡❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❛ ✜♥✐ ♣r❡✈✐s✐✈✐✳ ■♥ ♣r✐♠♦ ❧✉♦❣♦✱ ❝♦♠❡ ♠♦str❛t♦ ❞❛ ❆♥❞❡r✲

s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ✉♥ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞✐ q✉❡st♦ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ♣r♦❞✉rr❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♠✐❣❧✐♦r✐

❞✐ q✉❡❧❧❡ ♦tt❡♥✉t❡ ❝♦♥ ♠❡t♦❞✐ ♠❡♥♦ ❞✐r❡tt✐✱ q✉❛❧✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ●❆❘❈❍ ❡ q✉❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

st♦❝❛st✐❝❛✳ ■♥ s❡❝♦♥❞♦ ❧✉♦❣♦✱ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❡s✐st❡♥t✐ ♥❡❝❡ss✐t❛♥♦ ❞✐ ❛❧❝✉♥❡ r❡str✐③✐♦♥✐ ❛✐ ♣❛r❛✲

♠❡tr✐ ♣❡r ♣♦t❡r ♦tt❡♥❡r❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✱ q✉❡st♦ ♣✉ò ♣♦rt❛r❡

❛ ❞✐st♦rs✐♦♥✐ ♥❡❧❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❡✛❡tt♦ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♥❡❧❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡✳ ▲❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐ ❡✈✐t❛r❡ q✉❛❧s✐❛s✐ t✐♣♦ ❞✐ ✈✐♥❝♦❧♦✳ ■♥

❛❣❣✐✉♥t❛✱ st♦r✐❝❛♠❡♥t❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ●❆❘❈❍ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t✐ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ♣r♦❜❧❡♠✐ ❞✐ st✐♠❛ ♣❡r

♠❛tr✐❝✐ ❞✐ ❣r❛♥❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐✱ ♠❡♥tr❡ ❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❡ ♠✐s✉r❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛r❡

✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❡❧❡✈❛t♦ ❞✐ t✐t♦❧✐ ✭s✐ ✈❡❞❛ ▲❛✉r❡♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✮✳ ■♥✜♥❡✱ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

r❡❛❧✐③③❛t❛ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✉♥ ❝♦st♦ ❝♦♠♣✉t❛③✐♦♥❛❧❡ ❞❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ♠✐♥♦r❡ r✐s♣❡tt♦ ❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❡s✐✲

st❡♥t✐✱ ❜❛st✐ ♣❡♥s❛r❡ ❝❤❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘ ♣✉ò ❡ss❡r❡ st✐♠❛t♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ ❜❛tt❡r✐❛ ❞✐ ❖▲❙✱

s❡♥③❛ ❧❛ ♥❡❝❡ss✐tà ❞✐ tr♦✈❛r❡ ✐❧ ♠✐♥✐♠♦ ❧♦❝❛❧❡ ❞✐ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✳

✷✳✶✳✷ ❙t✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘ ❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐

❈♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥③✐❛t♦ ♥❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✱ ♣❡r ♣♦t❡r ♣r♦❞✉rr❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ k ♣❛ss✐ ✐♥ ❛✈❛♥✲

t✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ s✐ ♠♦❞❡❧❧❛♥♦ ✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ♠❡❞✐❛♥t❡

✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✳ ❆❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞✐ q✉❡st♦ ♣❛r❛❣r❛❢♦ s✐ ❛♥❛❧✐③③❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡

❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈♦ ✈❡tt♦r✐❛❧❡ ❝♦♥ ❧✬✉s♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ✭❱❆❘❳✮✳

✺✶



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✈❡tt♦r✐❛❧❡ ❞❛ st✐♠❛r❡✱ ♣❡r p r✐t❛r❞✐ ❞❡❧❧❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ ❡ q r✐t❛r❞✐ ❞❡❧❧❡ ❡s♦❣❡♥❡✱

è ❞❛t♦ ❞❛✿

Pt = c+A1Pt−1 + · · ·+ApPt−p +D1Xt−1 + · · ·+DqXt−q + εt ✭✷✳✶✳✻✮

❞♦✈❡ c è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ñ× 1 ❞✐ ❝♦st❛♥t✐✱ ♣❡r ñ = n(n+ 1)/2✱ Pt è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ñ× 1 ❢❛tt♦r✐

❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ Ai, ∀i = 1, . . . , p✱ è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

ñ × ñ ❞✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈✐ ♣❡r ❧✬♦r❞✐♥❡ ❞✐ r✐t❛r❞♦ i✲❡s✐♠♦✱ Dj ✱ ∀j = 1, . . . , q✱ è ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ñ× k ❞✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ♣❡r ✐❧ r✐t❛r❞♦ q✲❡s✐♠♦✱ ✐❧ ✈❡tt♦r❡✱ ñ× 1✱

ε è ✉♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✈❡tt♦r✐❛❧❡✳

❙❡ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥ s♦❧♦ r✐t❛r❞♦ ♣❡r ❧❡ ❡s♦❣❡♥❡✱ ✐❧ ✈❡tt♦r❡ (k + 1) × 1 ❞❡❧❧❡ ❡s♦❣❡♥❡

♣✐ù ❧❛ ❝♦st❛♥t❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ r✐❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡ δt = (xt−1, 1)✱ ❛❧ q✉❛❧❡ è ❛ss♦❝✐❛t❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✐

❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ Φ✱ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ ñ×(k+1)✳ ❙❡ s✐ ❛ss✉♠❡ ❝❤❡ Ft s✐❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ñ×(p · ñ+k+1)

t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐ F = (A1, . . . , Ap,Φ) ❡ zt ✐❧ ✈❡tt♦r❡ (p · ñ + q · k + 1) × 1✱ ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡

zt = (yt−1, . . . , yt−p, δt)✱ ❛❧❧♦r❛ ❧❛ ✭✷✳✶✳✻✮ ❞✐✈❡♥t❛

yt = Fzt + εt. ✭✷✳✶✳✼✮

▲❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘ ❞✐ ♦r❞✐♥❡ p ✈✐❡♥❡ ❡✛❡tt✉❛t❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ❞❡✐ ♠✐♥✐♠✐

q✉❛❞r❛t✐✱ ❛ttr❛✈❡rs♦ ✐❧ q✉❛❧❡ ❧❡ ñ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ✈❡♥❣♦♥♦ st✐♠❛t❡ s✐♥❣♦❧❛r♠❡♥t❡✳ ■♥ ♠❛♥✐❡✲

r❛ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛✱ ❧❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❝♦♥❞♦tt❛ s❡❝♦♥❞♦ ❧❛

♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✳

■❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡✐ r✐t❛r❞✐ ✐♥ ✉♥ ❱❆❘ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t♦ ✉s❛♥❞♦ ✐❧ t❡st F ♦♣♣✉r❡ ♠❡✲

❞✐❛♥t❡ ✐ ❝r✐t❡r✐ ❞✐ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡✳ ❯♥❛ ✈♦❧t❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛t♦ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r✐t❛r❞✐✱ p✱ ❡ st✐♠❛t♦

✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ❖▲❙✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ♣❡r ❡✛❡tt✉❛r❡

♣r❡✈✐s✐♦♥✐✳ ▲❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ✉♥ ♣❛ss♦ ❛✈❛♥t✐ s♦♥♦ ❞❛t❡ ❞❛✿

PT+1|T = E

{
PT+1 | PT , PT−1, . . . , XT , XT−1, . . .

}

= ĉ+ Â1PT + · · ·+ ÂpPT−p+1 + D̂1XT + · · ·+ D̂qXT−q+1,

❞♦✈❡ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ s♦♥♦ ❧❡ st✐♠❡ ❖▲❙ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘✳ ▲❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♣❡r ♣✐ù

♣❡r✐♦❞✐ ✐♥ ❛✈❛♥t✐ ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ ♦tt❡♥✉t❡ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ✐t❡r❛t✐✈❛✳

■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ✈❡♥❣♦♥♦ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ✉♥ ♣❡r✐♦❞♦ ❛✈❛♥t✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ ✜♥❡str❛

r♦❧❧✐♥❣ ❞✐ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ♣❡r ♣r♦❞✉rr❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡✱ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ✈✐❡♥❡ ❛♥❛❧✐③③❛t♦ ♥❡❧

❞❡tt❛❣❧✐♦ ♥❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ✷✳✹✳

✺✷



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✷✳✷ ▼♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱▲❙❚❆❘ ❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡

❆❧❧❡ st✐♠❡ ❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ s✐ ❛✣❛♥❝❛♥♦ q✉❡❧❧❡ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥

❧✐♥❡❛r❡✳ ▲❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s✉❧❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♣r❡s❡♥t❛ ❞✐✈❡rs✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐✳

◆❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✵✮✱ ♣❡r ♣r✐♠♦✱ ❤❛ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛s✐♠♠❡tr✐❝❛ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ●❆❘❈❍

❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡✱ ♦ ❊✲●❆❘❈❍✳ ❆❝❝❛♥t♦ ❛ q✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ s♦♥♦ st❛t✐ s✈✐❧✉♣♣❛t✐ ❞✐✈❡rs✐ ♠♦❞❡❧❧✐

●❆❘❈❍ ✜♥❛❧✐③③❛t✐ ❛ ❝♦❣❧✐❡r❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐tà ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✱ ❝♦♠❡ ✐❧ ❚❤r❡s❤♦❧❞

●❆❘❈❍ ✭❚●❆❘❈❍✮ ❞✐ ❘❛❜❡♠❛♥❛♥❥❛r❛ ❡ ❩❛❦♦✐❛♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ✐❧ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ●❆❘❈❍

✭❱❙●❆❘❈❍✮ ❞✐ ❋♦r♥❛r✐ ❡ ▼❡❧❡ ✭✶✾✾✼✮ ♦ ❧♦ ❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ●❆❘❈❍ ✭❙❚●❆❘❈❍✮✱

❜❛s❛t♦ s✉❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈♦ ❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ✭❙❚❆❘✮✱ ❞✐ ❍❛❣❡r✉❞ ✭✶✾✾✼✮ ❡ ❞✐

●♦♥③❛❧♦✲❘✐✈❡r❛ ✭✶✾✾✽✮✳ ■ ♠♦❞❡❧❧✐ ❛s✐♠♠❡tr✐❝✐ ❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ s♦♥♦ ♣r❡s❡♥t✐ ❛♥❝❤❡ ♥❡❧❧❛ ❝❧❛ss❡

❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛✱ ✉♥♦ ❞❡✐ ♣r✐♠✐ ❧❛✈♦r✐ è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ❍❛r✈❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮✳

◆❡❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛✱ ✐♥✈❡❝❡✱ r❛r❛♠❡♥t❡ s♦♥♦ st❛t✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ ♠♦❞❡❧❧✐

♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐✳ ■❧ ♣r✐♠♦ ❧❛✈♦r♦ ✜♥❛❧✐③③❛t♦ ❛❧❧✬✐♥tr♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐ ❛s✐♠♠❡tr✐❡ ❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐tà ✐♥ ✉♥

♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ▼❛rt❡♥s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ■♥ s❡❣✉✐t♦✱ ▼❝❆❧❡❡r ❡

▼❡❞❡✐r♦s ✭✷✵✵✽✮ r✐♣r❡♥❞♦♥♦ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ♣r♦♣♦♥❡♥❞♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❧✉♥❣❛ ♠❡♠♦r✐❛ ❝❤❡

t✐❡♥❡ ❝♦♥t♦ ❞❡❧❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐tà ❞❡❧❧❛ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✱ ♣r❡s❡♥t❛♥❞♦ ✉♥ t❡st

♣❡r ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐tà ❡ ♣❡r ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r❡❣✐♠✐✳ P✐ù r❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ●❤❛❧❛♥♦s ❡ ❘♦ss✐ ✭✷✵✶✻✮

❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ❧✬✉s♦ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♥❛♠✐❝♦ ❝♦♥ ❧✬✉s♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

s✉❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❡ ❙✫P ✺✵✵✳

■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ✈✐❡♥❡ ❡st❡s❛ ❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❛tt✉❛❧❡ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥

♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ♣❡r ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✳ ❯♥❛ ✈♦❧t❛ ♦tt❡♥✉t❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ s✐ s❡❣✉❡ ❧❛

♣r♦❝❡❞✉r❛ ❞❡s❝r✐tt❛ ♥❡❧❧❛ s❡③✐♦♥❡ ✷✳✶✳✶ ❞❛❧ ♣✉♥t♦ ✹✳

■ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t✐ ♣✐ù ✉t✐❧✐③③❛t✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s♦♥♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘ ❛

s♦❣❧✐❛ ✭❱❡❝t♦r ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡✱ ❚❱❆❘✮✱ ❝❤❡ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ s✇✐t❝❤✱ ❡ ✐❧

♠♦❞❡❧❧♦ ✈❡tt♦r✐❛❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈♦ ❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ✭❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❱❆❘✱ ❙❚❱❆❘✮✱

❝❤❡ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ✭♣❡r ✉♥❛ ❜r❡✈❡ r❛ss❡❣♥❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t✐ s✐ ✈❡❞❛ ❍✉❜r✐❝❤ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛ ✭✷✵✶✸✮✮✳ ◆❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❧❛✈♦r♦ s✐ è s❝❡❧t♦ ❞✐ ✉t✐❧✐③③❛r❡

✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❙❚❱❆❘✳

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❚❱❆❘ è ❧❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ✈❡tt♦r✐❛❧❡ ❞❡❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✉♥✐✈❛r✐❛t❛✱

❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡

yt =

r∑

i=1

(φ′izt + εit)I(ci−1 ≤ st ≤ ci) ✭✷✳✷✳✶✮

✺✸



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❞♦✈❡ zt = (w′
t, x

′
t) è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❝❤❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ wt = (1, yt−1, . . . , yt−p)

′✱

♣❡r p r✐t❛r❞✐ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥t❡✱ ❡ xt = (x1t, . . . , xkt) è ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦✲

❣❡♥❡✱ st è ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ♦ss❡r✈❛❜✐❧❡ ❞✐ s✇✐t❝❤✱ ♥♦r♠❛❧♠❡♥t❡ st❛③✐♦♥❛r✐❛✱ ❡ c0, c1, . . . , cr s♦♥♦

✐ ✈❛❧♦r✐ s♦❣❧✐❛✳ ▲❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✷✳✷✳✶✮ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❝♦♥❞♦tt❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❧❡❛st sq✉❛r❡s✭❈▲❙✮✳ ◆❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ❚s❛② ✭✷✵✵✺❜✮ s♣❡❝✐✜❝❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♠❡ s❡❣✉❡✿

yt =

r∑

i=1

{ p∑

j=1

(µi +Φijyt−j + Γijxt−j) + εit
}
I(ci−1 < st ≤ ci) ✭✷✳✷✳✷✮

❞♦✈❡ yt ❡ εit s♦♥♦ ✈❡tt♦r✐ ñ × 1 ❡ µi è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ñ × 1 ❞✐ ✐♥t❡r❝❡tt❡✱ ♣❡r i = 1, . . . , r

♥✉♠❡r♦ ❞✐ s♦❣❧✐❡✱ φij s♦♥♦ ❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ñ× ñ ❞✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞❡✐ r✐t❛r❞✐ ❞❡❧ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

❞✐♣❡♥❞❡♥t✐✱ ❡ Γij s♦♥♦ ❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ñ × k ❞✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❡s♦❣❡♥❡✱ ♣❡r i = 1, . . . , r ❡

j = 1, . . . p✳ ●❧✐ ❡rr♦r✐ εit s♦♥♦ s❡r✐❛❧♠❡♥t❡ ✐♥❝♦rr❡❧❛t✐ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ ③❡r♦ ❡ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡

❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✳ ❯♥❛ s✐♥❣♦❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ s✇✐t❝❤✱ st✱ st❛③✐♦♥❛r✐❛ ❡ ❝♦♥t✐♥✉❛✱

❞❡t❡r♠✐♥❛ ✐❧ r❡❣✐♠❡ ❞❡❧❧✬✐♥t❡r♦ s✐st❡♠❛✳

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❙❚❱❆❘ è✱ ✐♥✈❡❝❡✱ ❧❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥✱

♣r♦♣♦st❛ ❞❛ ❇❛❝♦♥ ❡ ❲❛tts ✭✶✾✼✶✮✱ ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡

yt =φ0 +

p∑

j=1

φjyt−j + γ′xt

+ (ψ0 +

p∑

j=1

ψjyt−j + η′xt)G(γ, c; st) + εt

✭✷✳✷✳✸✮

❞♦✈❡ φj ❡ ψj ✱ ♣❡r j = 0, 1, . . . , p s♦♥♦ ♣❛r❛♠❡tr✐✱ γ ❡ η s♦♥♦ ✈❡tt♦r✐ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ k × 1✱

❞♦✈❡ k è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❡s♦❣❡♥❡✱ G(γ, c; st)✱ ❞❡tt❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡

❝♦♥t✐♥✉❛ ❞✐ st ❡ εt è ❧✬❡rr♦r❡ ✐✳✐✳❞ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ ③❡r♦ ❡ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦st❛♥t❡ σ2✳ ■♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛

s♦♥♦ st❛t❡ s✉❣❣❡r✐t❡ ❞✐✈❡rs❡ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ ♣❡r ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ❝♦♠❡ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡

t❛♥❣❡♥t❡ ✐♣❡r❜♦❧✐❝❛✱ ❧♦❣✐st✐❝❛ ❡ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧❡✳ ■ ♠♦❞❡❧❧✐ ❙❚❆❘ ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ st✐♠❛t✐ tr❛♠✐t❡

♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❡✱ s♦tt♦ ❛❧❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r❡❣♦❧❛r✐tà✱ ❧❡ st✐♠❡ s♦♥♦ ❝♦♥s✐st❡♥t✐

❡ ❛s✐♥t♦t✐❝❛♠❡♥t❡ ♥♦r♠❛❧✐✳

❆♥❞❡rs♦♥ ❡ ❱❛❤✐❞ ✭✶✾✾✽✮ ❤❛♥♥♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛t♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❙❚❆❘ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ❝♦♠❡

✺✹



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

s❡❣✉❡✿

yt =µ0 +

p∑

j=1

Φjyt−j + Γxt

+G(γ, c; st) ·
{
µ1 +

p∑

j=1

(Ψjyt−j +Θxt)
}
+ εt

= µ0 +G(γ, c; st)µ1 +

p∑

j=1

{
Φj +G(γ, c; st)Ψj

}
yt−j

+ (Γ +G(γ, c; st)Θ)xt + εt

✭✷✳✷✳✹✮

❞♦✈❡ yt è ✐❧ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ñ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐♣❡♥❞❡♥t✐✱ µ0 ❡ µ1 s♦♥♦ ✐ ✈❡tt♦r✐ ñ× 1 ❞✐ ✐♥t❡r❝❡tt❡✱ Φj

❡ Ψj s♦♥♦ ♠❛tr✐❝✐ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✱ ♣❡r j = 1, . . . , p✱ Γ ❡ Θ s♦♥♦ ♠❛tr✐❝✐ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ñ× n ❡

G(γ, c; st) è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ñ× ñ ❞✐ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ ♣❡r ❝✉✐

G(γ, c; st) = diag
{
G1(γ1, c1; s1t), . . . , Gñ(γñ, cñ; sñt)

}
. ✭✷✳✷✳✺✮

❙♣❡ss♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✭✷✳✷✳✹✮ ✈✐❡♥❡ s❡♠♣❧✐✜❝❛t♦ ❛ss✉♠❡♥❞♦ ❝❤❡ ❧❡ ✈❛r✐❡ s❡r✐❡ ❝♦♥❞✐✈✐❞❛♥♦ ❧❛

♠❡❞❡s✐♠❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ st✱ ❡ ❝❤❡ ✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ s✐❛♥♦

❣❧✐ st❡ss✐ ♣❡r t✉tt❡ ❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐✳

■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❡❝t♦r ▲♦❣✐st✐❝ ❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡

✭❱▲❙❚❆❘✮✳ ❙❡ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❞❡❧❧❛ ✭✷✳✶✳✼✮✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣✉ò

❡ss❡r❡ r✐s❝r✐tt♦ ❝♦♠❡

yt =
{ m∑

i=1

(Gi−1
t −Gi

t)Fi

}
zt + ε ✭✷✳✷✳✻✮

❞♦✈❡ m è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r❡❣✐♠✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❡ ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Gi
t s♦♥♦ ❞❡❧❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐

❧♦❣✐st✐❝❤❡✱ t❛❧✐ ♣❡r ❝✉✐

G(sjt; γij , cij) = (1 + exp
{
− γij(sjt − cij)

}
)−1, ✭✷✳✷✳✼✮

♣❡r i = 1, . . . ,m − 1 ❡ j = 1, . . . , ñ✱ G0
t = Iñ ❡ Gm

t = 0✳ ❯♥✬✉❧t❡r✐♦r❡ r✐♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡

❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱▲❙❚❆❘ è ❞❛t❛ ❞❛

yt = (B1 +G1
t + · · ·+Gm−1

t Bm)zt + εt = ΨtBzt + εt ✭✷✳✷✳✽✮

❞♦✈❡ Ψt = (Iñ, G
1
t , . . . , G

m−1
t ) è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ñ×mñ✱ B = (B1, B2, . . . , Bm) è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡

mñ × (pñ + k + 1)✱ B1 = F1 ❡ Bi = Fi − Fi−1✱ ♣❡r i = 2, . . . ,m✳ ❈❛♠❛❝❤♦ ✭✷✵✵✹✮ ❤❛

✉t✐❧✐③③❛t♦ q✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡r ❞✉❡ s❡r✐❡ ❝♦♥ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r❡❣✐♠✐ ♣❛r✐ ❛ ✷✱ ♣❡r ❝✉✐

yt = (B1 +G1
tB2) + εt. ✭✷✳✷✳✾✮

✺✺



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❙❡ s✐ ❛ss✉♠❡ ❝❤❡ εt ∼ N(0,Ω)✱ ❞♦✈❡ Ω è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❞❡✐ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ❡rr♦r❡✱

✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣✉ò ❡ss❡r❡ r❛♣♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ❞❡♥s✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❛

f (yt |It−1 ) = (2π)−
ñ
2 | Ω |− 1

2 exp
{
− (1/2)(yt −ΨtBzt)Ω

−1(yt −ΨtBzt)
}

✭✷✳✷✳✶✵✮

❞♦✈❡ It−2 è ✐❧ s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦ ❛❧ t❡♠♣♦ t−1✳ ▲❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ❧♦❣✲✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡

è ❞❛t❛ ❞❛

logL(θ) =− (T ñ/2) log 2π − (T/2) log | Ω |

− (1/2)
T∑

t=1

(yt −ΨtBzt)Ω
−1(yt −ΨtBzt).

✭✷✳✷✳✶✶✮

■❧ s❡t ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡ è ❞❛t♦ ❞❛ θ =
{
B,Ω,Γ, C

}
✱ ❞♦✈❡ Γ = [γij ] ❡ C = [cij ]✳

▲❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✭✷✳✷✳✽✮ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❝♦♥❞♦tt❛ s✐❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ♠✐♥✐♠✐ q✉❛❞r❛t✐ ♥♦♥

❧✐♥❡❛r✐✱ s✐❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✳ ❯♥❛ ✈♦❧t❛ s❝❡❧t❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡

✉♥✐❝❛ ♣❡r ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱ st✱ ♦ ✐❧ s❡t ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ S = diag(s1t, . . . , sñt)✱ ❧♦

st✐♠❛t♦r❡ ❞❡✐ ♠✐♥✐♠✐ q✉❛❞r❛t✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ è ✐❧ r✐s✉❧t❛t♦ ❞❡❧ s❡❣✉❡♥t❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ ♦tt✐♠♦

θ̂NLS = argmin
θ

T∑

t=1

(yt −ΨtBzt)
′(yt −ΨtBzt) ✭✷✳✷✳✶✷✮

▲✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞✐ ♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ♣✉ò ❝♦♥✈❡r❣❡r❡ ❛❞ ✉♥ ♠✐♥✐♠♦ ❧♦❝❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t❡ ❞❛ q✉❡❧❧♦

❣❧♦❜❛❧❡✱ ❞✐ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ❛ss✉♠❡ ♥♦t❡✈♦❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥③❛ ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡✐ ✈❛❧♦r✐ ❞✐ ♣❛rt❡♥③❛ ❞✐ θ✱

♣❡r ✉♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐♠❡♥t♦ s✉❧❧❛ ❣r✐❣❧✐❛ ❞✐ r✐❝❡r❝❛ ❞❡✐ ✈❛❧♦r✐ ✐♥✐③✐❛❧✐ s✐ ✈❡❞❛ ❚❡räs✈✐rt❛ ❡ ❨❛♥❣

✭✷✵✶✹✮✳

▲♦ st✐♠❛t♦r❡ ❞✐ ♠❛ss✐♠❛ ✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ è ❧❛ s♦❧✉③✐♦♥❡ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ ♦tt✐♠♦

θ̂ML = argmax
θ

logL(θ) ✭✷✳✷✳✶✸✮

❞♦✈❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ logL(θ) ❡q✉✐✈❛❧❡ ❛❧❧❛ ✭✷✳✷✳✶✶✮✱ s❡ εt ∼ N(0,Ω)✳

◆❡❧ ❝❛s♦ ✐♥ ❝✉✐ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ❝❛♠❜✐♥♦ ❞❛ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ❛ ❡q✉❛③✐♦♥❡✱ ❧❛ st✐♠❛

♣✉ò ❡ss❡r❡ ❝♦♥❞♦tt❛ ♣❡r ♦❣♥✐ s✐♥❣♦❧❛ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ❝♦♠❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✳

▲❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ♣❡r ♣✐ù ♣❛ss✐ ✐♥ ❛✈❛♥t✐ ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ ❝♦♥❞♦tt❡

♠❡❞✐❛♥t❡ t❡❝♥✐❝❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❤❡✳ ❙✐❛ ❞❛t♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡

yt = g(zt, θ) + εt ✭✷✳✷✳✶✹✮

❞♦✈❡ θ è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❛ st✐♠❛r❡✱ zt ♣✉ò r❛♣♣r❡s❡♥t❛r❡ ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡✐

✈❛❧♦r✐ r✐t❛r❞❛t✐ ❞✐ yt ❡ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ x1t, . . . , xkt ❡ εt è ✉♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♥ ♠❡❞✐❛ ♥✉❧❧❛

✺✻



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❡ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦st❛♥t❡ ♣❛r✐ ❛ σ2✳ ❙✐❛ IT ✐❧ s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦ ❛❧ t❡♠♣♦ T ❡ s✐❛ εt ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t❡

❞❛ IT−1✱ ❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❛❧ t❡♠♣♦ T ❡q✉✐✈❛❧❡ ❛❧❧❛ ♠❡❞✐❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡

yT+h|T = E
{
yT+h | IT

}
= E

{
g(zT+h−1) | IT

}
✭✷✳✷✳✶✺✮

q✉❛♥❞♦ h = 1 ♥❡❧❧❛ ✭✷✳✷✳✶✺✮✱ yT+1|T = g(zT )✳ ❙❡ h ≥ 2✱ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡

✭✷✳✷✳✶✺✮ ♣✉ò ❡ss❡r❡ s♦❧♦ ❝❛❧❝♦❧❛t♦ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ r✐❝♦rs✐✈❛ ✉s❛♥❞♦ t❡❝♥✐❝❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❤❡✳ P❡r ✉♥❛

❛♥❛❧✐s✐ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐t❛ s✉❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ s✐ ✈❡❞❛♥♦ ❍✉❜r✐❝❤ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛

✭✷✵✶✸✮✱ ❑♦❝❦ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛ ✭✷✵✶✶✮ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳

✷✳✷✳✶ Pr❡s❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐ ❡ t❡st ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà

▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❝❤❡ ♣♦rt❛ ❛❧❧❛ st✐♠❛ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱▲❙❚❆❘ ❡ ❛❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♣r♦❞♦tt❡ ❞❛❧❧♦

st❡ss♦ ♣r❡✈❡❞❡ ❞✐✈❡rs✐ ♣❛ss❛❣❣✐✳ ■♥ ♣r✐♠♦ ❧✉♦❣♦✱ s✐ ✐♥❞❛❣❛ s✉❧❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐

♥❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ♣❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛r❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r❡❣✐♠✐✱ m✱ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✳ ■♥

s❡❣✉✐t♦ s✐ ♣❛ss❛ ❛❧❧❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✳ ▲❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧❧❛ str✉tt✉r❛ ❞❡❧

♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛ ❧❛ s❡❧❡③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ✭♦ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐

tr❛♥s✐③✐♦♥✐ ♥❡❧ ❝❛s♦ s✐❛♥♦ ❞✐✈❡rs❡ ♣❡r ♦❣♥✐ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✮✳ ▲❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐

tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❜❛s❛t❛ s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❛ t❡♦r✐❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ❝❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦

♦ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❣✉✐❞❛t❛ ❞❛✐ ❞❛t✐✳ ❙❡ s✐ ✐♣♦t✐③③❛ ❝❤❡ ❝✐ s✐❛♥♦ ♠♦❧t❡♣❧✐❝✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡

♣♦t❡♥③✐❛❧✐✱ ✉♥❛ s❝❡❧t❛ ❝♦♠✉♥❡ è q✉❡❧❧❛ ❞✐ t❡st❛r❡ ❧❛ ❧✐♥❡❛r✐tà ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡r ♦❣♥✐ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ❡ s❝❡❣❧✐❡r❡ q✉❡❧❧❛ ❝❤❡ ♣r♦❞✉❝❡ ✐❧ p✲✈❛❧✉❡ ♠✐♥♦r❡ ♥❡❧ t❡st ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà✳ ■♥

❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ♥❡❧ ❝❛s♦ ✐♥ ❝✉✐ s✐ ❛ss✉♠❛ ❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ s✐❛ ❧❛ st❡ss❛

♣❡r ❧✬✐♥t❡r♦ ♠♦❞❡❧❧♦✱ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ✉t✐❧✐③③❛r❡ ✉♥ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥t♦ ♣❡r ❧❛ ❧✐♥❡❛r✐tà ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱ ✐♥

❝❛s♦ ❝♦♥tr❛r✐♦ t❛❧❡ t❡st ✈✐❡♥❡ ❡✛❡tt✉❛t♦ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ♣❡r ❡q✉❛③✐♦♥❡✱ ❝♦♠❡ ✐♥ ❈❛♠❛❝❤♦ ✭✷✵✵✹✮✱

▲✉✉❦❦♦♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛ ❡ ❨❛♥❣ ✭✷✵✶✹✮✳

P❡r ✈❡r✐✜❝❛r❡ ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❝❛♠❜✐❛♠❡♥t✐ ♥❡❧ ✈❛❧♦r❡ ♠❡❞✐♦ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ✈✐❡♥❡

✉t✐❧✐③③❛t♦ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞❛ ❇❛✐ ❡ P❡rr♦♥ ✭✶✾✾✽✱ ✷✵✵✸❛✮✱ ❇✲P✳ ■❧ t❡st ❇✲P ✈❡r✐✜❝❛ ❧❛

♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ♠♦❧t❡♣❧✐❝✐ ❝❛♠❜✐❛♠❡♥t✐ str✉tt✉r❛❧✐ ✐♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡✳ P❡r

❧❡ ✜♥❛❧✐tà ❞✐ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦✱ ✈✐❡♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♥ m ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐ ❡ m + 1

r❡❣✐♠✐✱ ❞❛t♦ ❞❛

yit = µij + uit ✭✷✳✷✳✶✻✮

❞♦✈❡ j = 1, . . . ,m + 1✱ i = 1, . . . , ñ✱ µij è ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞✐ yit✳ ■❧ ♥✉♠❡r♦ ❡ ✐ ♣✉♥t✐ ❞✐ ❜r❡❛❦

♥♦♥ s♦♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ ♥♦t✐✳ P❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛r❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❜r❡❛❦ ✈✐❡♥❡ ✉s❛t❛ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛ t❡st

s✉♣FT (l)✱ ❝♦♥ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ❛ss❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦ ❝♦♥tr♦ q✉❡❧❧❛ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❞✐ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❞✐

✺✼



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❜r❡❛❦ ❛r❜✐tr❛r✐♦ ✜♥♦ ❛❞ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ♠❛ss✐♠♦ ❞✐ ❜r❡❛❦ M ✳ ❇✲P ❤❛♥♥♦ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞✉❡ t❡st

❛✈❡♥t✐ ❝♦♠❡ ✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❧✬❛ss❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐✱ ♣❡r t❡st❛r❡ ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦

s❡♥③❛ s♣❡❝✐✜❝❛r❡ ✉♥✬✐♣♦t❡s✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✭s✐ ✈❡❞❛ ❇❛✐ ❡ P❡rr♦♥ ✭✷✵✵✸❜✮✮✳ ■❧ ♣r✐♠♦ t❡st è ✉♥❛

✈❡rs✐♦♥❡ ❡q✉✐♣❡s❛t❛ ❞❡❧❧❡ st❛t✐st✐❝❤❡ t❡st FT ✱ ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡

UDmax = max
1≤m≤M

FT (λ̂1, . . . , λ̂m)

❞♦✈❡ λ̂j = Tj/T ✱ j = 1, . . . ,m✱ ♠❡♥tr❡ ❧✬❛❧tr♦ t❡st è ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡

WDmax = max
1≤m≤M

wmFT (λ̂1, . . . , λ̂m)

❞♦✈❡ ✐ ♣❡s✐ wm s♦♥♦ t❛❧✐ ♣❡r ❝✉✐ ✐ p✲✈❛❧✉❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐ s♦♥♦ ✉❣✉❛❧✐ ♣❡r ♦❣♥✐ m✳ ▲✬✐♣♦t❡s✐

♥✉❧❧❛ ❞✐ ❡♥tr❛♠❜✐ ✐ t❡st è ❧✬❛ss❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐ ❝♦♥tr♦ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❞✐ ✉♥ ♥✉♠❡r♦

♥♦♥ ♥♦t♦ ❞✐ ❜r❡❛❦✱ ❞❛t♦ ✉♥ ❧✐♠✐t❡ ♠❛ss✐♠♦ ▼✳ ■♥✜♥❡✱ ✐❧ t❡st s✉♣FT (l + 1 | l) ❝♦♥s❡♥t❡ ❞✐

s❡❧❡③✐♦♥❛r❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❜r❡❛❦ ♦tt✐♠❛❧❡✳ P❡rt❛♥t♦✱ s✐ ♣r♦❝❡❞❡ ♣r✐♠❛ ❛❧❧❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡❧

♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❜r❡❛❦✱ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ♣❡r ❡q✉❛③✐♦♥❡✱ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐ t❡st UDmax ❡ WDmax✱ s✐ s❡❧❡③✐♦♥❛

♣♦✐ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❜r❡❛❦ ♦tt✐♠❛❧✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ t❡st s✉♣FT (l + 1 | l)✳ ■ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐ t❡st s✉✐

❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t✐ ♥❡❧❧❡ s❡③✐♦♥✐ ✷✳✸✳✻ ❡ ✷✳✸✳✼✳

❯♥❛ ✈♦❧t❛ t❡st❛t❛ ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐✱ s✐ ♣r♦❝❡❞❡ ❛❧❧❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧

♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✳ ▲❛ s❝❡❧t❛ tr❛ ❧✐♥❡❛r✐tà ❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐tà ❛ss✉♠❡ ✉♥❛ ♥♦t❡✈♦❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥③❛

✐♥ q✉❛♥t♦ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❝❤❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ❞❡s❝r✐✈❛ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❛❞❡❣✉❛t❛ ❧❡ r❡❧❛③✐♦♥✐

❝♦♥s✐❞❡r❛t❡✱ ❢❛❝✐❧✐t❛♥❞♦ ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ st✐♠❛ ❞❡❧❧♦ st❡ss♦✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ ✉♥ ❣r❛♥ ♥✉♠❡r♦

❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ♥♦♥ è ✐❞❡♥t✐✜❝❛t♦ q✉❛♥❞♦ ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❣❡♥❡r❛t♦r❡ ❞❡✐ ❞❛t✐ è ❧✐♥❡❛r❡✳

■♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❡s✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞❡ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ t❡st ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà✱ ♣❡r ❝✉✐ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ❝❡r❝❛ ❞✐

♣r❡s❡♥t❛r❡ s♦❧♦ ❛❧❝✉♥✐ ❞✐ ❡ss✐✳

▲❛ ❧✐♥❡❛r✐tà ♣✉ò ❡ss❡r❡ t❡st❛t❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ t❡st ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭▲▼✮✱ ❡q✉❛③✐♦♥❡

♣❡r ❡q✉❛③✐♦♥❡✳ ▲✉✉❦❦♦♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮ ❤❛♥♥♦ s✉❣❣❡r✐t♦ ❞✐ ❛♣♣r♦ss✐♠❛r❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐

tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥✬❡s♣❛♥s✐♦♥❡ ❞✐ ❚❛②❧♦r ❡ ❞✐ t❡st❛r❡ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà✱ ❞❛t❛

❞❛ γj = 0 ♥❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ✭✷✳✷✳✼✮✳

❙❡ ❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❝♦♥❞✐✈✐❞♦♥♦ ❧❛ ♠❡❞❡s✐♠❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛r❡

❛♥❝❤❡ ✉♥ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥t♦✳ ❙✐❛ ❞❛t♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱▲❙❚❆❘ ❛ ✷ r❡❣✐♠✐ ❞❡❧ t✐♣♦ ✭✷✳✷✳✾✮✱ ❧✬✐♣♦t❡s✐

♥✉❧❧❛ ❞✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐tà ❡q✉✐✈❛❧❡ ❛ γj = 0✱ j = 1, . . . , ñ✱ ♠❡♥tr❡ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ è ❝❤❡

❛❧♠❡♥♦ ✉♥ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❞✐ ❢♦r♠❛✱ γj ✱ s✐❛ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐ ✵✳ ■❧ t❡st✱ ❝♦♠❡ q✉❡❧❧♦ ♥❡❧❧✬✉♥✐✈❛r✐❛t♦

s✈✐❧✉♣♣❛t♦ ❞❛ ▲✉✉❦❦♦♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮✱ s✐ ❜❛s❛ s✉❧❧✬❡s♣❛♥s✐♦♥❡ ❞✐ ❚❛②❧♦r ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐

tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ❡❞ è ❛♥❛❧✐③③❛t♦ ♥❡❧ ❞❡tt❛❣❧✐♦ ♥❡❧❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❇✳

✺✽



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✷✳✸ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛

■♥ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ ✈❡♥❣♦♥♦ ♣r❡s❡♥t❛t❡ ❧❡ st✐♠❡ ❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

✐♥tr♦❞♦tt✐ ♥❡❧❧❛ s❡③✐♦♥❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✿ ✐❧ ❱❆❘ s✉✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡

❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❧♦ ❙❚❱❆❘ s✉❣❧✐ st❡ss✐ ❢❛tt♦r✐✳ ▲❛ ♣❡❝✉❧✐❛r✐tà ❞✐ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ è q✉❡❧❧❛ ❞✐

✈❡r✐✜❝❛r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ❞✐ ❛❧❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ❡s♦❣❡♥❡✳

P❡r ♦tt❡♥❡r❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ s✐ ✉t✐❧✐③③❛♥♦

♠❡t♦❞✐ tr❛❞✐③✐♦♥❛❧✐ ❜❛s❛t✐ s✉ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❝♦♠❡ ❧❛ r❛❞✐❝❡ q✉❛❞r❛t❛ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡

q✉❛❞r❛t✐❝♦ ♠❡❞✐♦ ✭❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r✱ ❘▼❙❊✮ ❡ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ▼✐♥❝❡r✲❩❛r♥♦✇✐t③✳

P❡r ✈❛❧✉t❛r❡ ❞✐✈❡rs✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡❛♠❡♥t❡ s✐ r✐❝♦rr❡ ❛✐ t❡st ❞✐ ❝♦♥❢r♦♥t♦ tr❛ ❞✉❡

♠♦❞❡❧❧✐✱ ❝♦♠❡ q✉❡❧❧♦ ❞✐ ❉✐❡❜♦❧❞✲▼❛r✐❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮ ♦ q✉❡❧❧♦ ❞✐ ●✐❛❝♦♠✐♥✐✲❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✻✮✳ ■♥✲

✜♥❡ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❛ r❡❝❡♥t❡✱ s✈✐❧✉♣♣❛t❛ ✐♥ ❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❜✮ ❝♦❧ ♥♦♠❡ ❞✐

▼♦❞❡❧ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❙❡t✱ ♣❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛r❡ ❧✬♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ ❞✐ ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥ t❡r♠✐♥✐

♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐✳

✷✳✸✳✶ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡

▲✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞✐ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ è ✐♥❞✐✈✐❞✉❛r❡ ❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ❧❛ ❧♦r♦ ✉t✐❧✐tà

♥❡❧ ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✳ ❙❝❤✇❡rt ✭✶✾✽✾✮✱ ♣❡r ♣r✐♠♦✱ ❤❛ ❛♥❛❧✐③③❛t♦ ✐❧

❝♦♠♣♦rt❛♠❡♥t♦ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r✐s♣❡tt♦ ❛❧ ❝✐❝❧♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝♦✳ ❉❛❧ s✉♦ st✉❞✐♦ ❡♠❡r❣❡ ❝❤❡ ❧❛

r❡❧❛③✐♦♥❡ tr❛ ❧❡ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞✐ ✉♥ t✐t♦❧♦ ♥♦♥

è ♣❛rt✐❝♦❧❛r♠❡♥t❡ ❢♦rt❡✱ ♠❛ ♠♦str❛ ❝♦♠✉♥q✉❡ ✉♥ ❛♥❞❛♠❡♥t♦ ❛♥t✐✲❝✐❝❧✐❝♦ ❞❛ ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ▲♦ st❡ss♦ r✐s✉❧t❛t♦ è st❛t♦ ❝♦♥❢❡r♠❛t♦ ❞❛✐ ❧❛✈♦r✐ ❞✐ ❋❛♠❛ ❡ ❋r❡♥❝❤ ✭✶✾✽✾✮✱ ♣❡r

q✉❛♥t♦ r✐❣✉❛r❞❛ ✐❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦✱ ❡ ❞❛ ❈♦♥r❛❞ ❡ ▲♦❝❤ ✭✷✵✶✹✮✱ ✐♥ ✉♥ ❧❛✈♦r♦ s✉❧❧❛

♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼■❉❆❙✳

❘❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ❣r❛③✐❡ ❛❧❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❝♦♠❡ ♠✐s✉r❛ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

❡ ❞❡❧❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼■❉❆❙✱ ✉♥❛ ❧❛r❣❛ ♣❛rt❡ ❞✐ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s✐ è ♦❝❝✉♣❛t❛ ❞❡❧ ❧❡❣❛♠❡ tr❛ ❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡✐ t✐t♦❧✐ ❡ ✐ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝✐ ❞❡❧ P❛❡s❡ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱

❊♥❣❧❡ ❡ ❘❛♥❣❡❧ ✭✷✵✵✽✮ ❢❛♥♥♦ ✉s♦ ❞✐ ✉♥♦ ❙♣❧✐♥❡✲●❆❘❈❍ ♣❡r ❛♥❛❧✐③③❛r❡ ✐❧ ❝♦❧❧❡❣❛♠❡♥t♦

tr❛ ❛❧❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❛ ❜❛ss❛ ❢r❡q✉❡♥③❛✳ ■ ❧♦r♦ r✐s✉❧t❛t✐

❡✈✐❞❡♥③✐❛♥♦ ❝❤❡ ❛❧❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡✱ ❝♦♠❡ ❧❛ ❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧ P■▲✱ ❧✬✐♥✢❛③✐♦♥❡ ❡ ✐❧

t❛ss♦ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ ❛ ❜r❡✈❡✱ ❛✐✉t❛♥♦ ❛ s♣✐❡❣❛r❡ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ❊♥❣❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮

❡st❡♥❞♦♥♦ ❧✬✉s♦ ❞✐ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❛❧❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ▼■❉❆❙✳ ❚r❛ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ❛♥❝❤❡ ❞❛ ❙❝❤✇❡rt ✭✶✾✽✾✮✱ ❡ss✐ ♣r❡♥❞♦♥♦ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛③✐♦♥❡ ❧❛

❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡ ❡ ❧✬✐♥✢❛③✐♦♥❡✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥❞♦s✐ s✉❧ ♣♦t❡r❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡

✺✾



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❞✐ t❛❧✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐✳ ❊ss✐ ❝♦♥❝❧✉❞♦♥♦ ❝❤❡ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞❡❧❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❛✐✉t❛

❛ ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐ ❧✉♥❣♦ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳

◆❡❧ s✉♦ st✉❞✐♦ ❞❡❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦✱ ▼❡❧❡ ✭✷✵✵✼✱ ✷✵✵✽✮ s✉❣❣❡r✐s❝❡ ❝❤❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

✉t✐❧✐③③❛t❡ ♣❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ ✉s❛t❡ ♣❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❛♥❝❤❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳

P✐ù r❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡✱ P❛②❡ ✭✷✵✶✷✮ ❡ ❈❤r✐st✐❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ s✐ s♦♥♦ ♦❝❝✉♣❛t✐ ❞❡❧❧❛ ♣r❡✈❡❞✐✲

❜✐❧✐tà ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞✐ ✉♥ t✐t♦❧♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡✳ P❛②❡

✭✷✵✶✷✮ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ❝❤❡ ❡s✐st❡ ✉♥ ❧❡❣❛♠❡ tr❛ ❞✐✈❡rs❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞✐ ♠❡r❝❛✲

t♦✱ ♠❡♥tr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ r✐s✉❧t❛ ♠♦❞❡st❛✳ ❈❤r✐st✐❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮

❡st❡♥❞♦♥♦ ❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞✐ P❛②❡ ✭✷✵✶✷✮ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ✉♥ ♠❛❣❣✐♦r ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❡ ❛♥❛❧✐③③❛♥❞♦✱ ♦❧tr❡ ❛❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞✐ ♠❡r❝❛t♦✱ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞✐ ✉❧t❡r✐♦r✐ ❛tt✐✈✐tà ✜♥❛♥③✐❛r✐❡

❝♦♠❡ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝❛♠❜✐♦✱ ✐❧ ♠❡r❝❛t♦ ♦❜❜❧✐❣❛③✐♦♥❛r✐♦ ❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♠♦❞✐t②✳ ❉❛❧ ❧♦r♦ ❧❛✈♦r♦

❡♠❡r❣❡ ❝❤❡ ❛❧❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛✐✉t❛♥♦ ❛ ♠✐❣❧✐♦r❛r❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ▲❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

♣❛rt✐❝♦❧❛r♠❡♥t❡ ✉t✐❧✐ ♥❡❧❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ s♦♥♦ q✉❡❧❧❡ ❧❡❣❛t❡ ❛❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà ❞❡❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧

r✐s❝❤✐♦ ❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ❝r❡❞✐t♦✱ ♠❡♥tr❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ✧♣✉r❡✧ ♥♦♥ ♠♦str❛♥♦

✉♥ ♠✐❣❧✐♦r❛♠❡♥t♦ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✜♥❛♥③✐❛r✐❛✳

▲❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ♥♦♥ ❤❛ ❝❤✐❛r✐t♦ ✐♥ ♣✐❡♥♦ ❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ❡ ♠❛❝r♦❡❝♦✲

♥♦♠✐❝❤❡ ♥❡❧❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞✐ ♠❡r❝❛t♦✳ ■❧ ♠♦t✐✈♦ ❞✐ q✉❡st♦ r✐s✉❧t❛t♦ ♣♦tr❡❜❜❡

❡ss❡r❡ ❞❡tt❛t♦ ❞❛❧❧❛ ♥❛t✉r❛ ❧✐♥❡❛r❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✉t✐❧✐③③❛t✐✱ q✉❡st♦ ✐♠♣❧✐❝❛ ❝❤❡ ❧❛ r❡❧❛③✐♦♥❡

tr❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♣♦tr❡❜❜❡ ❡ss❡r❡ ❞✐ ♥❛t✉r❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✳ ❆ s♦st❡❣♥♦ ❞✐ t❛❧❡

✐♣♦t❡s✐✱ ▼❡❧❡ ✭✷✵✵✼✮ ♠♦str❛ ❝♦♠❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ s✐❛ ❝♦♥tr♦✲❝✐❝❧✐❝❛ ✐♥ s❡❣✉✐t♦

❛❧❧❡ r✐s♣♦st❡ ❛s✐♠♠❡tr✐❝❤❡ ❞❡❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ✐♥ r✐s♣♦st❛ ❛❧❧❡ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐ ♥❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦✲

♥✐ ❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡✳ P❡r q✉❡st♦ ♠♦t✐✈♦✱ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s✐ ❛♥❛❧✐③③❛ ✐❧ r✉♦❧♦ ❞❡❧❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐

♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ✐♥ ✉♥ ❝♦♥t❡st♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✳

◗✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ❢❛ r✐❝♦rs♦ ❛❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ r✐t❡♥✉t❡ ♠❛❣❣✐♦r♠❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ✐♥

❧❡tt❡r❛t✉r❛ ♣❡r ❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ❛♥❛❧✐③③❛✱ ❝♦♠❡ s✉❣❣❡r✐t♦ ❞❛

❉✐❡❜♦❧❞ ❡ ❨✐❧♠❛③ ✭✷✵✵✾✮✱ ❣❧✐ ❡✛❡tt✐ s♣✐❧❧♦✈❡r tr❛ ❞✐✈❡rs✐ P❛❡s✐✳

✷✳✸✳✷ ❉❛t✐ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

P❡r ❧❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

s♦♥♦ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❞❡✐ ♣r❡③③✐ ❞✐ ❝❤✐✉s✉r❛ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐ ❞✐ ✹ ✐♥❞✐❝✐ ❛③✐♦♥❛r✐✶✹✳ ▲❡

s❡r✐❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐ ❝♦♥s✐st♦♥♦ ♥❡❧❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡ ❞❡❣❧✐ ✐♥❞✐❝✐ ❞✐ ♠❡r❝❛t♦ ❙✫P ✺✵✵
✶✹▲✬♦r❞✐♥❡ ❞❡❣❧✐ ✐♥❞✐❝✐ ♥❡❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✱ ri✱ è ❙P✱ ❏P◆✱ ❯❑✱ ●❊❘✳ ❙♦♥♦ st❛t❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ❛♥❝❤❡

❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥✐ ❞❡❣❧✐ ✐♥❞✐❝✐ ❞✐✈❡rs❡✱ ♠❛ ❧❡ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❤❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡r✐✈❛♥t✐ ♥♦♥

❝❛♠❜✐❛♥♦✳

✻✵



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✭❙P✮✱ ◆✐❦❦❡✐ ✭❏P◆✮✱ ❋❚❙❊ ✶✵✵ ✭❯❑✮ ❡ ❉❆❳ ✭●❊❘✮✳ ▲❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ è ♠♦t✐✈❛t❛ ❞❛❧❧❛

❞✐❣✐t❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❛✈❛♥③❛t❛ ❞❡✐ ♠❡r❝❛t✐ ❝❤❡ ❤❛ r❡s♦ ♣♦ss✐❜✐❧❡✱ ♣❡r ❣❧✐ ✐♥✈❡st✐t♦r✐✱ ❞❡t❡♥❡r❡ ♥❡❧

♣r♦♣r✐♦ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❞✐ ✐♥✈❡st✐♠❡♥t♦ ❛tt✐✈✐tà q✉♦t❛t❡ ✐♥ ❞✐✈❡rs✐ ♠❡r❝❛t✐ ❡ ❞❛❧❧❛ ♥❡❝❡ss✐tà ❞✐

✈❡r✐✜❝❛r❡ ❣❧✐ ❡✛❡tt✐ s♣✐❧❧♦✈❡r tr❛ ❧❡ q✉♦t❛③✐♦♥✐ ❞❡❣❧✐ ✐♥❞✐❝✐ ❞✐ P❛❡s✐ ❞✐✛❡r❡♥t✐✳ ■ ❞❛t✐ ♦r✐❣✐♥❛❧✐

❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐ ❝♦♣r♦♥♦ ✐❧ ♣❡r✐♦❞♦ ❝♦♠♣r❡s♦ tr❛ ❧✬✶ ●❡♥♥❛✐♦ ✶✾✻✾ ❡ ✐❧ ✸✶ ❖tt♦❜r❡ ✷✵✶✺ ♣❡r ✉♥

t♦t❛❧❡ ❞✐ ✶✶✶✽✻ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡✳

❚✉tt❡ ❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ s♦♥♦ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ♣❡r ❝♦str✉✐r❡

T = 562 ♠❛tr✐❝✐ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ♠❡♥s✐❧✐✱ s❡❝♦♥❞♦ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✷✳✶✳✶✮✱ ♣❡r

❝✉✐

RCOVt =

mt∑

i=1

ri,tr
′
i,t

❞♦✈❡ mt è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❣✐♦r♥✐ ♥❡❧ ♠❡s❡ t ❡ ri,t è ✉♥ ✈❡tt♦r❡ n× 1 ❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐

❞❛t✐ ❞❛

ri,t = pi,t − pi−1,t, i = 1, . . . ,mt.

P❡r ❝♦str✉③✐♦♥❡✱ ❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ s♦♥♦ s✐♠♠❡tr✐❝❤❡ ❡✱ ♣❡r

n < mt✱ s♦♥♦ ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✿ ❙t❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❱❛r✐❛♥③❡ ❡ ❈♦✈❛r✐❛♥③❡ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

❱❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

❆❉❋

❙✐♠❜♦❧♦ ▼❡❞✐❛ ❉❡✈✳❙t ❆s✐♠♠✳ ❊①✳ ❈✉rt✳ ρ1 ρ2 ❝ ❝✲t ❑P❙❙

❙P ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✹✽ ✾✳✽✺ ✷✳✵✷ ✵✳✹✺ ✵✳✸✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✹✵✼

❏P◆ ✵✳✵✵✸✺ ✵✳✵✵✺✽ ✾✳✻✼ ✶✳✻✽ ✵✳✸✻ ✵✳✷✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✼✶✻

❯❑ ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✹✶ ✻✳✺✽ ✶✳✻✹ ✵✳✺✻ ✵✳✸✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✶✸✶

❉❆❳ ✵✳✵✵✸✹ ✵✳✵✵✹✾ ✹✳✾✽ ✸✼✳✹✷ ✵✳✺✾ ✵✳✹✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✼✺✹

❈♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

❆❉❋

❙✐♠❜♦❧♦ ▼❡❞✐❛ ❉❡✈✳❙t ❆s✐♠♠✳ ❊①✳ ❈✉rt✳ ρ1 ρ2 ❝ ❝✲t ❑P❙❙

❙P✲❏P◆ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✶✻ ✶✹✳✺✶ ✷✼✻✳✽✹ ✵✳✷✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✸✶✷

❙P✲❯❑ ✵✳✵✵✵✾ ✵✳✵✵✷✸ ✼✳✾✺ ✽✶✳✷✹ ✵✳✺✻ ✵✳✸✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✻✻✾

❙P✲❉❆❳ ✵✳✵✵✶✷ ✵✳✵✵✸✶ ✼✳✸✹ ✼✺✳✼✾ ✵✳✺✻ ✵✳✸✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✼✷✾

❏P◆✲❯❑ ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✵✷✽ ✶✹✳✵✻ ✷✹✷✳✺✽ ✵✳✸✹ ✵✳✶✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✸✻✾

❏P◆✲❉❆❳ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✷✽ ✶✸✳✾✵ ✷✺✻✳✶✵ ✵✳✸✼ ✵✳✶✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✸✾✹

❯❑✲❉❆❳ ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✸✸ ✻✳✻✹ ✻✼✳✻✵ ✵✳✻✹ ✵✳✸✽ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✻✸✸

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✉♥ ❑P❙❙ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶ ❝♦♥t✐❡♥❡ ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞✐ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡

r❡❛❧✐③③❛t❡ ❞❡❣❧✐ ✐♥❞✐❝✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐✳ ❉❛❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ❡♠❡r❣❡ ❝❤❡ ❧❡ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡

❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ s♦♥♦ ❡str❡♠❛♠❡♥t❡ ❛s✐♠♠❡tr✐❝❤❡ ❛ ❞❡str❛ ❡ ❧❡♣t♦❝✉rt✐❝❤❡✱ ❝♦✲

✻✶



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✿ ❙t❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

❋❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

❆❉❋

❙✐♠❜♦❧♦ ▼❡❞✐❛ ❉❡✈✳❙t ❆s✐♠♠✳ ❊①✳ ❈✉rt✳ ρ1 ρ2 ❝ ❝✲t ❑P❙❙

❈❤♦❧❡s❦② ✶❛ ✵✳✵✹✷✶ ✵✳✵✷✹✸ ✸✳✽✽ ✷✺✳✸✷ ✵✳✻✸ ✵✳✺✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✺✷✷

❈❤♦❧❡s❦② ✷❛ ✵✳✵✵✻✾ ✵✳✵✶✹✺ ✶✳✽✽ ✶✸✳✷✺ ✵✳✶✸ ✵✳✶✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✹✷✽

❈❤♦❧❡s❦② ✸❛ ✵✳✵✶✺✺ ✵✳✵✶✼✸ ✶✳✾✷ ✻✳✾✽ ✵✳✺✸ ✵✳✸✾ ✵✳✵✸✵✽ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✸✶✺c

❈❤♦❧❡s❦② ✹❛ ✵✳✵✶✾✷ ✵✳✵✷✺✾ ✷✳✵✷ ✻✳✵✹ ✵✳✻✺ ✵✳✺✻ ✵✳✵✵✷✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✺✺✶b

❈❤♦❧❡s❦② ✺❛ ✵✳✵✹✽✾ ✵✳✵✷✽✵ ✷✳✸✷ ✶✶✳✻✶ ✵✳✺✽ ✵✳✹✸ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✻✶✹b

❈❤♦❧❡s❦② ✻❛ ✵✳✵✵✼✾ ✵✳✵✶✹✸ ✷✳✼✾ ✶✾✳✶✷ ✵✳✷✼ ✵✳✶✼ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✺✼✻

❈❤♦❧❡s❦② ✼❛ ✵✳✵✵✾✾ ✵✳✵✶✹✾ ✶✳✾✾ ✽✳✻✶ ✵✳✷✽ ✵✳✶✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✷✷✾✼a

❈❤♦❧❡s❦② ✽❛ ✵✳✵✸✺✺ ✵✳✵✶✾✵ ✷✳✻✹ ✶✶✳✹✵ ✵✳✻✷ ✵✳✺✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✸✸✵c

❈❤♦❧❡s❦② ✾❛ ✵✳✵✶✼✷ ✵✳✵✶✾✹ ✶✳✷✶ ✷✳✺✸ ✵✳✺✻ ✵✳✹✼ ✵✳✵✺✹✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✼✽✻b

❈❤♦❧❡s❦② ✶✵❛ ✵✳✵✸✸✹ ✵✳✵✶✺✶ ✶✳✹✹ ✸✳✶✶ ✵✳✺✹ ✵✳✹✼ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✶✽ ✵✳✷✸✻✺a

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✉♥ ❑P❙❙ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

♠❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t♦ ✐♥ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶❛✮✳ P❡r ✈❡r✐✜❝❛r❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❡♥③❛ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡

✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t❡ ❛♥❝❤❡ ❧❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛r✐❡ ❞✐ ♣r✐♠♦ ❡ ❞✐

s❡❝♦♥❞♦ ♦r❞✐♥❡✳ ❊ss❡ s♦♥♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r t✉tt❡ ❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ❡✈✐❞❡♥✲

③✐❛♥❞♦ ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ♣❡rs✐st❡♥③❛ r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❢♦rt❡✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛ ❧❡ ✉❧t✐♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡

❞❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ r✐♣♦rt❛♥♦ ✐ ♣✲✈❛❧✉❡ ❞❡❧ t❡st ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r ✭❆❉❋✮ ❡ ✐ ✈❛❧♦r✐ ❞❡❧❧❛

st❛t✐st✐❝❛ t❡st ❑P❙❙✳ ■❧ t❡st ❆❉❋ r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ♥♦♥ st❛③✐♦♥❛r✐❡tà ♣❡r t✉tt❡ ❧❡

s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧ ❑P❙❙ ❛❝❝❡tt❛✱ ♣❡r t✉tt❡ ❧❡ s❡r✐❡✱ ❧✬✐♣♦t❡s✐

♥✉❧❧❛ ❞✐ s❡r✐❡ st❛③✐♦♥❛r✐❡✳

▲❡ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❤❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡

✭✷✳✶✳✷✮✱ s♦♥♦ ❛♥❛❧✐③③❛t❡ ♥❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✳ ❙✐ ♣✉ò ♦ss❡r✈❛r❡ ❝❤❡ ❧❡ s❡r✐❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥♦ ❧❛ ♣r♦♣r✐❡✲

tà ❞✐ ❧✉♥❣❛ ♠❡♠♦r✐❛ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ❝♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥③✐❛t♦ ❞❛ ❆♥❞❡rs❡♥

❡ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✾✼✮ ❡ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶❛✮✳ ▲❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐

❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧ ♣r✐♠♦ ❞❛t❛s❡t s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t❡ ♥❡❧❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✶✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ♠♦str❛ ❝♦♠❡ ❧❡

❛✉t♦❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❞❡❝❛❞♦♥♦ ❧❡♥t❛♠❡♥t❡✱ ❝♦♠❡ ♣❡r ❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✳ ■❧ t❡st

❆❉❋ ❞✐ r❛❞✐❝❡ ✉♥✐t❛r✐❛ ❝♦♥ ❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ s♦❧❛ ❝♦st❛♥t❡ ♠♦str❛ ❝♦♠❡ t✉tt❡ ❧❡ s❡r✐❡ r✐✜✉t✐♥♦

❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❛❞ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞❡❧ ✶✵✪✱ ♠❡♥tr❡ ✾ s❡r✐❡ s✉ ✶✵ ❧❛ r✐✜✉t❛♥♦ ❛❧ ✺✪✳ ■♥ ❞✐✈❡rs❡ s❡r✐❡

❞❡✐ ❢❛tt♦r✐✱ ✐❧ ❑P❙❙ r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ❛ss❡♥③❛ ❞✐ r❛❞✐❝✐ ✉♥✐t❛r✐❡✳ ◗✉❡st♦ s✉❣❣❡r✐s❝❡

❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ❝❡rt❛ ♣❡rs✐st❡♥③❛ ♥❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❡ ❧❛ ♥❡❝❡ss✐tà ❞✐ ❛♣♣❧✐❝❛r❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣✐ù

❝♦♠♣❧❡ss♦ r✐s♣❡tt♦ ❛❧ ❱❆❘ ❧✐♥❡❛r❡✳

P❡r ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② è st❛t♦ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ✹ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ▲❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦✱ ❝♦♠❡ ❧✬✐♥✢❛③✐♦♥❡ ✭■◆❋✮ ❡ ✐❧ t❛ss♦

✻✷



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❋✐❣✉r❛ ✷✳✶✿ ❆✉t♦❝♦rr❡❧♦❣r❛♠♠❛ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❞❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ ❘❈❖❱✳

❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡ ♠❡♥s✐❧✐ ✭■P✮✱ s♦♥♦ ❧❡ st❡ss❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ❞❛ ❙❝❤✇❡rt

✭✶✾✽✾✮ ❡ ♠✐r❛♥♦ ❛ s♣✐❡❣❛r❡ ✐❧ ♠♦✈✐♠❡♥t♦ ❛♥t✐✲❝✐❝❧✐❝♦ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ❙♦♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ ✐

t❛ss✐ ❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧✬✐♥✢❛③✐♦♥❡ ♣❡r ♦❣♥✐ s✐♥❣♦❧♦ P❛❡s❡✱ ♠❡♥tr❡ ✈❡♥❣♦♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ ✐ t❛ss✐

❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡ ♣❡r ❣❧✐ ❙t❛t✐ ❯♥✐t✐✱ ♣❡r ✐❧ ●✐❛♣♣♦♥❡ ❡ ♣❡r ❧✬✐♥t❡r❛

❯♥✐♦♥❡ ❊✉r♦♣❡❛✱ ♣❡r t❡♥❡r❡ ❝♦♥t♦ ❞✐ ✉❧t❡r✐♦r✐ ❡✛❡tt✐ s♣✐❧❧♦✈❡r ❝♦♥ ❛❧tr✐ P❛❡s✐ ❡✉r♦♣❡✐✳

▲✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♠♣r❡♥❞❡ ❛♥❝❤❡ ❞✉❡ ♠✐s✉r❡ ❞✐ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ t✐t♦❧✐

❛③✐♦♥❛r✐ ❝♦♠❡ ✐❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧ r❛♣♣♦rt♦ tr❛ ✐ ❞✐✈✐❞❡♥❞✐ ❡ ✐❧ ♣r❡③③♦ ✭❉✲P✮ ❡ ✐❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧

r❛♣♣♦rt♦ ♣r❡③③♦✲✉t✐❧✐ ✭❊✲P✮ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ❜♦rs❛ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ❙✫P ✺✵✵✱ t✐♣✐❝❛♠❡♥t❡ ✐♥❝❧✉s❡

♥❡❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ♣r❡❞✐tt♦r✐ ❞❡❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❡①tr❛✱ ❝♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥③✐❛t♦ ✐♥ ❲❡❧❝❤ ❡ ●♦②❛❧ ✭✷✵✵✽✮✳

✻✸



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ❞❡s❝r✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ❡ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛

♣r♦✈❡♥✐❡♥③❛ ❞❡✐ ❞❛t✐✱ ♠❡♥tr❡ ❧❛ ✷✳✹ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❞❡❧❧❡ ❡s♦❣❡♥❡✳

✻✹



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸✿ ❉❡s❝r✐③✐♦♥❡ ❱❛r✐❛❜✐❧✐ ❊s♦❣❡♥❡ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

❙✐♠❜♦❧♦ ❱❛r✐❛❜✐❧❡ ❖r✐❣✐♥❡ ❉❛t✐

❉❡s❝r✐③✐♦♥❡ ❋♦♥t❡

∆■♥✢❯❙ ❈r❡s❝✐t❛ ■♥✢❛③✐♦♥❡ ❙t❛t✐ ❯♥✐t✐ ❉✐✛❡r❡♥③❛ ♣r✐♠❛ ❞❡❧ t❛ss♦ ❞✐ ✐♥✢❛③✐♦♥❡ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ❉❛t❛str❡❛♠

∆■♥✢❯❑ ❈r❡s❝✐t❛ ■♥✢❛③✐♦♥❡ ●r❛♥ ❇r❡t❛❣♥❛ ❉✐✛❡r❡♥③❛ ♣r✐♠❛ ❞❡❧ t❛ss♦ ❞✐ ✐♥✢❛③✐♦♥❡ ✐♥❣❧❡s❡ ❉❛t❛str❡❛♠

∆■♥✢●❊❘ ❈r❡s❝✐t❛ ■♥✢❛③✐♦♥❡ ●❡r♠❛♥✐❛ ❉✐✛❡r❡♥③❛ ♣r✐♠❛ ❞❡❧ t❛ss♦ ❞✐ ✐♥✢❛③✐♦♥❡ t❡❞❡s❝♦ ❉❛t❛str❡❛♠

∆■♥✢❏P◆ ❈r❡s❝✐t❛ ■♥✢❛③✐♦♥❡ ●✐❛♣♣♦♥❡ ❉✐✛❡r❡♥③❛ ♣r✐♠❛ ❞❡❧ t❛ss♦ ❞✐ ✐♥✢❛③✐♦♥❡ ❣✐❛♣♣♦♥❡s❡ ❉❛t❛str❡❛♠

■P❯❙ ❈r❡s❝✐t❛ Pr♦❞✉③✐♦♥❡ ■♥❞✉str✐❛❧❡

❙t❛t✐ ❯♥✐t✐

❈r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡ ❛♠❡r✐❝❛♥❛ ❉❛t❛❜❛s❡

❖❊❈❉

■P❏P◆ ❈r❡s❝✐t❛ Pr♦❞✉③✐♦♥❡ ■♥❞✉str✐❛❧❡

●✐❛♣♣♦♥❡

❈r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡ ❣✐❛♣♣♦♥❡s❡ ❉❛t❛❜❛s❡

❖❊❈❉

■P❊❯ ❈r❡s❝✐t❛ Pr♦❞✉③✐♦♥❡ ■♥❞✉str✐❛❧❡

❯♥✐♦♥❡ ❊✉r♦♣❡❛

❈r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡ ❞❡❧❧✬❯♥✐♦♥❡

❊✉r♦♣❡❛

❉❛t❛❜❛s❡

❖❊❈❉

❞❴❉❨ ❈r❡s❝✐t❛ ❉✐✈✐❞❡♥❞ ❨✐❡❧❞ ❘❛t✐♦ ❙✫P

✺✵✵

❈r❡s❝✐t❛ ❞✐✈✐❞❡♥❞✐ ❞❡❣❧✐ ✉❧t✐♠✐ ✶✷ ♠❡s✐ r❡❧❛t✐✈✐ ❛✐ ♣r❡③③✐

❝♦rr❡♥t✐ ❞✐ ♠❡r❝❛t♦❀ ✐♥❞✐❝❡ ❙✫P✺✵✵

❙✐t♦ ❞✐ ❘♦❜❡rt

❙❤✐❧❧❡r

❞❴❊P ❈r❡s❝✐t❛ ❊❛r♥✐♥❣ Pr✐❝❡ ❘❛t✐♦ ❙✫P

✺✵✵

❈r❡s❝✐t❛ ❣✉❛❞❛❣♥✐ ❞❡❣❧✐ ✉❧t✐♠✐ ✶✷ ♠❡s✐ r❡❧❛t✐✈✐ ❛✐ ♣r❡③③✐

❝♦rr❡♥t✐ ❞✐ ♠❡r❝❛t♦❀ ✐♥❞✐❝❡ ❙✫P✺✵✵

❙✐t♦ ❞✐ ❘♦❜❡rt

❙❤✐❧❧❡r

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✹✿ ❙t❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ❝r♦ss✲

❝♦✉♥tr②

❆❉❋

❙✐♠❜♦❧♦ ▼❡❞✐❛ ❉❡✈✳❙t ❆s✐♠♠✳ ❈✉rt✳ ρ1 ρ2 ❝ ❝✲t ❑P❙❙

∆■♥✢❯❙ ✲✵✳✵✵✼✽ ✵✳✸✽✻✸ ✵✳✵✷ ✺✳✵✻ ✲✵✳✷✼ ✲✵✳✶✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✶✸✵

∆■♥✢❯❑ ✲✵✳✵✶✵✹ ✵✳✺✼✶✾ ✲✵✳✸✶ ✶✺✳✶✶ ✵✳✹✵ ✵✳✸✷ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✶✶ ✵✳✵✹✸✶
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∆■♥✢❏P◆ ✲✵✳✵✵✻✻ ✵✳✻✺✶✽ ✲✵✳✸✺ ✽✳✼✺ ✵✳✷✷ ✵✳✵✾ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✸✷✽

■P❯❙ ✵✳✵✵✶✽ ✵✳✵✵✼✹ ✲✶✳✶✽ ✺✳✸✺ ✵✳✸✻ ✵✳✷✾ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✹✻✶

■P❏P◆ ✵✳✶✽✺✷ ✶✳✻✽✺✷ ✲✷✳✶✻ ✶✻✳✾✼ ✵✳✵✸ ✵✳✶✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✷✺✼

■P❊❯ ✵✳✶✺✼✽ ✵✳✾✷✷✻ ✲✵✳✺✻ ✷✳✷✹ ✲✵✳✶✵ ✵✳✶✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✷✻✻

❞❴❉❨ ✲✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✸✼✺ ✵✳✼✽ ✸✳✺✶ ✵✳✷✼ ✵✳✵✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✾✽✶

❞❴❊P ✲✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✻✶✺ ✶✳✼✼ ✸✾✳✺✸ ✵✳✺✺ ✵✳✸✺ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✸✸✵

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✉♥ ❑P❙❙ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

✻✺



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✷✳✸✳✸ ❉❛t✐ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

P❡r ❧❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ s✉❧

♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ s♦♥♦ st❛t❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❞❡✐ ♣r❡③③✐✶✺ ❞✐ ❝❤✐✉s✉r❛ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐

❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❡ ❙✫P ✺✵✵ ✭❙P✮✱ ❞❡❧ ❢✉t✉r❡ s✉✐ ❚r❡❛s✉r② ◆♦t❡ ❛ ✶✵ ❛♥♥✐ ✭✶✵❨✮ ❡ ❞✐ q✉❡❧❧♦ s✉✐ ❋❡❞

❋✉♥❞s ❛ ✸✵ ❣✐♦r♥✐ ✭✸✵❞✮✱ ♥❡❣♦③✐❛t✐ s✉❧ ❈❤✐❝❛❣♦ ❇♦❛r❞ ♦❢ ❚r❛❞❡✶✻ ✭❈❇❖❚✮✳ ■ ❞❛t✐ ❝♦♣r♦♥♦

✐❧ ♣❡r✐♦❞♦ ❝♦♠♣r❡s♦ tr❛ ✐❧ ✵✶ ❖tt♦❜r❡ ✶✾✽✽ ❡ ✐❧ ✸✵ ●✐✉❣♥♦ ✷✵✶✺ ♣❡r ✉♥ t♦t❛❧❡ ❞✐ ✻✼✸✾

♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❡✳ ▲❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❛✈✈✐❡♥❡ ✐♥

♠❛♥✐❡r❛ ❛♥❛❧♦❣❛ ❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ ♣❡r ✉♥ t♦t❛❧❡ ❞✐ T = 321 ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ♠❡♥s✐❧✐✳

◆❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✺ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t❡ ❛❧❝✉♥❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡

r❡❛❧✐③③❛t❡✳ ▲❡ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ s♦♥♦ ❛❧t❛♠❡♥t❡ ❛s✐♠♠❡tr✐❝❤❡ ❛ ❞❡str❛

❡ ❧❡♣t♦❝✉rt✐❝❤❡✱ ♠❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ tr❛ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ❜♦rs❛ ❝♦♥

q✉❡❧❧✐ ❞❡✐ ❢✉t✉r❡ s✉✐ t❛ss✐ ❛ ❜r❡✈❡ ❡ ❧✉♥❣♦ t❡r♠✐♥❡ s♦♥♦ ❛❧t❛♠❡♥t❡ ❛s✐♠♠❡tr✐❝❤❡ ❛ s✐♥✐str❛✳

❚✉tt❡ ❧❡ s❡r✐❡ ♠♦str❛♥♦ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❝❤❡ ❞❡❝❛❞♦♥♦ ❧❡♥t❛♠❡♥t❡✱ ♠❡♥tr❡ ❧❛ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❛

✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❞❡✐ ❢✉t✉r❡ s✉✐ ❚r❡❛s✉r② ❛ ✶✵ ❛♥♥✐ ♥♦♥ r✐s✉❧t❛ ♣❡rs✐st❡♥t❡✳ ■❧ t❡st ❆❉❋ ❞✐

r❛❞✐❝❡ ✉♥✐t❛r✐❛ r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ♥♦♥ st❛③✐♦♥❛r✐❡tà✱ ❛❞ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà ❞❡❧

✺✪✱ ♣❡r t✉tt❡ ❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧ ❑P❙❙ r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐

♥✉❧❧❛ ❞✐ ❛ss❡♥③❛ ❞✐ r❛❞✐❝✐ ✉♥✐t❛r✐❡ ♣❡r t✉tt❡ ❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❛❧ ✶✵✪✳ ◗✉❡st♦ r✐s✉❧t❛t♦

♣✉ò ❡ss❡r❡ ❧❡❣❛t♦ ❛❧❧❛ ❞✐✛❡r❡♥t❡ ♥❛t✉r❛ ❞❡✐ ❞❛t✐ ❝❤❡ ♣♦rt❛♥♦ ❛❧❧❛ ❞❡✜♥✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✳

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✻ r✐♣♦rt❛ ❧❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❛♥✲

❝❤❡ ✐♥ q✉❡st♦ ❝♦♥t❡st♦ ❧❡ s❡r✐❡ s❡♠❜r❛♥♦ ♠❛♥t❡♥❡r❡ ❧❡ ♣r♦♣r✐❡tà ♠♦str❛t❡ ❞❛❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✷ ♠♦str❛ ❝♦♠❡ ❧❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐

❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❞❛t❛s❡t ❞❡❝❛❞❛♥♦ ❧❡♥t❛♠❡♥t❡ ❝♦♠❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♣r✐♠♦ ❞❛t❛s❡t✳

■❧ t❡st ❞✐ r❛❞✐❝❡ ✉♥✐t❛r✐❛ s✉❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ♥♦♥

st❛③✐♦♥❛r✐❡tà ♣❡r ❧❛ ♠❛❣❣✐♦r❛♥③❛ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❛❞ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà ❞❡❧ ✺✪✱ ✐❧ t❡st

s✉❧ s❡❝♦♥❞♦ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♣✲✈❛❧✉❡ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐ ✵✳✵✺ q✉❛♥❞♦ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛

✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ❝♦st❛♥t❡ ❡ ✐❧ t❡st s✉❧ t❡r③♦ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♣✲✈❛❧✉❡

♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐ ✵✳✶✵ q✉❛♥❞♦ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♥ ❝♦st❛♥t❡ ❡ tr❡♥❞✳ ❊♠❡r❣♦♥♦ r✐s✉❧t❛t✐

❝♦♥tr❛st❛♥t✐ ❞❛❧ t❡st ❑P❙❙ ❝❤❡ ❝♦♥❢❡r♠❛ ❧❛ ♥❡❝❡ss✐tà ❞✐ ✉♥❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ♣✐ù ❝♦♠♣❧❡ss❛
✶✺▲✬♦r❞✐♥❡ ❞❡✐ t✐t♦❧✐ ♥❡❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ è ❙P✱ ✶✵❨✱ ✸✵❞✳ ❈♦♠❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ ✐♥✈❡rt❡♥❞♦

❧✬♦r❞✐♥❡ ❞❡✐ t✐t♦❧✐ ❧❡ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❤❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❞❡s❝r✐tt❛ ✐♥

♣r❡❝❡❞❡♥③❛✱ ♥♦♥ ❝❛♠❜✐❛♥♦✳
✶✻❙✐ ✉t✐❧✐③③❛♥♦ ✐ ♣r❡③③✐ ❞✐ ❝❤✐✉s✉r❛ ❞❡✐ ❢✉t✉r❡ s✉❧❧❡ ♦❜❜❧✐❣❛③✐♦♥✐ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐ s✉ ❉❛t❛str❡❛♠✳ ▼❡❞✐❛♥t❡

❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞❡✐ ❝♦♥tr❛tt✐ ❢✉t✉r❡✱ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♦❜❜❧✐❣❛③✐♦♥❛r✐ ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ ❝❛❧❝♦❧❛t✐ ❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡✳

✻✻



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✺✿ ❙t❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❱❛r✐❛♥③❡ ❡ ❈♦✈❛r✐❛♥③❡ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

❱❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❞❛t❛s❡t ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

❆❉❋

❙✐♠❜♦❧♦ ▼❡❞✐❛ ❉❡✈✳❙t ❆s✐♠♠✳ ❈✉rt✳ ρ1 ρ2 ❝ ❝✲t ❑P❙❙

❙P ✵✳✵✵✷✻ ✵✳✵✵✹✼ ✻✳✾✾ ✶✳✼✼ ✵✳✼✶ ✵✳✹✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✽✶✼

✶✵❨ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✼ ✶✹✳✹✼ ✷✸✻✳✺✻ ✵✳✵✼ ✵✳✵✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✽✷✺

✸✵❞ ✵✳✵✵✵✵ ✾✳✸❡✲✻ ✸✳✼✾ ✷✵✳✵✵ ✵✳✺✷ ✵✳✹✺ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✾✵✹

❈♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❞❛t❛s❡t ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

❆❉❋

❙✐♠❜♦❧♦ ▼❡❞✐❛ ❉❡✈✳❙t ❆s✐♠♠✳ ❈✉rt✳ ρ1 ρ2 ❝ ❝✲t ❑P❙❙

❙P✲✶✵❨ ✲✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✺ ✲✷✳✻✹ ✶✼✳✵✹ ✵✳✺✻ ✵✳✺✾ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✶✷✹✻c

❙P✲✸✵❞ ✲✾✳✼❡✲✻ ✻✳✻❡✲✺ ✲✹✳✼✵ ✸✾✳✶✸ ✵✳✹✸ ✵✳✸✼ ✵✳✵✷✼✼ ✵✳✵✸✸✺ ✵✳✶✺✼✷b

✶✵❨✲✸✵❞ ✷✳✹❡✲✺ ✷✳✼❡✲✺ ✷✳✹✺ ✾✳✺✸ ✵✳✹✷ ✵✳✸✾ ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✹✽ ✵✳✶✽✹✺b

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✉♥ ❑P❙❙ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✻✿ ❙t❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

❋❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❛t❛s❡t ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

❆❉❋

❙✐♠❜♦❧♦ ▼❡❞✐❛ ❉❡✈✳❙t ❆s✐♠♠✳ ❈✉rt✳ ρ1 ρ2 ❝ ❝✲t ❑P❙❙

❈❤♦❧❡s❦② ✶❜ ✵✳✵✹✹✸ ✵✳✵✷✻✷ ✷✳✾✻ ✶✸✳✽✶ ✵✳✼✹ ✵✳✻✵ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✷✾ ✵✳✶✷✵✽c

❈❤♦❧❡s❦② ✷❜ ✲✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✽✻ ✲✵✳✵✺ ✵✳✵✶ ✵✳✻✼ ✵✳✻✻ ✵✳✵✽✶✺ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✶✺✶✽b

❈❤♦❧❡s❦② ✸❜ ✻✳✷❡✲✻ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✶ ✺✳✽✾ ✵✳✹✾ ✵✳✸✽ ✵✳✵✷✻✶ ✵✳✶✶✷✵ ✵✳✶✽✼✷b

❈❤♦❧❡s❦② ✹❜ ✵✳✵✶✺✽ ✵✳✵✵✼✻ ✻✳✸✶ ✼✵✳✽✼ ✵✳✷✽ ✵✳✶✾ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✽✻✹

❈❤♦❧❡s❦② ✺❜ ✵✳✵✵✶✶ ✵✳✵✵✵✾ ✵✳✼✻ ✶✳✶✷ ✵✳✹✽ ✵✳✸✾ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✷✾✼✺a

❈❤♦❧❡s❦② ✻❜ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✶✶ ✷✳✶✽ ✼✳✽✽ ✵✳✼✵ ✵✳✻✶ ✵✳✵✶✵✽ ✵✳✵✵✸✹ ✵✳✶✸✸✾c

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✉♥ ❑P❙❙ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

♣❡r ❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✳

✻✼



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❋✐❣✉r❛ ✷✳✷✿ ❆✉t♦❝♦rr❡❧♦❣r❛♠♠❛ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❞❡❧ ❞❛t❛s❡t s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦✱ ❘❈❖❱❯❙✳

✻✽



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

P❡r ❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧ ♠❡r❝❛t♦ st❛t✉♥✐t❡♥s❡ è st❛t♦ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ✶✶ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐✲

❝❛t✐✈❡✳ ❆❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✐♥ ✉s♦ ❛♥❝❤❡ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ ❝♦♠❡ ❧✬✐♥✢❛③✐♦♥❡✱ ❧❛ ❝r❡s❝✐t❛

❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡ ❡ ❧❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ✭❝r❡s❝✐t❛ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ②✐❡❧❞ ❡ ❡❛r♥✐♥❣

♣r✐❝❡✮✱ s✐ ❛❣❣✐✉♥❣♦♥♦ ✉❧t❡r✐♦r✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ❧❡❣❛t❡ ❛❧❧❛ ♣r❡✈❡❞✐❜✐❧✐tà

❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❡①tr❛ ❛③✐♦♥❛r✐✳

■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ✈❡♥❣♦♥♦ ✐♥s❡r✐t✐ ✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦

❞✐ ❋❛♠❛ ❡ ❋r❡♥❝❤ ✭✶✾✾✸✮✱ ❧✬❍✐❣❤ ❇♦♦❦ ▼✐♥✉s ▲♦✇ ✭❍▼▲✮ ❡ ❧♦ ❙♠❛❧❧ ▼✐♥✉s ❇✐❣ ✭❙▼❇✮✱

✉t✐❧✐③③❛t✐ ♣❡r ♠✐s✉r❛r❡ ❣❧✐ ❡①tr❛✲r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ✐♠♣r❡s❡ ❛ ❜❛ss❛ ❝❛♣✐t❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ r✐s♣❡tt♦ ❛

q✉❡❧❧❡ ❛❞ ❛❧t❛ ❝❛♣✐t❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❡ ❞❡❧❧❡ ❛③✐♦♥✐ ✈❛❧✉❡ r✐s♣❡tt♦ ❛❧❧❡ ❛③✐♦♥✐ ❣r♦✇t❤✳ ❱✐❡♥❡ ✐♥❝❧✉s♦

❛♥❝❤❡ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❡①tr❛ ❞❡❧ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ✭▼❑❚✮✱ ♣❡r t❡♥❡r❡ ❝♦♥t♦ ❞❡❧❧✬❡✛❡tt♦ ❧❡✈❛✱

♣❡r ✐❧ q✉❛❧❡ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♥❡❣❛t✐✈✐ t❡♥❞♦♥♦ ❛ ♣r❡✈❡❞❡r❡ ✉♥❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♠❛❣❣✐♦r❡✳ ▲❛ ❧✐st❛

❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♠♣r❡♥❞❡ ❛♥❝❤❡ ✐❧ ❢❛tt♦r❡ ❙❤♦rt ❚❡r♠ ❘❡✈❡rs❛❧ ✭❙❚❘✮✱ ✐❧ q✉❛❧❡

t✐❡♥❡ ❝♦♥t♦ ❞❡❧❧❛ ♠❡❛♥ r❡✈❡rs✐♦♥ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❛③✐♦♥❛r✐✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ q✉❡st♦ ❢❛tt♦r❡

❝♦❣❧✐❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❛③✐♦♥❛r✐ ♥♦♥ s♣✐❡❣❛t❛ ❞❛✐ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✐ ❞❡❧❧❡ ❛③✐♦♥✐✱ s✐

✈❡❞❛ ◆❛❣❡❧ ✭✷✵✶✷✮✳

❚r❛ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♦♥♦ ♣r❡s❡♥t✐ ❛♥❝❤❡ ✐❧ t❡r♠ s♣r❡❛❞ ✭❚✲❙✮✱ ✐❧ q✉❛❧❡ r✐s✉❧t❛

❡ss❡r❡ ✉♥ ❜✉♦♥ ♣r❡❞✐tt♦r❡ ❞❡❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ♦❜❜❧✐❣❛③✐♦♥❛r✐♦✱ ❡ ✐❧ t❛ss♦ ❚✲❇✐❧❧ ✭❚✲❇✮✱ ♣r❡❞✐tt♦r❡

❞❡❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❡①tr❛ ❛③✐♦♥❛r✐♦✳ ■♥✜♥❡✱ s✐ t✐❡♥❡ ❝♦♥t♦ ❛♥❝❤❡ ❞✐ ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦ ❞✐

❝r❡❞✐t♦ ♦❜❜❧✐❣❛③✐♦♥❛r✐♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ ❞❡❢❛✉❧t s♣r❡❛❞ ✭❉❊❋✮✱ ♣❛r✐ ❛❧❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛

tr❛ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❞✐ ✉♥✬♦❜❜❧✐❣❛③✐♦♥❡ ❝♦♥ r❛t✐♥❣ ❇❆❆ ❡ ✉♥❛ ❝♦♥ r❛t✐♥❣ ❆❆❆✳ ❙❡❝♦♥❞♦

♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♠❡ q✉❡❧❧♦ ❞✐ ▼❡rt♦♥ ✭✶✾✼✹✮✱ ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ❝r❡❞✐t♦ t❡♥❞❡ ❛ s❛❧✐r❡ q✉❛♥❞♦ ✐❧ ❣r❛❞♦

❞✐ ❧❡✈❛ ✜♥❛♥③✐❛r✐❛ ❛✉♠❡♥t❛✱ ♣❡rt❛♥t♦ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà è ❝♦rr❡❧❛t❛ ❛❞ ✉♥ ♠❛❣❣✐♦r ❣r❛❞♦ ❞✐ ❧❡✈❛

✜♥❛♥③✐❛r✐❛ ❡ ❞✐ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ❛❞ ✉♥ ♠❛❣❣✐♦r❡ r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ❝r❡❞✐t♦✳

❯♥❛ ❞❡s❝r✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ✈✐❡♥❡ ♣r❡s❡♥t❛t❛ ♥❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✼✱ ❧❛

t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✽ ♣r❡s❡♥t❛ ❛❧❝✉♥❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐✳

✻✾



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✼✿ ❉❡s❝r✐③✐♦♥❡ ❱❛r✐❛❜✐❧✐ ❊s♦❣❡♥❡ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

❙✐♠❜♦❧♦ ❱❛r✐❛❜✐❧❡ ❖r✐❣✐♥❡ ❉❛t✐

❉❡s❝r✐③✐♦♥❡ ❋♦♥t❡

❉✲P ❈r❡s❝✐t❛ ❉✐✈✐❞❡♥❞ ❨✐❡❧❞ ❘❛t✐♦ ❙✫P

✺✵✵

❈r❡s❝✐t❛ ❞✐✈✐❞❡♥❞✐ ❞❡❣❧✐ ✉❧t✐♠✐ ✶✷ ♠❡s✐ r❡❧❛t✐✈✐ ❛✐ ♣r❡③③✐

❝♦rr❡♥t✐ ❞✐ ♠❡r❝❛t♦❀ ✐♥❞✐❝❡ ❙✫P✺✵✵

❙✐t♦ ❞✐ ❘♦❜❡rt

❙❤✐❧❧❡r

❊✲P ❈r❡s❝✐t❛ ❊❛r♥✐♥❣ Pr✐❝❡ ❘❛t✐♦ ❙✫P

✺✵✵

❈r❡s❝✐t❛ ❣✉❛❞❛❣♥✐ ❞❡❣❧✐ ✉❧t✐♠✐ ✶✷ ♠❡s✐ r❡❧❛t✐✈✐ ❛✐ ♣r❡③③✐

❝♦rr❡♥t✐ ❞✐ ♠❡r❝❛t♦❀ ✐♥❞✐❝❡ ❙✫P✺✵✵

❙✐t♦ ❞✐ ❘♦❜❡rt

❙❤✐❧❧❡r

▼❑❚ ❘❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❡①tr❛ ♠❡r❝❛t♦ ❯❙ ❋❛tt♦r❡ ❞✐ ♠❡r❝❛t♦ ❞✐ ❋❛♠❛✲❋r❡♥❝❤✿ r❡♥❞✐♠❡♥t♦

♠❡r❝❛t♦ ❛③✐♦♥❛r✐♦ ❯✳❙✳ ♠❡♥♦ ✐❧ t❛ss♦ ❚✲❇✐❧❧ ❛ ✉♥ ♠❡s❡

❙✐t♦ ❞✐ ❑❡♥✲

♥❡t❤ ❋r❡♥❝❤

❙▼❇ ❋❛tt♦r❡ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ ❋❛tt♦r❡ ❙▼❇ ❞✐ ❋❛♠❛✲❋r❡♥❝❤✿ ❘❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛③✐♦♥❛✲

r✐♦ ❞❡❧❧❡ ♣✐❝❝♦❧❡ ✐♠♣r❡s❡ ♠❡♥♦ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛③✐♦♥❛r✐♦

❣r❛♥❞✐ ✐♠♣r❡s❡

❙✐t♦ ❞✐ ❑❡♥✲

♥❡t❤ ❋r❡♥❝❤

❍▼▲ ❋❛tt♦r❡ ❞✐ ✈❛❧♦r❡ ❋❛tt♦r❡ ❍▼▲ ❞✐ ❋❛♠❛✲❋r❡♥❝❤✿ ❘❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛③✐♦♥✐

✈❛❧✉❡ ♠❡♥♦ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛③✐♦♥✐ ❣r♦✇t❤

❙✐t♦ ❞✐ ❑❡♥✲

♥❡t❤ ❋r❡♥❝❤

❙❚❘ ❋❛tt♦r❡ ❙❤♦rt ❚❡r♠ ❘❡✈❡rs❛❧ ❋❛tt♦r❡ ❙❤♦rt ❚❡r♠ ❘❡✈❡rs❛❧ ❞✐ ❋❛♠❛✲❋r❡♥❝❤✿ ❘❡♥✲

❞✐♠❡♥t♦ ❛③✐♦♥✐ ❝♦♥ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ♠❡s❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ❜❛s✲

s♦ ♠❡♥♦ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛③✐♦♥✐ ❝♦♥ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ♠❡s❡

♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ❛❧t♦

❙✐t♦ ❞✐ ❑❡♥✲

♥❡t❤ ❋r❡♥❝❤

∆❚✲❇ ❚❛ss♦ ❚✲❇✐❧❧ ❉✐✛❡r❡♥③❛ ♣r✐♠❛ t❛ss♦ ❚✲❇✐❧❧ ❛ ✸ ♠❡s✐ ❉❛t❛str❡❛♠

∆❚✲❙ ❚❡r♠ ❙♣r❡❛❞ ❉✐✛❡r❡♥③❛ ♣r✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ t❛ss✐ ❛ ❧✉♥❣♦

t❡r♠✐♥❡ ❡ ❛ ❜r❡✈❡ t❡r♠✐♥❡

❉❛t❛str❡❛♠

∆❉❊❋ ❉❡❢❛✉❧t ❙♣r❡❛❞ ❉✐✛❡r❡♥③❛ ♣r✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ❞❡❢❛✉❧t ❞❛t❛

❞❛❧❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞✐ ♦❜❜❧✐❣❛③✐♦♥✐ ❇❆❆ ❡

❆❆❆

❉❛t❛str❡❛♠

∆■P ❈r❡s❝✐t❛ Pr♦❞✉③✐♦♥❡ ■♥❞✉str✐❛❧❡ ❯❙ ❉✐✛❡r❡♥③❛ ♣r✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❞✉③✐♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✲

✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❙t✳

▲♦✉✐s

∆■◆❋ ❈r❡s❝✐t❛ ■♥✢❛③✐♦♥❡ ❯❙ ❉✐✛❡r❡♥③❛ ♣r✐♠❛ ❞❡❧ t❛ss♦ ❞✐ ✐♥✢❛③✐♦♥❡ ❉❛t❛str❡❛♠

✼✵



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✽✿ ❙t❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡

♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ r✐♣♦rt❛ ♠❡❞✐❛✱ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❛s✐♠♠❡tr✐❛ ❡ ❝✉rt♦s✐ ♣❡r ♦❣♥✐ ✈❛r✐❛❜✐❧❡✱ ✐♥ ❛❣❣✐✉♥t❛ ✈❡♥❣♦♥♦ r✐♣♦rt❛t❡

❧❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛③✐♦♥✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛r✐❡ ✜♥♦ ❛❧ s❡❝♦♥❞♦ ♦r❞✐♥❡ ✭ρ1 ❡ ρ2✮✳ ▲❡ ✉❧t✐♠❡ ❞✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ r✐♣♦rt❛♥♦ ✐❧ ♣✲✈❛❧✉❡ ❞❡❧ t❡st

❞✐ r❛❞✐❝❡ ✉♥✐t❛r✐❛ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r ✭❆❉❋✮ ❝♦♥ ❝♦st❛♥t❡ ✭❝✮ ❡ ❝♦♥ ❝♦st❛♥t❡ ❡ tr❡♥❞ ✭❝✲t✮✳

❆❉❋

❙✐♠❜♦❧♦ ▼❡❞✐❛ ❉❡✈✳❙t ❆s✐♠♠✳ ❈✉rt✳ ρ1 ρ2 ❝ ❝✲t ❑P❙❙

❉P ✲✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✸✻✶ ✵✳✾✶ ✺✳✹✶ ✵✳✷✺ ✵✳✵✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✻✹✽

❊P ✲✵✳✵✵✶✾ ✵✳✵✼✶✻ ✶✳✽✾ ✸✻✳✹✼ ✵✳✺✾ ✵✳✸✾ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✷✼✷

▼❑❚ ✵✳✻✸✶✼ ✹✳✷✽✸✷ ✲✵✳✻✹ ✶✳✶✽ ✵✳✵✼ ✲✵✳✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✽✶✽

❙▼❇ ✵✳✶✵✾✹ ✸✳✷✷✺✻ ✵✳✽✹ ✽✳✷✻ ✲✵✳✵✻ ✵✳✵✹ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✼✹✾

❍▼▲ ✵✳✶✻✸✽ ✸✳✵✹✽✾ ✵✳✶✹ ✸✳✵✾ ✵✳✶✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✻✾✶

❙❚❘ ✵✳✶✼✾✼ ✸✳✺✸✻✼ ✵✳✷✻ ✺✳✷✶ ✲✵✳✵✺ ✲✵✳✶✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✶✹c

∆❚❇ ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✶✾ ✲✶✳✶✷ ✸✳✵✽ ✵✳✹✼ ✵✳✷✼ ✵✳✵✸✽✽ ✵✳✵✷✵✺ ✵✳✵✹✷✼

∆❚❙ ✽✳✸❡✲✻ ✵✳✵✵✷✸ ✵✳✷✽ ✵✳✾✾ ✵✳✷✾ ✲✵✳✵✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✸✸✺

∆❉❊❋ ✶✳✸❡✲✺ ✵✳✵✵✶✶ ✶✳✺✵ ✷✷✳✾✹ ✵✳✹✺ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✷✽✻

∆■P ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✻✸ ✲✶✳✻✼ ✽✳✾✹ ✵✳✷✸ ✵✳✷✽ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✽✶✼

∆■◆❋ ✲✶✳✻❡✲✺ ✵✳✵✵✷✽ ✲✵✳✸✸ ✷✳✽✻ ✲✵✳✶✼ ✲✵✳✷✾ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✶✼✹

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✉♥ ❑P❙❙ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

✼✶



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✷✳✸✳✹ ❘✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

Pr✐♠❛ ❞✐ ♣❛ss❛r❡ ❛❧❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐✱ ✈❡♥❣♦♥♦ ❞✐s❝✉ss✐ ❜r❡✈❡♠❡♥t❡ ✐ r✐s✉❧t❛t✐

❞❡❧❧❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣r❡s❡♥t❛t✐ s✉✐ ❞✉❡ ❞✐✈❡rs✐ ❞❛t❛s❡t✳

P❡r q✉❛♥t♦ r✐❣✉❛r❞❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✈❡tt♦r✐❛❧❡ s✉❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ ❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✭✷✳✶✳✻✮

✈✐❡♥❡ ❛❣❣✐✉♥t❛ ✉♥❛ ❞✉♠♠② r✐❢❡r✐t❛ ❛❧❧✬❖tt♦❜r❡ ✶✾✽✼✳ ▲❛ ❞✉♠♠② è ✈♦❧t❛ ❛ ❝♦❣❧✐❡r❡ ❧✬❡✛❡tt♦

❞❡❧ ✧❧✉♥❡❞ì ♥❡r♦✧ ❞❡❧ ✶✾ ❖tt♦❜r❡✱ ♥❡❧ q✉❛❧❡ ✐ ♠❡r❝❛t✐ ♠♦♥❞✐❛❧✐ ❤❛♥♥♦ ❢❛tt♦ r❡❣✐str❛r❡ ✐♥❣❡♥t✐

♣❡r❞✐t❡ ✐♥ ♣♦❝❤❡ ♦r❡✳

■ ❝r✐t❡r✐ ❞✐ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ♣❡r ❧❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡✐ r✐t❛r❞✐ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✉♥ ❱❆❘✭✶✮✱ ♠❡♥tr❡

✈✐❡♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t♦ ✉♥✐❝❛♠❡♥t❡ ✐❧ ♣r✐♠♦ r✐t❛r❞♦ ❞❡❧❧❡ ❡s♦❣❡♥❡✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞❛ st✐♠❛r❡ ❞✐✈❡♥t❛

❞✉♥q✉❡✿

Pt = c+A1Pt−1 +DXt−1 + γBlackt + εt ✭✷✳✸✳✶✮

❞♦✈❡ ❇❧❛❝❦t è ❧❛ ❞✉♠♠② r✐❢❡r✐t❛ ❛❧ ❧✉♥❡❞ì ♥❡r♦✳ ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✾ ♣r❡s❡♥t❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛

st✐♠❛ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘✭✶✮ s✉❧ ❝❛♠♣✐♦♥❡ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ ✐♥s✐❡♠❡ ❛✐ t❡st ❞✐❛❣♥♦st✐❝✐✳ ❉❛❧❧❡

st✐♠❡ ❡♠❡r❣❡ ❝❤❡ ❣❧✐ ❡✛❡tt✐ s♣✐❧❧♦✈❡r tr❛ ✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② s♦♥♦ ♣♦s✐t✐✈✐ ❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐✳

■❧ t❡st ▲❥✉♥❣✲❇♦① ✭▲✲❇✮ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ r❡s✐❞✉✐ ✐♥ ❞✐✈❡rs❡

❡q✉❛③✐♦♥✐✱ ✐❧ r✐s✉❧t❛t♦ è ❝♦♥❢❡r♠❛t♦ ❞❛❧ t❡st ▲✲❇ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ✭s✐ ✈❡❞❛ ❍♦s❦✐♥❣ ✭✶✾✽✶✮

♣❡r ✉❧t❡r✐♦r✐ ❞❡tt❛❣❧✐✮✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ ✐❧ t❡st ❆❘❈❍ s✉❧❧❡ s✐♥❣♦❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐

♥✉❧❧❛ ❞✐ ❛ss❡♥③❛ ❞✐ ❡t❡r♦s❝❤❡❞❛st✐❝✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ✐♥ ❞✐✈❡rs❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐✳ ■ t❡st ❞✐❛❣♥♦st✐❝✐

s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦✱ ❞✉♥q✉❡✱ ✉♥❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞✐✈❡rs❛ ❞❛ q✉❡❧❧❛ ❧✐♥❡❛r❡✱ ❧❛ st✐♠❛ ❞✐ ✉♥ ♥♦♥

♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ♣✉♥t❛ ❛ s✉♣❡r❛r❡ q✉❡st♦ t✐♣♦ ❞✐ ♣r♦❜❧❡♠✐✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧❡✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ s✉❧❧✬✐♥t❡r♦ ❝❛♠♣✐♦♥❡ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ♠♦str❛ ❝❤❡ ❧❡

❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❤❛♥♥♦ ✉♥ ✐♠♣❛tt♦ st❛t✐st✐❝❛♠❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ s✉❧❧❡ s❡r✐❡

❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ✐❧ r✐s✉❧t❛t♦ è ❝♦♥❢❡r♠❛t♦

❞❛❧ t❡st ❞✐ ❲❛❧❞ s✉❧❧✬❛③③❡r❛♠❡♥t♦ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❡s♦❣❡♥❡ ❝❤❡ r✐✜✉t❛ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❞❡❝✐s❛

❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà ❞❡❣❧✐ st❡ss✐✳ ▲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ❞✐ ♦r✐❣✐♥❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❛✱

❝♦♠❡ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ②✐❡❧❞ ❡ ❞❡❧ ♣r✐❝❡ ❡❛r♥✐♥❣ r❛t✐♦✱ ♥♦♥ s❡♠❜r❛♥♦ ❛✈❡r❡

✉♥ ✐♠♣❛tt♦ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ s✉❧❧❡ st❡ss❡✱ ♠❛ s✐ r✐❝♦r❞❛ ❝❤❡ ❧♦ s❝♦♣♦ ❞✐ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ è q✉❡❧❧♦

❞✐ ✈❡r✐✜❝❛r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❡ ♥♦♥ ❧❛ ●r❛♥❣❡r✲❝❛s✉❛❧✐tà ❞❡❧❧❡

st❡ss❡ ✐♥ s❡♥s♦ str❡tt♦✳ ■❧ s❡❣♥♦ ❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ ❞❡✐ s✐♥❣♦❧✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ s♦♥♦ ❞✐ ❞✐✣❝✐❧❡

✐♥t❡r♣r❡t❛③✐♦♥❡✱ ✈✐st❛ ❧❛ ♥❛t✉r❛ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡

❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✶✼✳ ❉❛❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛✱ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ♠✐❣❧✐♦r❛♥♦ s❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐
✶✼P❡r ❧❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝❤❡ ❧❡❣❛t❡ ❛❧❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② s✐ ✈❡❞❛ ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✳

✼✷



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❡s♦❣❡♥❡ s♦♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t❡ s❡♥③❛ ✐❧ r✐t❛r❞♦✱ t✉tt❛✈✐❛ ❧❛ ♠❛♥❝❛♥③❛ ❞✐ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐tà ❞✐ ❞❛t✐ ♣❡r

❛❧❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♣❧✐❝❛t✐✈❡ r❡♥❞❡ q✉❡st♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧❡ ❛✐ ✜♥✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐✳

✼✸
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❙t✐♠❡ ❖▲❙ ✉s❛♥❞♦ ❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ✵✷✿✶✾✻✾✲✶✵✿✷✵✶✺ ✭❚ ❂ ✺✻✷✮

❈❤♦❧❡s❦②✶❛ ❈❤♦❧❡s❦②✷❛ ❈❤♦❧❡s❦②✸❛ ❈❤♦❧❡s❦②✹❛ ❈❤♦❧❡s❦②✺❛ ❈❤♦❧❡s❦②✻❛ ❈❤♦❧❡s❦②✼❛ ❈❤♦❧❡s❦②✽❛ ❈❤♦❧❡s❦②✾❛ ❈❤♦❧❡s❦②✶✵❛

❝♦♥st ✵✳✵✷✷✸a ✵✳✵✵✺✼a ✵✳✵✵✹✽c ✵✳✵✷✽✽a ✵✳✵✵✹✻a ✵✳✵✵✸✽b ✵✳✵✶✽✻a ✵✳✵✵✼✾a ✵✳✵✶✹✾a

❈❤♦❧❡s❦②✶❛❴✶ ✵✳✹✼✷✻a ✵✳✶✷✹✽a ✵✳✶✸✶✾b ✵✳✶✶✷✼b ✵✳✵✽✻✾c ✵✳✵✼✷✻c

❈❤♦❧❡s❦②✷❛❴✶ ✲✵✳✶✹✼✽b ✵✳✶✹✼✺b

❈❤♦❧❡s❦②✸❛❴✶ ✵✳✶✼✺✶b ✵✳✶✺✸✻b ✵✳✷✸✷✻a ✵✳✶✺✺✵c
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■P❏P◆❴✶ ✲✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✵✵✹ ✲✸✳✷❡✲✺ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✸ ✲✵✳✵✵✵✻ ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✶

■P❊❯❴✶ ✲✵✳✵✵✵✶ ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✾ ✵✳✵✵✵✽ ✲✵✳✵✵✵✻ ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✽ ✲✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✵✻ ✲✵✳✵✵✵✽

❞❴❉❨❴✶ ✵✳✵✷✸✾ ✵✳✵✸✸✷c ✲✵✳✵✷✷✹ ✲✵✳✵✶✻✹ ✵✳✵✸✻✺ ✵✳✵✶✻✵ ✵✳✵✷✻✺ ✵✳✵✺✺✵a ✲✵✳✵✶✸✾ ✲✵✳✵✵✾✽

❞❴❊P❴✶ ✲✵✳✵✷✶✻c ✲✵✳✵✶✹✶ ✲✵✳✵✵✼✻ ✲✵✳✵✵✺✾ ✲✻✳✵❡✲✺ ✲✵✳✵✵✷✾ ✲✵✳✵✷✵✺c ✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✶✼✻b ✲✵✳✵✵✸✷

❇❧❛❝❦ ✵✳✷✸✵✶a ✵✳✵✶✼✸a ✵✳✵✾✹✷a ✵✳✶✵✶✽a ✵✳✶✼✸✻a ✵✳✶✶✼✸a ✵✳✵✸✷✾b ✵✳✵✻✹✹a ✵✳✵✺✻✼a ✵✳✵✼✵✷a

❙❙❘ ✵✳✶✸✼✸ ✵✳✶✵✺✹ ✵✳✵✾✸✵ ✵✳✶✽✶✽ ✵✳✷✹✹✹ ✵✳✵✽✹✷ ✵✳✶✵✻✹ ✵✳✶✵✾✾ ✵✳✶✶✺✶ ✵✳✵✽✷✺

❊✳❙✳ ✵✳✵✶✺✾ ✵✳✵✶✸✾ ✵✳✵✶✸✶ ✵✳✵✶✽✸ ✵✳✵✷✶✸ ✵✳✵✶✷✺ ✵✳✵✶✹✵ ✵✳✵✶✹✸ ✵✳✵✶✹✻ ✵✳✵✶✷✹

❘2 ✵✳✺✽✹✵ ✵✳✶✸✼✵ ✵✳✹✹✻✻ ✵✳✺✶✾✷ ✵✳✹✹✺✼ ✵✳✷✽✵✼ ✵✳✶✹✽✼ ✵✳✹✺✼✻ ✵✳✹✻✺✼ ✵✳✸✺✺✵

▲✲❇✭✺✮ ✵✳✵✺✹✻ ✵✳✾✵✷✵ ✵✳✶✹✽✵ ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✷✼✽ ✵✳✵✻✻✹ ✵✳✾✽✻✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✹✹✺ ✵✳✵✵✵✵

▲✲❇✭✶✵✮ ✵✳✵✵✸✻ ✵✳✻✺✻✵ ✵✳✵✶✼✺ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✷✹✶✵ ✵✳✽✼✻✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✷✸ ✵✳✵✵✵✵

❆❘❈❍✭✺✮ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✼✶✸✵ ✵✳✵✵✼✻ ✵✳✵✹✾✹ ✵✳✼✺✹✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✻✽✸✵ ✵✳✹✽✷✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✻✽✽✵

❆❘❈❍✭✶✵✮ ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✾✺✹✹ ✵✳✵✵✽✹ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✺✶✾✼ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✾✵✶✽ ✵✳✺✾✶✽ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✷✽✾✵

▲▲ ✶✺✸✻✳✸✺ ✶✻✶✵✳✻✹ ✶✻✹✺✳✻✸ ✶✹✺✼✳✼✸ ✶✸✼✹✳✻✻ ✶✻✼✸✳✻✶ ✶✻✵✼✳✽✶ ✶✺✾✽✳✽✺ ✶✺✽✻✳✵✵ ✶✻✼✾✳✸✸

❆■❈ ✲✸✵✸✵✳✼✵ ✲✸✶✼✾✳✷✽ ✲✸✷✹✾✳✷✻ ✲✷✽✼✸✳✹✺ ✲✷✼✵✼✳✸✷ ✲✸✸✵✺✳✷✶ ✲✸✶✼✸✳✻✶ ✲✸✶✺✺✳✻✾ ✲✸✶✸✵✳✵✵ ✲✸✸✶✻✳✻✻

❇■❈ ✲✷✾✸✾✳✼✽ ✲✸✵✽✽✳✸✺ ✲✸✶✺✽✳✸✹ ✲✷✼✽✷✳✺✸ ✲✷✻✶✻✳✹✵ ✲✸✷✶✹✳✷✾ ✲✸✵✽✷✳✻✾ ✲✸✵✻✹✳✼✼ ✲✸✵✸✾✳✵✽ ✲✸✷✷✺✳✼✹

▲▲ ✶✻✺✻✺✳✹✻✹

▲❇ ✵✳✵✵✵✵

❲❛❧❞ ✵✳✵✵✵✸

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧ ✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

✼✹



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✷✳✸✳✺ ❘✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ s✉❧ ❞❛t❛s❡t ❛♠❡r✐❝❛♥♦ s❡❣✉❡ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✷✳✸✳✶✮✱ ❢❛tt❛ ❡❝❝❡③✐♦♥❡ ♣❡r ❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛

❞✉♠♠② ✐♥t❡r✈❛❧❧❛r❡ ❇❧❛❝❦✱ ♣♦✐❝❤é ❧✬❡✈❡♥t♦ ♥♦♥ è ❝♦♠♣r❡s♦ ♥❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t♦✳ ❆♥❝❤❡

✐♥ q✉❡st♦ ❝❛♠♣✐♦♥❡✱ ✐ ❝r✐t❡r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈✐ ♣❡r ❧❛ s❝❡❧t❛ ❞❡✐ r✐t❛r❞✐ ❞✐ ✉♥ ❱❆❘ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✉♥

❱❆❘✭✶✮✳ ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✵ r✐♣♦rt❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘✭✶✮✳ ■ ♣r♦❜❧❡♠✐ ✐♥❡✲

r❡♥t✐ ❧✬✐♥t❡r♣r❡t❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❡✈✐❞❡♥③✐❛t✐

♣❡r ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ r✐♠❛♥❣♦♥♦ ✐♥ ❡ss❡r❡ ❛♥❝❤❡ ♣❡r ✐❧ ❝❛♠♣✐♦♥❡ s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡✲

r✐❝❛♥♦✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ s✐ ♣✉ò ♥♦t❛r❡ ❝♦♠❡ s✐❛ ♣r❡s❡♥t❡ ❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ ✉♥ ❡✛❡tt♦ s♣✐❧❧♦✈❡r tr❛ ✐

❞✐✈❡rs✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ✐♥❢❛tt✐ ❧✬❛✉♠❡♥t♦ ❞✐ ✉♥ ❢❛tt♦r❡ ❝♦♠♣♦rt❛✱ ♥❡❧❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡

❞❡✐ ❝❛s✐ ✐♥ ❝✉✐ ✐❧ r❡❧❛t✐✈♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡ è s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦✱ ✉♥ ❛✉♠❡♥t♦ ❞❡❧ ❢❛tt♦r❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥t❡✳ ■❧

t❡st ❞✐ ❲❛❧❞ ❝♦♥❢❡r♠❛ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà ❝♦♥❣✐✉♥t❛ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛✲

❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡✳ ▲❡ st❛t✐st✐❝❤❡ t❡st ▲❥✉♥❣✲❇♦① s✉❧❧❡ s✐♥❣♦❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❡ q✉❡❧❧❛

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❛ ❝♦♥❢❡r♠❛♥♦ q✉❛♥t♦ ❡♠❡rs♦ ❞❛❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❡ s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ✉♥❛ s♣❡✲

❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❛ q✉❡❧❧❛ ♣r❡s❡♥t❛t❛❀ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✱ ♣r❡s❡♥t❛t♦ ♥❡❧ ❝♦rs♦ ❞✐

q✉❡st♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✱ ❤❛ ❛♥❝❤❡ ❧✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞✐ ♦✈✈✐❛r❡ ❛ q✉❡st♦ ♣r♦❜❧❡♠❛✳ P♦✐❝❤é q✉❡st♦ ❧❛✈♦✲

r♦ ❤❛ ❧✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞✐ ✈❛❧✉t❛r❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡✱ ♥♦♥ ✈✐❡♥❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐t♦ ✐❧

s✐❣♥✐✜❝❛t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝♦ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛❧❧❛ st✐♠❛✳

✼✺



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✵✿ ❙t✐♠❛ ❱❆❘ ❞❛t❛s❡t ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

❙t✐♠❡ ❖▲❙ ✉s❛♥❞♦ ❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ✶✾✽✽✿✶✶✲✷✵✶✺✿✵✻ ✭❚ ❂ ✸✷✵✮

❈❤♦❧❡s❦②✶❜ ❈❤♦❧❡s❦②✷❜ ❈❤♦❧❡s❦②✸❜ ❈❤♦❧❡s❦②✹❜ ❈❤♦❧❡s❦②✺❜ ❈❤♦❧❡s❦②✻❜

❝♦♥st ✵✳✵✶✽✹a ✵✳✵✵✾✺a ✵✳✵✵✵✻a ✵✳✵✵✵✸b

❈❤♦❧❡s❦②✶❜❴✶ ✵✳✻✶✽✶a ✲✵✳✵✹✷✼b ✵✳✵✼✺✷a

❈❤♦❧❡s❦②✷❜❴✶ ✵✳✹✼✹✾a ✵✳✵✸✾✺a ✵✳✵✶✹✺c

❈❤♦❧❡s❦②✸❜❴✶ ✶✳✶✺✼✵b ✵✳✷✸✻✶a

❈❤♦❧❡s❦②✹❜❴✶ ✵✳✶✻✷✾a

❈❤♦❧❡s❦②✺❜❴✶ ✶✳✶✽✾✷a ✵✳✶✷✺✷b ✵✳✹✸✶✹a ✵✳✶✹✷✷a

❈❤♦❧❡s❦②✻❜❴✶ ✵✳✼✻✾✾b ✲✵✳✶✸✺✵a ✵✳✵✽✶✻c ✵✳✻✹✵✹a

❉✲P❴✶ ✲✵✳✶✵✺✽a ✲✵✳✵✷✽✶c ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✼✵ ✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✵✵✻

❊✲P❴✶ ✲✵✳✵✶✷✼ ✵✳✵✵✶✼ ✵✳✵✵✵✺ ✲✺✳✻❡✲✻ ✲✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✸

▼❑❚❴✶ ✲✵✳✵✵✶✹a ✲✵✳✵✵✵✷ ✼✳✶❡✲✻ ✲✹✳✾❡✲✻ ✲✶✳✼❡✲✺ ✲✶✳✻❡✲✼

❙▼❇❴✶ ✵✳✵✵✵✺c ✲✵✳✵✵✵✶ ✲✷✳✷❡✲✺ ✹✳✽❡✲✺ ✷✳✶❡✲✺ ✲✶✳✹❡✲✺

❍▼▲❴✶ ✵✳✵✵✵✶ ✲✵✳✵✵✵✷ ✲✸✳✺❡✲✺b ✲✾✳✾❡✲✺ ✸✳✷❡✲✺c ✲✸✳✶❡✲✻b

❙❚❘❴✶ ✲✵✳✵✵✵✻b ✲✹✳✶❡✲✺ ✶✳✾❡✲✻ ✲✵✳✵✵✵✶ ✶✳✶❡✲✺ ✲✸✳✺❡✲✺

∆❚✲❇❴✶ ✵✳✺✺✹✼ ✲✵✳✵✽✼✵ ✵✳✵✵✻✾ ✵✳✷✷✽✺ ✵✳✵✷✺✼ ✲✵✳✵✵✽✷

∆❚✲❙❴✶ ✵✳✸✾✷✺ ✵✳✵✷✻✽ ✵✳✵✶✷✹ ✵✳✸✺✵✷c ✲✵✳✵✵✸✼ ✵✳✵✵✻✻

∆❉❊❋❴✶ ✵✳✵✺✹✾ ✵✳✸✻✸✻ ✲✵✳✵✹✷✺ ✲✶✳✵✾✶✽b ✵✳✶✵✼✽ ✲✵✳✵✶✻✸

∆■P❴✶ ✲✵✳✺✻✶✷a ✵✳✵✺✺✸ ✵✳✵✶✵✹ ✲✵✳✶✹✾✶b ✲✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✵✶✺✾c

∆■♥❢❴✶ ✲✵✳✹✷✵✻ ✵✳✶✸✼✸ ✵✳✵✷✹✶ ✲✵✳✶✻✼✼ ✲✵✳✵✸✺✾ ✲✵✳✵✸✷✻b

❙❙❘ ✵✳✵✽✶✹ ✵✳✵✶✶✻ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✶✺✸ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✷

❊✳❙✳ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ✵✳✵✶✻✹ ✵✳✵✵✻✷ ✵✳✵✵✵✾ ✵✳✵✵✼✶ ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✵✵✽

❘2 ✵✳✻✷✾✵ ✵✳✺✶✷✺ ✵✳✹✹✻✻ ✵✳✶✼✽✹ ✵✳✷✾✵✷ ✵✳✺✷✽✺

▲✲❇✭✺✮ ✵✳✵✶✽✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✷✺✺✵ ✵✳✵✵✹✺ ✵✳✵✵✵✷

▲✲❇✭✶✵✮ ✵✳✵✸✸✺ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✹✶✾✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❆❘❈❍✭✺✮ ✵✳✵✶✵✻ ✵✳✷✶✵✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✾✾✼✵ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✵

❆❘❈❍✭✶✵✮ ✵✳✶✷✵✺ ✵✳✷✹✺✻ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✾✾✾✵ ✵✳✵✸✸✸ ✵✳✵✵✵✵

▲▲ ✽✼✵✳✶✾ ✶✶✽✷✳✷✼ ✶✽✶✾✳✷✸ ✶✶✸✼✳✽✷ ✶✽✸✽✳✻✸ ✶✽✸✻✳✽✺

❆■❈ ✲✶✼✵✹✳✸✾ ✲✷✸✺✽✳✺✸ ✲✸✻✵✷✳✹✻ ✲✷✷✸✾✳✻✹ ✲✸✻✹✶✳✷✺ ✲✸✻✸✼✳✻✾

❇■❈ ✲✶✻✸✻✳✺✻ ✲✷✷✻✵✳✼✵ ✲✸✺✸✹✳✻✸ ✲✷✶✼✶✳✽✵ ✲✸✺✼✸✳✹✷ ✲✸✺✻✹✳✽✾

▲▲ ✽✼✽✹✳✾✾✻✷

▲❇ ✵✳✵✵✵✵

❲❛❧❞ ✶✷✻✳✵✼✽

✭✵✳✵✵✵✵✮

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧ ✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

✼✻



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✷✳✸✳✻ ❘✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

▲❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ✈✐❡♥❡ ♣r❡❝❡❞✉t❛ ❞❛✐ t❡st s✉❧❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐

♣r❡s❡♥t❛t✐ ♥❡❧❧❛ s❡③✐♦♥❡ ✷✳✷✳✶✱ ❛✐ ✜♥✐ ❞❡❧❧❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r❡❣✐♠✐ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥

❧✐♥❡❛r❡✳ ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✶ r✐♣♦rt❛ ✐ t❡st s✉♣ FT (l)✱ UDmax✱ WDmax ❡ s✉♣ FT (l + 1 | l)✳ ■❧

t❡st s✉♣ FT (l) r✐✜✉t❛ ❧❛ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ❛ss❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦ ♣❡r ♦❣♥✐ r✐t❛r❞♦ ❝♦♠♣r❡s♦ tr❛ ✶ ❡ ✽✱ ♣❡r

♦❣♥✐ s❡r✐❡ ❡s❝❧✉s❛ q✉❡❧❧❛ ❞❡❧ ♣r✐♠♦ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ✭q✉❛♥❞♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ✐♠♣❧✐❝❛

❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ✶ ♦ ✷ ❜r❡❛❦✮✳ ◗✉❡st♦ s✉❣❣❡r✐s❝❡ ❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❛❧♠❡♥♦ ✉♥ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧❡

♥❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐✳

■❧ t❡st s✉♣ FT (1 | 0) è✱ ♣❡r ❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡✱ ❛❧t❛♠❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ ❡ ❧❛

st❛t✐st✐❝❛ t❡st ❛ss♦❝✐❛t❛ è s✉♣❡r✐♦r❡ ❛ q✉❡❧❧❛ ❞❡❣❧✐ ❛❧tr✐ t❡st s❡q✉❡♥③✐❛❧✐✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ ❧❡

st❛t✐st✐❝❤❡ t❡st s❡q✉❡♥③✐❛❧✐ ❝♦♥❢❡r♠❛♥♦ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❜r❡❛❦ ♥♦♥ s✉♣❡r✐♦r❡ ❛ ✸✳ P♦✐❝❤é ❧❛

♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❜r❡❛❦ ♣❛r✐ ❛ ✉♥♦ ❡ ♣❡r ✐❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ❞❡❧❧❛

♣❛rs✐♠♦♥✐❛✱ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❝♦♥ ✉♥ ✉♥✐❝♦ ❜r❡❛❦ ❡ ❞✉❡

r❡❣✐♠✐✳

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ♣❡r ❞❡s❝r✐✈❡r❡ ❧❛ r❡❧❛③✐♦♥❡ tr❛ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❡

✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② è q✉❡❧❧♦ ❞❡s❝r✐tt♦ ♥❡❧❧❛ ✭✷✳✷✳✽✮✳ ❙✐ è s❝❡❧t♦ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r✐t❛r❞✐✱ p✱

♣❛r✐ ❛ q✉❡❧❧♦ s✉❣❣❡r✐t♦ ❞❛✐ ❝r✐t❡r✐ ❞✐ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ♣❡r ✐❧ ❱❆❘✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱ ♣❡r ✉♥ ♥✉♠❡r♦

❞✐ r❡❣✐♠✐ ♣❛r✐ ❛ ✷✱ ❞✐✈❡♥t❛ q✉❡❧❧♦ ❞❡s❝r✐tt♦ ♥❡❧❧❛ ✭✷✳✷✳✾✮✳

❙❡❣✉❡♥❞♦ ❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❞❡s❝r✐tt❛ ♥❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ✷✳✷✱ ✉♥❛ ✈♦❧t❛ s❝❡❧t♦ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r❡❣✐♠✐

♣r❡s❡♥t✐ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱ è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ t❡st❛r❡ ❧❛ ❧✐♥❡❛r✐tà ❞❡❧❧♦ st❡ss♦ ♣r✐♠❛ ❞✐ ♣r♦❝❡❞❡r❡ ❛❧❧❛

st✐♠❛✳ ■❧ t❡st ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà s✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛ ❛❧❧❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❣✉✐❞❛

❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛✳ P♦✐❝❤é ❧❛ t❡♦r✐❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ♥♦♥ ❢♦r♥✐s❝❡

❛❧❝✉♥❛ ✐♥❞✐❝❛③✐♦♥❡ ♥❡❧❧❛ s❝❡❧t❛ ❞✐ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ✉♥✐❝❛ ♣❡r ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱ s✐ ♣r♦❝❡❞❡

❛❞ ✉♥ t❡st ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà ❡q✉❛③✐♦♥❡ ♣❡r ❡q✉❛③✐♦♥❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❝♦♠❡ ♣♦t❡♥③✐❛❧✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ t✉tt❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ ❡ ❧❡ ❡s♦❣❡♥❡✳ ❱✐❡♥❡ s❝❡❧t❛ ❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐

tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ q✉❡❧❧❛ ❝❤❡ ♣r♦❞✉❝❡ ✐❧ p✲✈❛❧✉❡ ♠✐♥♦r❡ ♥❡❧ t❡st ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà ✐♥ ❛♠❜✐t♦

✉♥✐✈❛r✐❛t♦✳ ❙❡ ❞✉❡ ♦ ♣✐ù ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❝♦♥❞✐✈✐❞♦♥♦ ❧❛ ♠❡❞❡s✐♠❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ ✈✐❡♥❡

✉t✐❧✐③③❛t♦ ✉♥ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥t♦ ❞✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐tà ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✱ ❛ss✉♠❡♥❞♦ ❝❤❡ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ♥♦♥

❧✐♥❡❛r✐ s✐❛♥♦ ❣✉✐❞❛t❡ ❞❛ ✉♥✬✉♥✐❝❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ✭s✐ ✈❡❞❛ ♥❡❧ ❞❡tt❛❣❧✐♦ ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡

❇✮✳

■ p✲✈❛❧✉❡ ❞❡❧❧❛ st❛t✐st✐❝❛ t❡st ♣❡r ♦❣♥✐ s✐♥❣♦❧❛ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ❡ ♣❡r ♦❣♥✐ ♣♦t❡♥③✐❛❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ st✱ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t✐ ♥❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✷✳ ■♥ ❞✐✈❡rs❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐✱ ✐❧ p✲✈❛❧✉❡ ♠✐♥♦r❡

è ♦tt❡♥✉t♦ ✐♥ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥③❛ ❞❡❧ ♣r✐♠♦ r✐t❛r❞♦ ❞❡❧ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❈❤♦❧❡s❦②✶❛❴✶✳ ■♥

✼✼



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❛❧❝✉♥❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐✱ ✐❧ t❡st r✐✜✉t❛ ❧❛ ❧✐♥❡❛r✐tà ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❢♦rt❡ ❛♥❝❤❡ ♣❡r ✐❧ ♣r✐♠♦ r✐t❛r❞♦

❞❡❧ t❡r③♦ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❈❤♦❧❡s❦②✸❛❴✶✳ ❉❛❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ s✐ ♣✉ò ♥♦t❛r❡✱ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ♥♦♥

s♦r♣r❡♥❞❡♥t❡✱ ❝❤❡ ♣❡r ❞✐✈❡rs❡ s❡r✐❡ ✐❧ p✲✈❛❧✉❡ ♠✐♥♦r❡ è ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛❧❧✬✉s♦ ❞❡❧ r✐t❛r❞♦ ❞❡❧❧❛

✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥t❡ ❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✳

❙✐ ❝♦♥❞✉❝❡✱ ✐♥✜♥❡✱ ✉♥ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥t♦ s✉❧❧❛ ❧✐♥❡❛r✐tà ❞❡❧❧✬✐♥t❡r♦ ♠♦❞❡❧❧♦✱ ♣r❡s✉♣♣♦♥❡♥❞♦

❝❤❡ ❝✐ s✐❛ ✉♥✬✉♥✐❝❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❈❤♦❧❡s❦②✶❛❴✶ ❡ ❈❤♦❧❡s❦②✸❛❴✶✱

❝♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛t♦ ❞❛✐ t❡st ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✳ ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✸ r✐♣♦rt❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐

t❡st ❝♦♥❣✐✉♥t✐✳ ❈♦♠❡ ✐♥ ❨❛♥❣ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛ ✭✷✵✶✸✮✱ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t✐ ❛♥❝❤❡ ✐❧ Λ ❞✐ ❲✐❧❦s ❡

✐❧ t❡st ❋ ❞✐ ❘❛♦✱ ✐♥s✐❡♠❡ ❛✐ t❡st ▲▼ ❡ ❋✳ ❉❛✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐ t❡st ♥♦♥ ❡♠❡r❣❡ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛

✉♥✐✈♦❝❛ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ♣r❡❢❡r✐t❛✳ ❉❛t❛ ❧❛ t✐♣♦❧♦❣✐❛ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❝❤❡ ❤❛ ♣♦rt❛t♦ ❛❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ✭✐✳❡✳ ❧❛ ♣r✐♠❛ s❡r✐❡

❞❡❧❧✬♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ ❛ss✉♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥③❛ ♠❛❣❣✐♦r❡ r✐s♣❡tt♦ ❛❧❧❡ ❛❧tr❡✮ ❡ ✈✐st❛ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥③❛ ❞❡❧

♠❡r❝❛t♦ ❛③✐♦♥❛r✐♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ♥❡❧ ♠♦♥❞♦ ❞❡❧❧❛ ✜♥❛♥③❛ ❣❧♦❜❛❧❡✱ s✐ è ❞❡❝✐s♦ ❞✐ st✐♠❛r❡ ✉♥

♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❝❤❡ ❛❜❜✐❛ ❝♦♠❡ ✉♥✐❝❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ✐❧ ♣r✐♠♦ r✐t❛r❞♦ ❞❡❧

♣r✐♠♦ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ✐✳❡✳ ❈❤♦❧❡s❦②✶❛❴✶✳

✼✽



✷✳
▼
♦
❞
❡❧❧♦

❞
✐
♣r

❡✈
✐s✐♦

♥
❡
❞
❡❧❧❛

✈
♦
❧❛t

✐❧✐tà
❝
♦
♥
✈❛
r
✐❛
❜
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❡s♦
❣
❡♥

❡
❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✶✿ ❚❡st ❞✐ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐ ♠✉❧t✐♣❧✐ ♥❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❝♦♥ tr✐♠♠✐♥❣ ♣❛r✐ ❛ ✵✳✶ ❡ ▼ ❂ ✽✳

❈❤♦❧❡s❦②✶❛ ❈❤♦❧❡s❦②✷❛ ❈❤♦❧❡s❦②✸❛ ❈❤♦❧❡s❦②✹❛ ❈❤♦❧❡s❦②✺❛ ❈❤♦❧❡s❦②✻❛ ❈❤♦❧❡s❦②✼❛ ❈❤♦❧❡s❦②✽❛ ❈❤♦❧❡s❦②✾❛ ❈❤♦❧❡s❦②✶✵❛

s✉♣FT (1) ✻✳✼✾✼✵ ✹✵✳✼✵✹✼✯ ✹✾✳✼✶✼✹✯ ✻✻✳✸✺✹✸✯ ✻✷✳✺✸✸✷✯ ✶✹✳✸✽✸✶✯ ✹✻✳✸✵✺✵✯ ✶✶✳✹✽✼✵✯ ✶✵✵✳✾✾✺✾✯ ✺✻✳✺✸✸✾✯

s✉♣FT (2) ✸✳✷✽✷✷ ✷✵✳✽✼✷✷✯ ✷✽✳✻✹✽✹✯ ✸✸✳✻✹✸✻✯ ✹✵✳✶✽✶✶✯ ✶✵✳✷✼✶✹✯ ✷✹✳✼✺✶✽✯ ✾✳✻✻✺✸✯ ✽✵✳✷✵✷✷✯ ✸✸✳✽✼✷✼✯

s✉♣FT (3) ✶✷✳✺✹✷✷✯ ✶✺✳✶✹✾✼✯ ✷✸✳✷✹✷✶✯ ✸✶✳✾✸✼✼✯ ✹✽✳✻✺✶✹✯ ✻✳✵✽✼✻ ✶✻✳✹✽✵✶✯ ✶✷✳✵✸✹✸✯ ✺✺✳✷✼✼✾✯ ✸✻✳✻✼✷✸✯

s✉♣FT (4) ✷✷✳✻✽✶✻✯ ✶✶✳✹✶✹✷✯ ✷✵✳✹✹✷✸✯ ✸✹✳✶✽✽✽✯ ✷✷✳✸✸✶✼✯ ✻✳✹✹✸✺✯ ✾✳✽✵✽✽✯ ✼✳✷✵✻✾✯ ✹✹✳✶✷✹✸✯ ✸✶✳✷✻✵✾✯

s✉♣FT (5) ✶✺✳✾✷✵✺✯ ✾✳✺✸✶✾✯ ✶✽✳✽✼✹✻✯ ✷✼✳✷✽✻✾✯ ✸✷✳✼✶✺✹✯ ✼✳✻✽✾✵✯ ✶✵✳✻✾✻✾✯ ✶✷✳✻✵✻✾✯ ✸✺✳✸✾✾✽✯ ✷✾✳✹✵✶✻✯

s✉♣FT (6) ✶✸✳✻✽✸✽✯ ✼✳✺✾✶✾✯ ✶✻✳✹✾✻✸✯ ✷✺✳✾✷✸✾✯ ✸✷✳✼✺✾✼✯ ✻✳✻✹✵✹✯ ✾✳✵✹✻✻✯ ✶✶✳✼✶✺✸✯ ✸✹✳✸✺✸✸✯ ✸✼✳✹✻✵✹✯

s✉♣FT (7) ✶✶✳✾✻✺✻✯ ✽✳✺✷✻✹✯ ✶✹✳✸✼✹✼✯ ✷✸✳✽✻✾✻✯ ✸✶✳✵✾✸✹✯ ✻✳✹✵✻✹✯ ✶✶✳✽✽✷✺✯ ✶✵✳✽✶✻✶✯ ✸✶✳✸✵✸✺✯ ✸✷✳✹✹✽✽✯

s✉♣FT (8) ✶✷✳✵✻✷✼✯ ✻✳✶✻✹✾✯ ✶✷✳✹✽✽✸✯ ✶✽✳✹✺✵✽✯ ✷✹✳✻✵✽✼✯ ✺✳✸✺✾✹✯ ✶✵✳✶✵✽✻✯ ✶✶✳✵✾✽✼✯ ✷✹✳✻✵✺✾✯ ✷✹✳✶✵✸✺✯

❯❉max ✷✷✳✻✽✶✻ ✹✵✳✼✵✹✼ ✹✾✳✼✶✼✹ ✻✻✳✸✺✹✸ ✻✷✳✺✸✸✷ ✶✹✳✸✽✸✵ ✹✻✳✸✵✺✵ ✶✷✳✻✵✻✾ ✶✵✵✳✾✾✺✾ ✺✻✳✺✸✸✾

❲❉max ✸✹✳✷✷✾✸ ✹✵✳✼✵✹✼ ✹✾✳✼✶✹✼ ✻✻✳✸✺✹✸ ✻✻✳✽✾✶✶ ✶✹✳✸✽✸✶ ✹✻✳✸✵✺✵ ✷✽✳✷✶✶✽ ✶✵✵✳✾✾✺✾ ✼✶✳✵✶✽✼

❯❉max ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜r❡❛❦s ✹ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✺ ✶ ✶

❲❉max ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜r❡❛❦s ✹ ✶ ✶ ✶ ✼ ✶ ✶ ✽ ✶ ✻

s✉♣FT (1 | 0) ✻✳✼✾✼✵ ✹✵✳✼✵✹✼✯ ✹✾✳✼✶✹✼✯ ✻✻✳✸✺✹✸✯ ✻✷✳✺✸✸✷✯ ✶✹✳✸✽✸✶✯ ✹✻✳✸✵✺✵✯ ✶✶✳✹✽✼✵✯ ✶✵✵✳✾✾✺✾✯ ✺✻✳✺✸✸✾✯

s✉♣FT (2 | 1) ✸✶✳✼✶✾✷✯ ✷✳✽✾✾✵✯ ✼✳✼✹✽✷ ✻✳✼✶✺✽ ✶✺✳✽✽✵✻✯ ✽✳✶✸✷✾ ✺✳✺✹✷✾ ✶✷✳✶✷✽✾✯ ✹✷✳✶✵✼✺✯ ✶✽✳✹✼✶✵✯

s✉♣FT (3 | 2) ✷✾✳✷✷✸✶✯ ✷✳✵✷✸✸ ✻✳✻✵✼✹ ✶✵✳✽✵✵✹ ✹✳✺✾✸✾ ✽✳✵✺✽✸ ✷✳✶✼✸✹ ✶✶✳✽✾✷✵✯ ✶✵✳✻✶✹✾ ✹✸✳✹✶✸✺✯

s✉♣FT (4 | 3) ✻✳✹✸✾✺ ✵✳✾✼✾✺ ✹✳✻✾✾✺ ✾✳✸✶✻✼ ✷✳✸✽✸✾ ✼✳✷✺✹✸ ✹✳✶✷✹✷ ✷✳✹✸✶✼ ✶✵✳✻✷✾✻ ✾✳✾✾✸✻

s✉♣FT (5 | 4) ✸✳✻✶✷✺ ✻✳✵✹✾✸ ✸✳✷✺✶✸ ✻✳✶✾✼✹ ✹✳✻✵✹✶ ✼✳✾✸✸✻ ✶✶✳✾✹✷✻ ✷✽✳✻✾✹✹✯ ✶✳✺✶✾✸ ✷✵✳✾✶✾✵✯

s✉♣FT (6 | 5) ✹✳✻✶✽✾ ✵✳✽✽✸✻ ✷✳✾✹✵✷ ✻✳✷✹✼✸ ✷✳✶✸✻✵ ✸✳✹✼✶✾ ✶✳✷✷✽✹ ✺✳✷✼✽✻ ✵✳✽✷✹✷ ✾✳✶✶✻✽
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✵✳✵✵✵✵ ✵✳✸✹✼✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✶✾ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✼✵ ✵✳✵✵✵✵

✯ ❡ ✯✯ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐ ❞✉❡ p✲✈❛❧✉❡ ♠✐♥♦r✐

✽✵



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✸✿ ❚❡st ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐tà ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❝♦♥❣✐✉♥t♦

❚❡st ❈❤♦❧❡s❦②✶❛❴✶ ❈❤♦❧❡s❦②✸❛❴✶

▲▼ ✺✸✾✳✻✶✼✽a ✺✽✺✳✹✵✶✵a

❋ ✷✳✾✽✶✽a ✸✳✷✸✹✽a

❲✐❧❦s ✶✼✺✳✾✾✸✵a ✶✺✻✳✸✾✺✼a

❘❛♦ ✶✷✳✵✽✽✹a ✶✵✳✺✸✼✷a

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✹ r✐♣♦rt❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♥ ❞✉❡ r❡❣✐♠✐ ❧❛ ❝✉✐ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ st✱ è ✉♥✐❝❛ ❡ ♣❛r✐ ❛ Cholesky1a❴1✳ ▲❡ ❡s♦❣❡♥❡ s♦♥♦ ❧❡ st❡ss❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ♣❡r

✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✭✷✳✸✳✶✮✱ ❢❛tt❛ ❡❝❝❡③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❞✉♠♠② r✐❢❡r✐t❛ ❛❧❧✬❖tt♦❜r❡ ✶✾✽✼ ❡ ❛❧❧❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♥❡❧❧❛ st✐♠❛ ❧✐♥❡❛r❡✱ IPJPN❴1 ❡ IPEU❴1✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ ❡ ✐❧ s❡❣♥♦

❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐✱ ❝♦sì ❝♦♠❡ ✐❧ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà✱ ✈❛r✐❛♥♦ s❡♥s✐❜✐❧♠❡♥t❡ ❞❛ ❡q✉❛③✐♦♥❡

❛❞ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ❡ tr❛ ✐ ✈❛r✐ r❡❣r❡ss♦r✐✳ ❈♦♥❢r♦♥t❛♥❞♦ ❧❡ s✐♥❣♦❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥

❧✐♥❡❛r❡ ❝♦♥ q✉❡❧❧❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡✱ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ❝r✐t❡r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈✐ ❡ ❧♦❣✲✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛✱

♥♦♥ ❡♠❡r❣♦♥♦ ❞✐✛❡r❡♥③❡ s♦st❛♥③✐❛❧✐ tr❛ ✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐✳ ❆♥❛❧✐③③❛♥❞♦ ❧❡ st✐♠❡ ✐♥ t❛❜❡❧❧❛

✷✳✶✹✱ ❡♠❡r❣❡ ❝❤❡ s♦❧♦ ❛❧❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ s❡♠❜r❛♥♦ ✐♠♣❛tt❛r❡ s✉❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐

❈❤♦❧❡s❦② q✉❛♥❞♦ G(st; γ, c) = 1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ♥♦♥ r✐s✉❧t❛♥♦ ♠❛✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐

❛ss♦❝✐❛t✐ ❛✐ t❛ss✐ ❞✐ ✐♥✢❛③✐♦♥❡✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❛ss♦❝✐❛t✐ ❛✐ r✐t❛r❞✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

❞✐♣❡♥❞❡♥t✐✱ ✐♥ G(st; γ, c) = 1✱ s♦♥♦ s♣❡ss♦ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐ ❡ ❞✐ s❡❣♥♦ ♣♦s✐t✐✈♦✳

❉❛❧❧❡ st✐♠❡ ❡♠❡r❣♦♥♦ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐✱ ♠❛ r✐s✉❧t❛ ❞✐✣❝✐❧❡ s❡♣❛r❛r❧❡ ❞❛ ✉♥❛ s♣❡✲

❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❛❞ ✉♥ s✐♥❣♦❧♦ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r❡s❡♥t❛

❛❧❝✉♥❡ ❝r✐t✐❝✐tà ❧❡❣❛t❡ ❛❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ r❡❣✐♠✐ ❞❛ ✉t✐❧✐③③❛r❡ ♣❡r ❧✬✐♥t❡r♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ❡ ❛❧❧❛ s❝❡❧t❛

❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❣✉✐❞❛♥♦ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✳ ■♥✜♥❡✱

❧❛ t✐♣♦❧♦❣✐❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✱ ❝♦♠❡ s✉❣❣❡r✐t♦ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ ❞❛ ◆❛s♦♥ ❡ ❉✐❡✲

❜♦❧❞ ✭✶✾✾✵✮✱ ♣♦tr❡❜❜❡ ❡ss❡r❡ ❞✐ ♥❛t✉r❛ ❞✐✈❡rs❛ ✭❡✳❣✳ ❞✐✈❡rs❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ ❞✐✈❡rs❛

s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐tà✮✳ P❡r q✉❡st✐ ♠♦t✐✈✐✱ s✐ r✐♠❛♥❞❛ ❛❧❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐

♣❡r ✈❡r✐✜❝❛r❡ ♣r❛t✐❝❛♠❡♥t❡ ❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ s✉✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✳
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✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✹✿ ❙t✐♠❛ ◗▼▲ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

❱▲❙❚❆❘

φ ❈❤♦❧✶❛ ❈❤♦❧✷❛ ❈❤♦❧✸❛ ❈❤♦❧✹❛ ❈❤♦❧✺❛ ❈❤♦❧✻❛ ❈❤♦❧✼❛ ❈❤♦❧✽❛ ❈❤♦❧✾❛ ❈❤♦❧✶✵❛

❝♦♥st❛♥t ✵✳✵✶✷✸ ✵✳✵✻✷✷a ✵✳✶✷✹✻a ✵✳✶✼✹✺ ✵✳✵✶✵✷ ✲✵✳✵✹✻✷ ✲✵✳✵✷✽✽ ✵✳✵✵✾✸c ✵✳✶✵✸✷ ✵✳✵✵✾✸

❈❤♦❧✶❛❴✶ ✲✶✶✳✷✹✶✻ ✲✸✳✺✵✾✼a ✲✸✻✳✻✺✸✽a ✺✳✵✻✻✻ ✺✺✳✺✾✻✷b ✼✹✳✹✺✺✹a ✲✶✵✳✽✷✸✾a ✶✶✳✸✼✵✸ ✸✳✶✷✾✼ ✸✸✳✺✶✵✾

❈❤♦❧✷❛❴✶ ✻✳✼✺✺✽ ✸✵✳✺✸✵✻a ✾✳✹✶✽✶a ✷✽✳✵✹✾✵c ✻✹✳✼✹✹✽b ✶✶✹✳✽✾✹✺a ✶✾✳✺✻✷✷a ✶✷✳✶✼✾✸ ✾✳✽✷✸✾ ✷✵✳✹✹✹✹

❈❤♦❧✸❛❴✶ ✷✳✽✾✹✻ ✲✶✾✳✻✾✽✽a ✾✼✳✶✸✶✷a ✲✶✵✳✽✼✷✶ ✲✺✵✳✾✻✾✾c ✷✳✻✾✼✺ ✹✷✳✹✹✸✼a ✲✷✽✳✷✷✹✼ ✲✼✳✶✷✺✺ ✲✹✻✳✾✽✾✽

❈❤♦❧✹❛❴✶ ✲✼✳✼✵✺✻ ✲✾✵✳✽✻✸✸a ✲✸✻✳✶✶✾✶a ✻✳✼✻✽✽ ✵✳✺✶✾✺ ✲✶✹✳✽✺✼✽ ✲✹✶✳✺✺✻✸a ✽✳✾✵✹✵ ✹✳✵✹✻✵ ✷✽✳✹✻✺✵

❈❤♦❧✺❛❴✶ ✲✶✾✳✺✼✻✸ ✲✶✵✳✶✻✹✼a ✲✶✾✳✸✹✼✷a ✲✸✺✳✻✸✷✷a ✲✼✼✳✽✷✶✽b ✲✽✻✳✵✽✻✼a ✲✶✵✳✵✷✹✷a ✲✺✳✻✾✺✸ ✲✶✵✳✵✵✽✾ ✲✷✺✳✶✹✹✺

❈❤♦❧✻❛❴✶ ✻✺✳✶✼✾✷ ✲✷✹✳✻✻✻✾a ✶✼✳✸✻✶✵a ✺✹✳✸✾✵✸a ✻✸✳✹✸✽✺c ✶✼✳✸✽✺✵ ✶✾✳✵✽✺✾a ✶✳✾✶✶✾ ✶✻✳✵✶✸✸ ✷✺✳✺✾✸✻

❈❤♦❧✼❛❴✶ ✲✶✺✳✸✵✼✷ ✶✸✼✳✸✵✶✺a ✷✶✳✾✽✻✼a ✲✷✷✳✵✺✺✶ ✵✳✸✾✷✸ ✲✸✾✳✾✻✸✺ ✲✷✹✳✸✷✺✺a ✻✳✽✽✾✽ ✲✺✳✽✻✻✼ ✲✾✳✷✽✼✷

❈❤♦❧✽❛❴✶ ✹✳✹✼✽✸ ✲✶✼✹✳✼✹✹✹a ✻✺✳✷✹✵✽a ✲✸✼✳✻✼✸✻a ✲✸✽✳✷✽✺✻ ✹✷✳✺✺✾✺a ✺✻✳✺✽✺✹a ✲✶✹✳✵✶✸✶ ✹✳✺✷✾✽ ✲✷✷✳✷✻✼✹

❈❤♦❧✾❛❴✶ ✶✷✳✽✻✹✼ ✶✵✾✳✽✽✷✻a ✼✳✷✼✺✻a ✸✸✳✾✹✺✼ ✵✳✹✶✺✺ ✲✷✻✳✾✷✽✸ ✲✵✳✷✽✷✵ ✲✺✳✺✹✶✽ ✲✹✳✾✶✹✾ ✷✳✾✾✹✽

❈❤♦❧✶✵❛❴✶ ✲✷✻✳✼✺✺✷ ✶✾✹✳✺✼✵✹a ✲✷✷✳✶✾✸✾a ✸✻✳✼✽✻✻a ✸✳✼✶✵✾ ✲✸✾✳✹✶✷✽ ✲✶✽✳✵✷✸✻a ✲✼✳✶✷✵✶ ✵✳✼✼✾✵ ✲✷✻✳✶✹✶✹

∆■♥✢❯❙❴✶ ✲✵✳✼✺✸✺ ✼✽✳✹✽✾✺a ✸✼✳✷✸✷✼a ✶✷✽✳✽✺✽✽ ✲✸✷✳✼✵✺✹ ✺✵✳✺✷✹✾ ✷✹✸✳✵✼✼✽a ✲✺✵✳✽✾✷✸ ✾✵✳✶✵✷✷ ✲✽✽✳✾✵✻✼

∆■♥✢❯❑❴✶ ✲✵✳✺✷✷✶ ✽✳✹✶✼✻a ✶✳✽✷✺✹a ✲✵✳✾✶✼✷ ✵✳✵✵✺✸ ✲✶✳✻✻✸✶ ✲✵✳✶✷✵✸ ✵✳✻✵✸✸ ✵✳✻✷✾✶ ✲✶✳✽✶✷✷

∆■♥✢●❊❘❴✶ ✵✳✹✻✸✻ ✲✷✳✻✼✼✶a ✷✳✽✹✷✷a ✲✷✳✽✻✽✷ ✵✳✻✷✹✽ ✵✳✻✻✸✽ ✲✷✳✷✹✹✾b ✵✳✹✸✾✷ ✲✶✳✸✸✽✸ ✵✳✻✻✶✼

∆■♥✢❏P◆❴✶ ✲✵✳✶✼✷✸ ✹✳✶✸✶✶a ✵✳✸✹✹✸a ✵✳✾✺✺✷ ✲✵✳✹✷✽✵ ✲✷✳✸✽✼✼ ✲✵✳✵✼✷✸ ✲✵✳✶✽✷✽ ✵✳✶✻✾✶ ✵✳✽✵✾✽

■P❯❙❴✶ ✲✻✼✳✺✽✹✾ ✲✶✳✹✻✵✽ ✶✷✾✳✸✾✺✹a ✲✷✵✳✽✻✵✽ ✲✶✺✸✳✺✵✸✵b ✲✶✶✵✳✵✺✹✶ ✽✷✳✾✺✺✶a ✲✼✶✳✺✼✾✽ ✷✶✳✾✾✼✽ ✲✶✵✻✳✾✹✸✷

❞❴❉❨❴✶ ✶✹✳✻✸✽✻ ✸✾✳✵✷✷✼a ✲✶✷✳✼✼✵✼a ✲✸✳✵✻✹✼ ✶✹✳✾✾✾✺ ✲✶✼✳✾✷✵✺ ✵✳✸✶✸✾ ✹✳✻✹✽✾ ✲✶✳✸✶✼✹ ✲✷✳✶✾✶✺

❞❴❊P❴✶ ✷✳✽✽✵✼ ✲✷✸✳✸✶✻✷a ✲✶✵✳✷✸✵✼a ✸✳✵✼✽✵ ✵✳✶✹✹✾ ✶✶✳✽✷✷✺ ✵✳✻✷✷✶ ✷✳✵✺✵✶ ✲✶✳✸✷✾✶ ✽✳✺✶✸✾

ψ

❝♦♥st❛♥t ✵✳✵✶✷✸a ✵✳✵✵✵✾ ✵✳✵✵✽✷a ✵✳✵✵✸✼ ✵✳✵✶✵✷ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✺✷b ✵✳✵✵✾✸a ✵✳✵✵✼✾a ✵✳✵✵✾✸

❈❤♦❧✶❛❴✶ ✵✳✽✸✵✵a ✲✵✳✵✸✷✾ ✵✳✵✼✵✽ ✵✳✶✻✸✻ ✵✳✵✻✼✾ ✵✳✶✵✼✺ ✵✳✵✹✽✼ ✲✼✳✽✾✽✷ ✵✳✵✷✻✹ ✵✳✵✼✹✺

❈❤♦❧✷❛❴✶ ✲✵✳✵✼✺✾ ✵✳✵✶✼✹ ✲✵✳✵✹✺✸ ✲✵✳✶✼✻✻c ✲✵✳✷✶✷✵ ✲✵✳✵✹✾✶ ✵✳✵✵✷✽ ✲✾✳✶✻✵✶ ✲✵✳✵✸✽✼ ✲✵✳✶✵✾✼

❈❤♦❧✸❛❴✶ ✵✳✵✷✻✺ ✵✳✵✽✺✺c ✵✳✶✹✹✷b ✲✵✳✵✽✹✺ ✵✳✷✾✵✺ ✲✵✳✶✺✷✵c ✲✵✳✵✻✸✵ ✷✵✳✽✾✷✽ ✵✳✵✸✼✻ ✵✳✵✵✹✹

❈❤♦❧✹❛❴✶ ✵✳✶✷✷✵ ✵✳✵✸✶✾ ✵✳✶✷✻✷a ✵✳✹✾✼✹a ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✽✶✶b ✵✳✵✻✺✷ ✲✻✳✺✵✹✽ ✵✳✷✸✾✵a ✲✵✳✵✷✽✹

❈❤♦❧✺❛❴✶ ✵✳✵✵✽✻ ✵✳✶✵✷✼a ✵✳✵✵✺✽ ✵✳✶✶✾✻c ✵✳✾✵✸✵a ✵✳✵✺✽✵ ✲✵✳✵✶✹✽ ✹✳✶✸✺✺ ✵✳✵✹✷✾ ✵✳✵✾✼✸

❈❤♦❧✻❛❴✶ ✲✵✳✷✵✶✺ ✵✳✶✵✺✻b ✵✳✶✶✺✹c ✵✳✵✽✶✾ ✲✵✳✷✹✸✹ ✵✳✵✺✻✺ ✲✵✳✵✾✶✼ ✲✶✳✸✻✵✾ ✵✳✶✶✼✹ ✲✵✳✶✶✸✵

❈❤♦❧✼❛❴✶ ✵✳✵✾✵✷ ✲✵✳✵✹✹✶ ✲✵✳✵✸✽✻ ✲✵✳✵✺✵✸ ✲✵✳✵✺✼✶ ✵✳✵✼✵✸ ✵✳✶✽✾✶a ✲✺✳✶✻✵✼ ✵✳✵✶✸✷ ✵✳✵✽✺✶

❈❤♦❧✽❛❴✶ ✲✵✳✵✺✼✺ ✲✵✳✵✷✶✷ ✲✵✳✵✵✸✹ ✲✵✳✵✶✺✼ ✵✳✵✾✻✸ ✲✵✳✵✻✶✹ ✲✵✳✵✼✵✼c ✶✶✳✷✾✵✻ ✲✵✳✶✽✷✺a ✵✳✵✽✶✼

❈❤♦❧✾❛❴✶ ✲✵✳✵✾✾✵ ✵✳✵✵✷✼ ✵✳✶✻✺✽a ✵✳✶✼✶✺b ✵✳✶✾✻✾ ✵✳✶✷✾✶b ✵✳✶✶✶✵ ✸✳✾✷✷✼ ✵✳✸✹✹✺a ✲✵✳✵✼✺✸

❈❤♦❧✶✵❛❴✶ ✵✳✵✼✻✽ ✵✳✵✵✽✼ ✲✵✳✶✶✷✼b ✲✵✳✶✾✶✹b ✲✵✳✵✸✶✻ ✲✵✳✵✵✻✽ ✵✳✵✻✼✾ ✺✳✷✼✽✽ ✵✳✵✷✾✺ ✵✳✻✷✵✸a

∆■♥✢❯❙❴✶ ✲✵✳✵✶✺✸ ✲✵✳✵✵✸✷ ✲✵✳✷✵✼✹ ✲✵✳✵✷✼✾ ✲✵✳✶✹✼✾ ✲✵✳✸✸✼✺ ✲✵✳✶✽✻✼ ✸✼✳✻✶✷✻ ✲✵✳✹✹✹✵ ✵✳✸✶✽✼

∆■♥✢❯❑❴✶ ✵✳✵✵✶✻ ✲✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✶✸ ✲✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✵✼ ✲✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✹✹✹✶ ✲✵✳✵✵✶✶ ✵✳✵✵✻✹

∆■♥✢●❊❘❴ ✲✵✳✵✵✷✷ ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✶✼ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✶✽ ✵✳✵✵✶✾ ✲✵✳✸✷✻✽ ✵✳✵✵✷✻ ✲✵✳✵✵✺✶

∆■♥✢❏P◆❴✶ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✶ ✲✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✷✽ ✲✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✶✸✷✾ ✵✳✵✵✵✸ ✲✵✳✵✵✷✵

■P❯❙❴✶ ✵✳✵✹✾✼ ✵✳✶✻✷✸b ✲✵✳✵✽✻✹ ✲✵✳✵✸✼✸ ✵✳✼✺✶✷ ✲✵✳✵✸✵✻ ✵✳✵✷✽✵ ✺✷✳✽✺✸✷ ✲✵✳✵✺✷✻ ✵✳✸✾✻✾

❞❴❉❨❴✶ ✲✵✳✵✷✵✽ ✵✳✵✹✶✵b ✲✵✳✵✷✼✵ ✲✵✳✵✶✵✹ ✲✵✳✵✺✹✸ ✵✳✵✸✼✽ ✵✳✵✷✻✽ ✲✸✳✸✺✾✷ ✲✵✳✵✵✹✹ ✵✳✵✷✼✹

❞❴❊P❴✶ ✲✵✳✵✸✹✾ ✲✵✳✵✷✸✶ ✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✵✶✽✹ ✵✳✵✵✸✸ ✲✵✳✵✶✼✼ ✲✵✳✵✷✵✵c ✲✶✳✺✹✷✽ ✲✵✳✵✶✻✾ ✲✵✳✵✺✺✾

γ ✷✶✳✵✷✼✽c ✶✵✾✳✺✻✷✹a ✷✸✹✳✾✻✻✺a ✹✸✳✻✶✼✷c ✶✻✳✽✼✶✷b ✸✹✳✵✾✸✵b ✾✾✳✻✽✶✺a ✵✳✹✽✺✼c ✹✶✳✾✸✹✺ ✶✾✳✽✸✺✸c

❝ ✵✳✸✶✽✼a ✵✳✶✺✼✽a ✵✳✶✶✽✵a ✵✳✷✵✻✷a ✵✳✸✺✵✸a ✵✳✷✻✻✵a ✵✳✶✹✹✼a ✵✳✻✺✹✵c ✵✳✶✽✵✸a ✵✳✸✷✾✺c

σ2 ✵✳✵✶✼✷ ✵✳✵✶✷✺ ✵✳✵✶✸✵ ✵✳✵✶✼✼ ✵✳✵✷✵✷ ✵✳✵✶✷✵ ✵✳✵✶✷✽ ✵✳✵✶✸✽ ✵✳✵✶✹✷ ✵✳✵✶✶✼

▲▲ ✶✹✽✹✳✼✹ ✶✻✻✷✳✵✹ ✶✻✹✶✳✻✾ ✶✹✻✽✳✻✻ ✶✸✾✹✳✷✻ ✶✻✽✻✳✹✽ ✶✻✹✼✳✼✷ ✶✻✵✻✳✸✸ ✶✺✾✷✳✷✸ ✶✼✵✵✳✼✷

❆■❈ ✲✷✽✽✾✳✹✽ ✲✸✷✹✹✳✵✽ ✲✸✷✵✸✳✸✽ ✲✷✽✺✼✳✸✷ ✲✷✼✵✽✳✺✷ ✲✸✷✾✷✳✾✺ ✲✸✷✶✺✳✹✹ ✲✸✶✸✷✳✻✺ ✲✸✶✵✹✳✹✻ ✲✸✸✷✶✳✹✺

❇■❈ ✲✷✼✶✻✳✷✾ ✲✸✵✼✵✳✽✾ ✲✸✵✸✵✳✶✾ ✲✷✻✽✹✳✶✸ ✲✷✺✸✺✳✸✸ ✲✸✶✶✾✳✼✻ ✲✸✵✹✷✳✷✺ ✲✷✾✺✾✳✹✻ ✲✷✾✸✶✳✷✼ ✲✸✶✹✽✳✷✻

❘2 ✵✳✹✾✾✽ ✵✳✷✽✶✼ ✵✳✹✸✽✽ ✵✳✺✸✼✻ ✵✳✹✽✸✶ ✵✳✸✶✷✾ ✵✳✷✻✶✻ ✵✳✹✼✶✾ ✵✳✹✼✼✹ ✵✳✹✵✷✹

❙❙❘ ✵✳✶✻✺✶ ✵✳✵✽✼✼ ✵✳✵✾✹✸ ✵✳✶✼✹✽ ✵✳✷✷✼✾ ✵✳✵✽✵✹ ✵✳✵✾✷✸ ✵✳✶✵✼✵ ✵✳✶✶✷✺ ✵✳✵✼✻✹

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧ ✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

✽✷



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✷✳✸✳✼ ❘✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

❆♥❝❤❡ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ✈✐❡♥❡ ♣r❡❝❡❞✉t❛ ❞❛❧ t❡st

s✉❧❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐ ❡ ❞❛ q✉❡❧❧♦ ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡✳ ■ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐ t❡st s✉✐

❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t✐ ♥❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✺✳ ■ t❡st s✉♣FT s♦♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐ ♣❡r ♦❣♥✐ l

❝♦♠♣r❡s❛ tr❛ ✶ ❡ ✽ ♣❡r ❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡✱ s✐ ♣r❡s✉♠❡ ❝❤❡ s✐❛ ♣r❡s❡♥t❡ ❛❧♠❡♥♦ ✉♥

❜r❡❛❦✳ ❱✐❡♥❡ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ✐❧ t❡st s✉♣FT (l+1 | l) ♣❡r ❧❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❜r❡❛❦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✳

■ t❡st s✉♣FT (l+1 | l) s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ✉♥ ❞✐✈❡rs♦ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❜r❡❛❦ tr❛ ❧❡ ✈❛r✐❡ s❡r✐❡✱ ♣❡r q✉❡st♦

s✐ è s❝❡❧t♦ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❜r❡❛❦ ♠✐♥✐♠♦ ❝❤❡ ❡♠❡r❣❡ ❞❛❧ t❡st s✉❧❧❛ s❡r✐❡ ❞✐ Cholesky5b✱ ♣❡r

❝✉✐ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ✉♥ s♦❧♦ ❜r❡❛❦ ❡ ❞✉❡ r❡❣✐♠✐✳

❙❡❣✉❡♥❞♦ ❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ✐❧❧✉str❛t❛ ♥❡❧❧❛ s❡③✐♦♥❡ ✷✳✷✱ s✐ ❝♦♥❞✉❝❡ ✉♥ t❡st ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà s✉❧❧❡

s✐♥❣♦❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ♣❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❣✉✐❞❛ ♦❣♥✐ s✐♥❣♦❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡

❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✳ ❈♦♠❡ s✐ ♣✉ò ♥♦t❛r❡ ❞❛❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✻✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ ❞❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱

❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ♥♦♥ s❡♠❜r❛♥♦ ❝♦♥❞✐✈✐❞❡r❡ ❧❛ st❡ss❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✳ ❘✐s✉❧t❛♥♦ ❛♥❝❤❡

❢r❡q✉❡♥t✐ ✐ ❝❛s✐ ✐♥ ❝✉✐ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ♣✉ò ❡ss❡r❡ r✐✜✉t❛t❛✳ ❙✉❧❧❛

❜❛s❡ ❞❡✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐ t❡st ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà✱ ✈❡♥❣♦♥♦ s❝❡❧t❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥✐ ❞✐✈❡rs❡ ♣❡r

♦❣♥✐ s✐♥❣♦❧❛ ❡q✉❛③✐♦♥❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ q✉❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝❤❡ ♣❡r♠❡tt♦♥♦ ❞✐ ♦tt❡♥❡r❡ ✐❧ p✲✈❛❧✉❡

♠✐♥♦r❡ ♥❡❧ t❡st ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà✳ P❡r ❧❛ s❡r✐❡ Cholesky1b✱ ✐❧ p✲✈❛❧✉❡ ♠✐♥♦r❡ è ♦tt❡♥✉t♦ ✉t✐✲

❧✐③③❛♥❞♦ ❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ DP❴1✱ ♠❡♥tr❡ ♣❡r ✐❧ s❡❝♦♥❞♦ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②

✐❧ r✐✜✉t♦ ❞❡❧❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ è ♠❛ss✐♠♦ s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ è STR❴1✳ P❡r ✐ ❢❛t✲

t♦r✐ ❞✐ Cholesky3b, 4b, 5b ❡ 6b ✐❧ p✲✈❛❧✉❡ è ♠✐♥✐♠♦ q✉❛♥❞♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ è

r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ Cholesky5b❴1✱ Cholesky2b❴1✱ ∆TB❴1 ❡ Cholesky3b❴1✳

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✼ r✐♣♦rt❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❝♦♥ ❞✉❡ r❡❣✐♠✐✱ ❞♦✈❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ sit, ∀i = 1, . . . ,m✱ ✈❛r✐❛♥♦ ❞❛ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ❛❞ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ❡ s♦♥♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡

DP❴1✱ STR❴1✱ Cholesky5b❴1✱ Cholesky2b❴1✱ TB❴1 ❡ Cholesky3b❴1✳ ■ r❡❣r❡ss♦r✐

s♦♥♦ ❣❧✐ st❡ss✐ ✉t✐❧✐③③❛t✐ ♣❡r ❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ♥❡❧❧❛ ✭✷✳✸✳✶✮ ❢❛tt❛ ❡❝❝❡③✐♦♥❡ ♣❡r ❧❛

✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✉♠♠② Black ❡ ❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡✱ ❝♦♠❡ EP❴1✱

MKT❴1✱ SMB❴1✱ STR❴1✱ TB❴1 ❡ TS❴1✳ ■ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ r✐s✉❧t❛♥♦ s♣❡ss♦ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐

❛❧❧✬✶✪✱ ♠❛ s❡❣♥♦ ❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ s♦♥♦ ❞✐ ❞✐✣❝✐❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛③✐♦♥❡ ❞❛t❛ ❧✬❛❧t❛

❞✐✈❡rs✐tà tr❛ ❧❡ ✈❛r✐❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❡ ❧❡ ✈❛r✐❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ✐❧ ♠♦❞♦ ✐♥ ❝✉✐ ❧❡

s✐♥❣♦❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ✐♠♣❛tt❛♥♦ s✉❧❧❡ ❞✐✈❡rs❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐✱ ❝❛♠❜✐❛ ❞❛ s❡r✐❡ ❛ s❡r✐❡ ♣❡r s❡❣♥♦ ❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡DP❴1 s❡♠❜r❛ ❡ss❡r❡ q✉❡❧❧❛ ❝❤❡ ♠❛❣❣✐♦r♠❡♥t❡ ❛✐✉t❛ ❛ ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❡

s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧ r✐t❛r❞♦ ❞❡❧ ♣r✐♠♦ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ Cholesky1b❴1✱

r✐s✉❧t❛ ✐❧ ❢❛tt♦r❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈♦ ♠❛❣❣✐♦r♠❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦✳ ❙✐ r✐♠❛♥❞❛ ❛❧❧❛ s❡③✐♦♥❡ s✉❧❧❛

✽✸



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♣❡r ✉♥❛ ♣r♦❢♦♥❞❛ ❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧❛ st✐♠❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❛

✜♥✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐✳

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✺✿ ❚❡st ❞✐ ❜r❡❛❦ str✉tt✉r❛❧✐ ♠✉❧t✐♣❧✐ ♥❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❝♦♥

tr✐♠♠✐♥❣ ♣❛r✐ ❛ ✵✳✶ ❡ ▼ ❂ ✽✳

❈❤♦❧❡s❦②✶❜ ❈❤♦❧❡s❦②✷❜ ❈❤♦❧❡s❦②✸❜ ❈❤♦❧❡s❦②✹❜ ❈❤♦❧❡s❦②✺❜ ❈❤♦❧❡s❦②✻❜

s✉♣FT (1) ✶✷✳✸✵✾✾✯ ✶✻✺✳✽✾✸✷✯ ✹✶✳✹✼✾✶✯ ✶✶✳✽✺✺✹✯ ✷✸✵✳✹✼✻✼✯ ✷✺✳✽✹✽✾✯

s✉♣FT (2) ✶✳✸✶✹✽ ✶✶✺✳✼✸✾✾✯ ✸✾✳✼✽✸✶✯ ✼✳✺✹✽✷ ✶✻✻✳✼✽✾✾✯ ✻✾✳✼✸✾✹✯

s✉♣FT (3) ✺✳✾✻✼✻ ✶✶✷✳✶✸✻✶✯ ✷✼✳✻✽✻✸✯ ✶✹✳✸✵✶✽✯ ✶✶✾✳✺✼✶✽✯ ✹✷✳✽✻✻✸✯

s✉♣FT (4) ✶✷✳✷✻✸✻✯ ✻✸✳✸✻✵✾✯ ✷✷✳✵✸✸✾✯ ✶✵✳✸✼✾✹✯ ✾✽✳✶✾✼✵✯ ✸✼✳✷✾✵✹✯

s✉♣FT (5) ✶✻✳✵✶✷✻✯ ✼✶✳✷✻✸✶✯ ✶✼✳✽✵✻✻✯ ✶✸✳✹✺✸✹✯ ✽✸✳✺✺✻✽✯ ✹✵✳✵✾✽✸✯

s✉♣FT (6) ✶✹✳✷✻✶✽✯ ✻✽✳✵✻✵✹✯ ✶✾✳✺✻✹✶✯ ✶✷✳✵✺✾✾✯ ✼✶✳✶✼✼✼✯ ✸✹✳✺✶✶✽✯

s✉♣FT (7) ✶✷✳✾✻✶✹✯ ✻✼✳✻✾✶✼✯ ✶✼✳✺✸✽✺✯ ✶✵✳✺✺✼✾✯ ✻✶✳✵✻✶✼✯ ✷✶✳✺✾✾✹✯

s✉♣FT (8) ✶✵✳✻✶✵✻✯ ✺✼✳✹✷✼✼✯ ✶✼✳✺✻✵✷✯ ✽✳✵✼✹✻✯ ✺✸✳✾✶✷✸✯ ✷✶✳✶✺✵✸✯

❯❉max ✶✻✳✵✶✷✻ ✶✻✺✳✽✾✸✷ ✹✶✳✹✼✾✶ ✶✹✳✸✵✶✽ ✷✸✵✳✹✼✻✼ ✻✾✳✼✸✾✹

❲❉max ✷✼✳✽✽✸✽ ✶✻✺✳✽✾✸✷ ✹✺✳✼✶✵✸ ✷✷✳✽✻✸✼ ✷✸✵✳✹✼✻✼ ✽✵✳✶✷✾✾

❯❉max ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜r❡❛❦s ✺ ✶ ✶ ✸ ✶ ✷

❲❉max ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜r❡❛❦s ✼ ✶ ✷ ✻ ✼ ✷

s✉♣FT (1 | 0) ✶✷✳✸✵✾✾✯ ✶✻✺✳✽✾✸✷✯ ✹✶✳✹✼✾✶✯ ✶✶✳✽✺✺✹✯ ✷✸✵✳✹✼✻✼✯ ✷✺✳✽✹✽✾✯

s✉♣FT (2 | 1) ✷✽✳✽✹✼✾✯ ✶✽✳✻✵✵✸✯ ✶✹✳✹✷✽✹✯ ✻✳✵✸✸✺ ✽✳✻✶✹✼ ✶✵✸✳✵✹✻✶✯

s✉♣FT (3 | 2) ✶✸✳✽✶✼✽✯ ✸✻✳✶✵✻✻✯ ✶✸✳✸✷✽✶✯ ✷✼✳✷✻✵✻✯ ✽✳✾✺✾✾ ✽✳✺✽✹✹

s✉♣FT (4 | 3) ✸✼✳✾✵✸✼✯ ✾✳✶✶✶✹ ✽✳✾✵✼✽ ✽✳✺✽✺✺ ✾✳✵✶✾✵ ✺✳✽✻✼✾

s✉♣FT (5 | 4) ✷✶✳✶✹✾✾✯ ✸✺✳✶✺✼✻✯ ✼✳✷✾✽✶ ✻✳✼✷✹✷ ✽✳✾✶✽✼ ✼✳✾✽✶✺

s✉♣FT (6 | 5) ✷✳✺✸✹✼ ✽✳✸✻✵✼ ✶✹✳✹✼✹✸✯ ✷✳✵✼✽✺ ✵✳✾✽✽✺ ✸✳✷✷✶✹

s✉♣FT (7 | 6) ✷✳✵✺✼✾ ✶✷✳✵✽✽✼ ✸✳✻✺✸✺ ✷✳✵✺✶✹ ✵✳✹✽✽✼ ✵✳✵✵✵✵

s✉♣FT (8 | 7) ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✹✾ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❋✲st❛t✐st✐❝s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜r❡❛❦ ✺ ✸ ✸ ✶ ✶ ✷

❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❋✲st❛t✐st✐❝s ❧❛r❣❡st ❜r❡❛❦s ✺ ✺ ✶ ✸ ✶ ✷

✯ ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ ❛❧ ✺✪

✽✹



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✻✿ ❚❡st ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐tà ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

❚❡st ▲▼

st ❈❤♦❧❡s❦②✶❜ ❈❤♦❧❡s❦②✷❜ ❈❤♦❧❡s❦②✸❜ ❈❤♦❧❡s❦②✹❜ ❈❤♦❧❡s❦②✺❜ ❈❤♦❧❡s❦②✻❜

❈❤♦❧❡s❦②✶❜❴✶ ✸✳✾✸✼✶ ✶✳✸✼✻✹ ✶✳✺✽✺✵ ✷✳✹✶✹✹ ✶✳✹✹✵✵ ✶✳✹✽✶✼

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✻✷✸ ✵✳✵✶✸✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✸✾✼ ✵✳✵✷✾✷

❈❤♦❧❡s❦②✷❜❴✶ ✸✳✵✵✸✵ ✶✳✺✷✺✾ ✷✳✽✽✼✻ ✹✳✸✺✶✺✯ ✶✳✼✷✷✽ ✶✳✹✼✵✻

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✷✵✽ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✹✶ ✵✳✵✸✶✼

❈❤♦❧❡s❦②✸❜❴✶ ✶✳✽✸✻✼ ✶✳✷✹✵✶ ✸✳✵✶✵✾ ✷✳✹✹✸✽ ✷✳✷✻✵✸✯✯ ✷✳✸✵✵✵✯

✵✳✵✵✶✺ ✵✳✶✹✾✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❈❤♦❧❡s❦②✹❜❴✶ ✸✳✵✶✸✼ ✶✳✻✷✼✶ ✶✳✶✷✾✼ ✷✳✺✶✼✽✯✯ ✶✳✹✹✾✽ ✶✳✵✼✺✼

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✾✸ ✵✳✷✼✷✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✸✼✶ ✵✳✸✺✶✽

❈❤♦❧❡s❦②✺❜❴✶ ✸✳✹✵✹✵ ✶✳✺✼✾✾ ✸✳✹✽✾✹✯ ✶✳✽✻✷✽ ✶✳✼✾✾✵ ✷✳✵✹✽✺✯✯

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✶✸✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✶✷ ✵✳✵✵✷✶ ✵✳✵✵✵✷

❈❤♦❧❡s❦②✻❜❴✶ ✸✳✶✽✼✹ ✶✳✹✾✹✺ ✷✳✶✾✽✷ ✷✳✶✼✽✾ ✶✳✻✾✸✺ ✶✳✻✺✼✹

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✷✻✺ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✺✸ ✵✳✵✵✼✷

❉✲P❴✶ ✹✳✺✹✾✷✯ ✶✳✼✼✺✾ ✶✳✺✼✺✾ ✶✳✻✾✸✹ ✶✳✼✷✸✼ ✶✳✷✾✹✼

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✷✻ ✵✳✵✶✹✶ ✵✳✵✵✺✸ ✵✳✵✵✹✶ ✵✳✶✵✻✾

❊✲P❴✶ ✸✳✸✵✵✺ ✶✳✹✺✽✺ ✶✳✶✸✸✽ ✷✳✷✹✸✵ ✵✳✾✵✶✻ ✶✳✶✺✶✵

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✸✹✼ ✵✳✷✻✻✾ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✻✺✽✺ ✵✳✷✹✹✻

▼❑❚❴✶ ✹✳✺✷✶✹✯✯ ✶✳✾✾✼✵✯✯ ✶✳✽✺✵✺ ✷✳✸✸✸✸ ✶✳✷✽✻✵ ✵✳✽✽✻✹

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✶✷✾ ✵✳✻✽✺✹

❙▼❇❴✶ ✷✳✶✺✽✺ ✶✳✷✺✺✻ ✶✳✹✸✶✼ ✷✳✶✹✺✵ ✵✳✽✹✻✷ ✶✳✶✾✾✹

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✸✻✷ ✵✳✵✹✷✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✼✺✸✵ ✵✳✶✽✽✼

❍▼▲❴✶ ✷✳✻✺✺✷ ✶✳✽✹✾✷ ✶✳✸✼✸✺ ✷✳✸✸✽✵ ✵✳✾✻✶✷ ✶✳✶✼✷✽

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✻✸✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✺✺✵✶ ✵✳✷✶✽✶

❙❚❘❴✶ ✷✳✻✸✺✼ ✶✳✾✾✾✾✯ ✶✳✷✻✼✹ ✶✳✹✶✼✸ ✶✳✾✸✼✶ ✶✳✻✶✹✹

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✶✷✻✼ ✵✳✵✹✻✽ ✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✶✵✸

∆❚✲❇❴✶ ✷✳✵✻✹✾ ✶✳✾✷✾✻ ✸✳✸✼✺✾✯✯ ✶✳✷✸✾✶ ✷✳✷✼✾✸✯ ✶✳✾✾✸✼

✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✺✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✹

∆❚✲❙❴✶ ✸✳✶✹✼✽ ✶✳✾✾✵✸ ✶✳✽✺✼✻ ✶✳✵✾✽✺ ✶✳✸✾✹✽ ✶✳✻✵✾✻

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✸✶✻✽ ✵✳✵✺✹✾ ✵✳✵✶✵✼

∆❉❊❋❴✶ ✸✳✻✹✻✺ ✶✳✸✺✸✻ ✶✳✺✼✷✾ ✶✳✵✺✽✸ ✶✳✵✼✸✵ ✶✳✵✵✽✷

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✼✷✽ ✵✳✵✶✹✸ ✵✳✸✼✾✼ ✵✳✸✺✺✾ ✵✳✹✻✺✷

∆■P❴✶ ✸✳✷✽✹✹ ✶✳✺✼✶✼ ✶✳✽✷✼✷ ✷✳✷✷✺✷ ✶✳✸✵✺✶ ✶✳✹✻✻✸

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✶✹✺ ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✵✵✵ ✵✳✵✸✷✽

∆■◆❋❴✶ ✷✳✵✺✸✸ ✶✳✵✷✹✵ ✶✳✸✹✹✹ ✶✳✹✶✸✷ ✶✳✵✽✻✻ ✶✳✺✸✺✸

✵✳✵✵✵✷ ✵✳✹✸✼✻ ✵✳✵✼✼✹ ✵✳✵✹✽✷ ✵✳✸✸✹✽ ✵✳✵✶✾✹

✯ ❡ ✯✯ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐ ❞✉❡ p✲✈❛❧✉❡ ♠✐♥♦r✐

✽✺



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✼✿ ❙t✐♠❛ ◗▼▲ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

❱▲❙❚❆❘

φ ❈❤♦❧✶❜ ❈❤♦❧✷❜ ❈❤♦❧✸❜ ❈❤♦❧✹❜ ❈❤♦❧✺❜ ❈❤♦❧✻❜

❝♦♥st ✵✳✵✷✶✷a ✵✳✵✷✻✼ ✲✵✳✵✵✹✷ ✵✳✵✵✺✽ ✲✵✳✵✵✶✼ ✵✳✵✵✵✹

❈❤♦❧✶❜❴✶ ✵✳✷✹✾✽b ✲✵✳✺✹✸✷ ✷✸✳✽✾✾✸a ✲✹✳✺✼✶✽ ✲✶✷✳✸✺✽✹a ✷✳✻✻✽✹a

❈❤♦❧✷❜❴✶ ✲✵✳✶✸✶✻ ✲✹✳✺✵✵✶ ✶✹✽✳✻✺✵✺a ✶✶✳✶✺✾✼ ✶✷✳✹✶✵✸ ✲✷✳✷✽✶✺

❈❤♦❧✸❜❴✶ ✲✹✳✷✶✼✵ ✲✷✳✶✼✵✼ ✲✽✾✳✻✾✹✾a ✵✳✶✾✷✵ ✲✻✹✳✾✾✺✵ ✺✷✳✺✾✺✻

❈❤♦❧✹❜❴✶ ✵✳✹✹✻✶ ✲✺✳✾✼✺✶ ✲✹✾✳✶✶✷✵a ✷✳✾✵✽✼ ✷✹✳✽✼✶✷a ✲✽✳✾✹✶✽a

❈❤♦❧✺❜❴✶ ✲✺✳✶✹✹✵ ✶✸✳✸✽✹✻ ✹✹✳✹✸✻✻b ✲✵✳✷✾✶✻ ✽✶✳✷✸✶✹ ✹✷✳✼✶✹✶

❈❤♦❧✻❜❴✶ ✲✶✳✸✶✽✾ ✶✵✳✵✼✵✵ ✸✽✹✳✷✽✷✽a ✲✵✳✾✹✹✵ ✽✳✾✷✺✼a ✷✹✼✳✸✹✷✵a

❉✲P❴✶ ✵✳✺✽✾✾a ✲✷✳✼✻✸✾ ✽✳✾✶✵✹a ✲✶✷✳✺✷✹✸a ✲✹✳✷✾✵✾a ✲✹✳✶✸✾✸a

❍▼▲❴✶ ✲✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✸✶c ✵✳✵✼✽✺a ✲✵✳✷✶✽✵a ✲✵✳✵✵✷✻ ✵✳✵✹✶✶a

∆❉❊❋❴✶ ✺✳✶✸✶✵a ✲✶✶✳✻✻✽✸ ✲✸✷✷✳✶✵✸✵a ✲✵✳✽✹✼✾ ✾✽✳✹✸✹✸a ✸✵✳✹✻✼✺

∆■P❴✶ ✲✶✳✸✼✾✹a ✷✳✷✷✾✶ ✶✵✺✳✷✹✸✶a ✲✷✳✶✹✷✺ ✺✳✻✻✵✾ ✸✳✸✺✾✼

∆■◆❋❴✶ ✵✳✶✺✺✷ ✸✳✻✾✺✽ ✲✹✹✳✾✶✹✾a ✷✳✷✸✼✼ ✲✺✾✳✼✺✻✵a ✲✹✾✳✶✽✺✽a

ψ

❝♦♥st ✵✳✵✶✷✷a ✲✵✳✵✵✶✹ ✵✳✵✵✷✸ ✵✳✵✶✻✶ ✵✳✵✵✶✹ ✵✳✵✵✵✶

❈❤♦❧✶❜❴✶ ✵✳✼✶✵✷a ✲✵✳✵✸✽✸b ✲✶✶✳✾✸✶✺a ✻✳✾✼✵✼ ✹✳✸✻✷✹a ✲✷✳✸✹✽✷a

❈❤♦❧✷❜❴✶ ✵✳✶✻✻✼ ✵✳✹✼✵✹a ✲✼✹✳✶✺✺✼a ✲✶✻✳✸✾✻✸ ✲✹✳✸✻✶✷ ✷✳✵✼✸✷

❈❤♦❧✸❜❴✶ ✲✵✳✽✽✸✷ ✶✳✶✹✼✷b ✹✹✳✾✵✷✵a ✲✵✳✾✾✶✹ ✷✷✳✽✹✵✺ ✲✹✼✳✺✷✺✺c

❈❤♦❧✹❜❴✶ ✵✳✵✻✾✼ ✵✳✵✵✾✸ ✷✹✳✺✶✾✺a ✲✸✳✽✶✻✷ ✲✽✳✼✽✽✷a ✼✳✽✾✽✺a

❈❤♦❧✺❜❴✶ ✲✵✳✹✻✸✵ ✶✳✶✼✾✻a ✲✷✷✳✹✸✼✶b ✵✳✾✷✷✵ ✲✷✽✳✵✾✸✵ ✲✸✼✳✸✼✹✻

❈❤♦❧✻❜❴✶ ✲✵✳✸✸✹✹ ✵✳✽✵✹✸a ✲✶✾✶✳✽✾✶✷a ✶✳✹✾✷✺ ✲✸✳✵✹✼✸a ✲✷✶✻✳✽✺✷✵a

❉✲P❴✶ ✵✳✶✻✾✵a ✲✵✳✵✵✽✹ ✲✹✳✹✺✹✵a ✶✽✳✼✻✷✽a ✶✳✺✶✽✵a ✸✳✻✺✵✽a

❍▼▲❴✶ ✵✳✵✵✵✺ ✲✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✸✾✷a ✵✳✸✷✺✺a ✵✳✵✵✶✵ ✲✵✳✵✸✻✷a

∆❉❊❋❴✶ ✲✶✳✻✽✻✼c ✵✳✸✵✹✻ ✶✻✵✳✼✺✸✺a ✶✳✶✶✹✶ ✲✸✹✳✾✶✸✹a ✲✷✻✳✽✾✺✸

∆■P❴✶ ✵✳✶✽✵✹ ✵✳✶✶✺✷ ✲✺✷✳✺✷✷✸a ✷✳✽✻✸✵ ✲✶✳✾✾✽✸ ✲✷✳✾✻✹✶

∆■◆❋❴✶ ✲✵✳✵✼✶✺ ✲✵✳✵✺✵✾ ✷✷✳✸✽✹✹a ✲✷✳✽✷✾✽ ✷✶✳✶✺✼✸a ✹✸✳✸✹✶✹a

γ ✶✷✷✳✾✽✵✸a ✶✳✶✸✸✾a ✵✳✼✻✵✵a ✵✳✶✻✵✽ ✶✳✵✸✺✶a ✶✳✻✷✼✵a

❝ ✵✳✵✶✸✵b ✶✵✳✾✻✻✾a ✵✳✾✶✺✵a ✲✷✳✹✾✾✻ ✶✳✵✵✺✶a ✵✳✵✼✽✵a

σ2 ✵✳✵✶✶✸ ✵✳✵✵✺✾ ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✵✼✵ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✵✼

▲▲ ✾✼✾✳✶✷ ✶✶✽✽✳✹✶ ✶✽✹✶✳✾✽ ✶✶✸✺✳✾✶ ✶✽✺✷✳✵✺ ✶✽✺✹✳✷✷

❆■❈ ✲✶✾✵✵✳✺✶ ✲✶✽✼✹✳✽✶ ✲✶✽✶✷✳✽✵ ✲✶✽✸✵✳✺✵ ✲✶✽✶✷✳✽✵ ✲✶✽✵✻✳✾✼

❇■❈ ✲✶✼✹✾✳✼✽ ✲✶✼✷✹✳✵✽ ✲✶✻✻✷✳✵✼ ✲✶✻✼✾✳✼✼ ✲✶✻✻✷✳✵✼ ✲✶✻✺✻✳✷✸

❘2 ✵✳✽✶✷✷ ✵✳✺✸✵✾ ✵✳✹✷✶✷ ✵✳✶✻✽✺ ✵✳✸✹✼✸ ✵✳✺✸✼✾

❙❙❘ ✵✳✵✹✶✷ ✵✳✵✶✶✹ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✶✺✺ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✷

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧ ✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

✽✻



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

✷✳✹ Pr❡✈✐s✐♦♥✐

P❡r ✉♥❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡✱ s✐ r✐❝♦rr❡ ❛❧ ♠❡t♦❞♦ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐

r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✳ ■❧ ♠❡t♦❞♦ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣❡r♠❡tt❡ ✐❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ tr❛ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥❡st❡❞ ❡ r✐s✉❧t❛

❡ss❡r❡ ✉♥ ❜✉♦♥ ♠❡t♦❞♦ ♣❡r ❝♦❣❧✐❡r❡ ❧✬❡t❡r♦❣❡♥❡✐tà ❞❡✐ ❞❛t✐ ❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐tà ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✳

◆❡❧ ♠❡t♦❞♦ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❧❛ ❧✉♥❣❤❡③③❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣✐♦♥❡ ❞❛ st✐♠❛r❡✱ d✱ è ✜ss❛✱ ❧❛ ❞❛t❛ ❞✐

✐♥✐③✐♦ ❡ ✜♥❡ ❞❡❧ s♦tt♦❝❛♠♣✐♦♥❡ s✉❝❝❡ss✐✈♦ ❛❧ ♣r✐♠♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t♦ s♦♥♦ ❛✉♠❡♥t❛t❡ ❞✐ ✉♥✬✉♥✐tà

♣❡r ✉♥ t♦t❛❧❡ ❞✐ Ñ = T − d+ 1 s♦tt♦❝❛♠♣✐♦♥✐✳ ❆❞ ❡s❡♠♣✐♦✱ s❡ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥❛ ✜♥❡str❛ ❞✐

t❡♠♣♦ ❝❤❡ ✈❛ ❞❛❧ ✵✶✳✶✾✻✾ ❛❧ ✶✵✳✷✵✵✻✱ s✐ ✉s❛♥♦ ❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ ❝♦♥t❡♥✉t❡ ✐♥ q✉❡st❛ ✜♥❡str❛

♣❡r ♦tt❡♥❡r❡ ❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❛❞ ✉♥ ♣❛ss♦✱ ♦✈✈❡r♦ ✶✶✳✷✵✵✻✳ ■♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❛♥❛❧♦❣❛ ♣❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❞❡❧ ✶✷✳✷✵✵✻ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ❧❛ ✜♥❡str❛ ❞✐ t❡♠♣♦ ❝❤❡ ✈❛ ❞❛❧ ✵✷✳✶✾✻✾

❛❧❧✬✶✶✳✷✵✵✻ ❡ ❝♦sì ✈✐❛✳ ■ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✈❡♥❣♦♥♦ st✐♠❛t✐ ❛❞ ♦❣♥✐ ♣❛ss♦✳

❙✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞✐ ❛❧tr✐ ❧❛✈♦r✐ s✐♠✐❧✐ ♣r❡s❡♥t✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ✭s✐ ✈❡❞❛ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲

❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮✮✱ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ ✜♥❡str❛ ❧✉♥❣❛ ❝✐r❝❛ ❞✉❡ t❡r③✐ ❞❡❧

❝❛♠♣✐♦♥❡✱ ❧❛ ❧✉♥❣❤❡③③❛ ❞❡❧ ✈❡tt♦r❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♣r♦❞♦tt❡ è ❞✐ ❝✐r❝❛ ✉♥ t❡r③♦ ❞❡❧ ❝❛♠✲

♣✐♦♥❡ t♦t❛❧❡✳ ❉✐ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ✐❧ ♣❡r✐♦❞♦ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♣❡r ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ✈❛ ❞❛❧

❉✐❝❡♠❜r❡ ✶✾✾✾ ❛❧❧✬❖tt♦❜r❡ ✷✵✶✺✱ ♣❡r ✉♥ t♦t❛❧❡ ❞✐ ✶✾✶ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐✱ ♠❡♥tr❡ q✉❡❧❧♦ ❞❡❧ ❞❛t❛s❡t

❛♠❡r✐❝❛♥♦ ✈❛ ❞❛❧ ❙❡tt❡♠❜r❡ ✷✵✵✻ ❛❧ ●✐✉❣♥♦ ✷✵✶✺✱ ♣❡r ✉♥ t♦t❛❧❡ ❞✐ ✶✵✻ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐✳

P❡r ♦❣♥✐ s♦tt♦❝❛♠♣✐♦♥❡ ❞✐ ♦❣♥✐ ❞❛t❛s❡t ✈❡♥❣♦♥♦ st✐♠❛t✐ s✐❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ❝❤❡ q✉❡❧❧♦

♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❡ s✐ ♣r♦❞✉❝♦♥♦ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❛❞ ✉♥ ♣❛ss♦ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ✐t❡r❛t✐✈❛✳ ❯♥❛ ✈♦❧t❛ ♣r♦❞♦tt❛

❧❛ st✐♠❛ ❛❞ ✉♥ ♣❛ss♦✱ ✈✐❡♥❡ r✐❝♦♠♣♦st❛ ❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❡ ❞❡❧❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❡ s✐

❝❛❧❝♦❧❛ ❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛✱ eñ✱ ❝♦♠❡

eñ = yd+ñ − ŷñ, ñ = 1, . . . , N ✭✷✳✹✳✶✮

❞♦✈❡ yd+ñ è ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❡✛❡tt✐✈♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ♦❣❣❡tt♦ ❞❡❧❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❡ ŷñ è ❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡

❛ ✉♥ ♣❛ss♦ ❞❡❧ s♦tt♦❝❛♠♣✐♦♥❡ ñ✲❡s✐♠♦✳ ❙✐ ❤❛ ♣❡rt❛♥t♦ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ñ × Ñ ❞✐ ❡rr♦r✐ ❞✐

♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❛❞ ✉♥ ♣❛ss♦✱ et✳

❈♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥③✐❛t♦ ❞❛ ❇❛✉❡r ❡ ❱♦r❦✐♥❦ ✭✷✵✶✶✮ ❡ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮✱ ❢❛r❡ ♣r❡✲

✈✐s✐♦♥✐ s✉ ✉♥❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❡ ❞✐ RCOVt✱ ❝♦♠❡ ✐ ❢❛tt♦r✐ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❡ ✐♥✈❡rt✐r❡

❧❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ♣❡r ♦tt❡♥❡r❡ ✉♥❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞✐ RCOVt✱ ♣✉ò ♣♦rt❛r❡ ❛❞ ❡rr♦r✐✳ ❊♥tr❛♠✲

❜✐ ✐ ❧❛✈♦r✐ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✉♥ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ t❡♦r✐❝♦ ♣❡r ❧❛ ❝♦rr❡③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥❡ s♦❣❣❡tt♦ ❛❞

❛ss✉♥③✐♦♥✐ str✐♥❣❡♥t✐✳ ■♥❢❛tt✐✱ ❧❛ ❝♦rr❡③✐♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❛t❛ ❞❛ ❇❛✉❡r ❡ ❱♦r❦✐♥❦ ✭✷✵✶✶✮ r✐♠❛♥❡

✈❛❧✐❞❛ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❛❝❝✉r❛t❛ ❡s❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ s♦tt♦ ♥♦r♠❛❧✐tà ❡ ✐♥ ✉♥ ❝♦♥t❡st♦ ❞✐ r❡❣r❡ss✐♦♥❡

❧✐♥❡❛r❡✱ ♠❡♥tr❡ q✉❡❧❧❛ ♣r❡s❡♥t❛t❛ ❞❛ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛❧ ♠♦♠❡♥t♦

s❡❝♦♥❞♦ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞✐ Pt ❡ ❞✐ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❣❡♥❡r❛t♦r❡ ❞❡✐ ❞❛t✐✳

✽✼



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

◗✉❡st❡ r❡str✐③✐♦♥✐✱ ✉♥✐t❡ ❛❞ ✉♥✬❛♥❛❧✐s✐ ❛❝❝✉r❛t❛ ❞❡✐ ❞❛t✐✱ ❤❛♥♥♦ ♣♦rt❛t♦ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝

❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮ ❛❧❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥❡ ❝❤❡ ✉♥❛ ❝♦rr❡③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♥♦♥ s✐❛ ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ♣❡r

q✉❡st❛ t✐♣♦❧♦❣✐❛ ❞✐ ❞❛t✐✳ ❙✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞✐ q✉❛♥t♦ ♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛✐ ♣r❡❝❡❞❡♥t✐ ❧❛✈♦r✐✱ ✐♥ q✉❡st❛

t❡s✐ ♥♦♥ ✈✐❡♥❡ ♣r❡s❡♥t❛t❛ ✉♥❛ ❝♦rr❡③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐✱ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝❛ ❝❤❡ ✈✐❡♥❡ ❧❛s❝✐❛t❛

♣❡r ✉❧t❡r✐♦r✐ r✐❝❡r❝❤❡ ❢✉t✉r❡✳

✷✳✹✳✶ ❱❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐

■♥ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ ✈❡♥❣♦♥♦ ❛♥❛❧✐③③❛t✐ ❞✐✈❡rs✐ ♠❡t♦❞✐ ♣❡r ❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ▲❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ❢✉♦r✐ ❞❛❧ ❝❛♠♣✐♦♥❡ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ r❛♣✲

♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ❛s♣❡tt♦ ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣❡r ❧❛ s❡❧❡③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❡ s✐ ❜❛s❛ s✉ ♠❡t♦❞✐ ❞✐r❡tt✐ ♦

✐♥❞✐r❡tt✐✳ ■ ♠❡t♦❞✐ ❞✐r❡tt✐ ♣r❡✈❡❞♦♥♦ ✉♥❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ st❛t✐st✐❝❛ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♣❡r ❞❡❝✐❞❡r❡

✉♥ ♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ tr❛ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥❝♦rr❡♥t✐✱ ♠❡♥tr❡ ✐ ♠❡t♦❞✐ ✐♥❞✐r❡tt✐ ♣r❡✈❡❞♦♥♦ ❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦✲

♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ✐♥ ✉♥✬♦tt✐❝❛ ❞✐ ♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳ ◗✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ s✐ ♦❝❝✉♣❛

♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ❞❡✐ ♠❡t♦❞✐ ❞✐r❡tt✐✱ ♥❡❧ t❡r③♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ s✐ ❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ✐ ♠❡t♦❞✐ ✐♥❞✐r❡tt✐✳

❯♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❝♦♠✉♥❡ ❝❤❡ ❝❛r❛tt❡r✐③③❛ ✐❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ tr❛ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà è ❧❛

♥❛t✉r❛ ❧❛t❡♥t❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡✱ q✉❡st♦ r❡♥❞❡ ❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❡ ✐❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❞❡❧❧❡

♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♣✐✉tt♦st♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐ ✭s✐ ✈❡❞❛ ❛♥❝❤❡ P❛tt♦♥ ✭✷✵✶✶✮✮ ❡ r✐s✉❧t❛ ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ❧✬✉s♦ ❞✐

✉♥❛ ♣r♦①②✳ ❚✐♣✐❝❛♠❡♥t❡✱ q✉❡st♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ✈✐❡♥❡ r✐s♦❧t♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ ✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡

❝♦rr❡tt♦ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ❝♦♠❡ ✐❧ q✉❛❞r❛t♦ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✳ ➮ ♥♦t♦✱ ♣❡rò✱ ❝❤❡ ✐❧ q✉❛❞r❛t♦

❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ s✐❛ ✉♥❛ ♣r♦①② ♥♦✐s② ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❧❛t❡♥t❡✳ P❡r q✉❡st♦✱ ❧✬❛tt❡♥③✐♦♥❡ s✐

è s♣♦st❛t❛ s✉❧❧✬✉s♦ ❞✐ ✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ❝♦rr❡tt♦ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✳

▲❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ è ✉♥♦ st✐♠❛t♦r❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ♣✐ù ❡✣❝✐❡♥t❡ r✐s♣❡tt♦ ❛❧

q✉❛❞r❛t♦ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✱ ✐♥❢❛tt✐ s✐ ❤❛ ❝❤❡ E[(r2t −σ2t )2 | It−1] = 2σ4t ✱ ♠❡♥tr❡ ♣❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛

r❡❛❧✐③③❛t❛ E[(RV m
t −σ2t )2 | It−1] = 2σ4/m✱ ❞♦✈❡ σ2t è ❧❛ ✈❡r❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ♥♦♥ ♦ss❡r✈❛❜✐❧❡ ❡m ✐❧

♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❡r✐♦❞✐ ✐♥tr❛❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐✳ ▲✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ ♠✐s✉r❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❝♦♠❡ ♣r♦①② ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛

❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ♥♦♥ ♦ss❡r✈❛t❛ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐ ✉t✐❧✐③③❛r❡ ✐ ♠❡t♦❞✐ ❞✐ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❡ ❞✐ ❝♦♥❢r♦♥t♦

❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♣r❡s❡♥t✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛✱ ❝♦♠❡ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❞✐ ▼✐♥❝❡r ❡ ❩❛r♥♦✇✐t③ ✭✶✾✻✾✮

❡ ✐❧ t❡st ❞✐ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ❧✬✉s♦ ❞✐ ✉♥❛ ♣r♦①②✱ s❡♣♣✉r❡ ❝♦rr❡tt❛✱

♥♦♥ s❡♠♣r❡ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛❧❧♦ st❡ss♦ r✐s✉❧t❛t♦ ♦tt❡♥✉t♦ ✐♥ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ♦ss❡r✈❛t❛✳

■♥❢❛tt✐✱ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✾✽✮ ❡ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❞✐♠♦str❛♥♦ ❝❤❡ ✐ t❡st ♣❡r❞♦♥♦

❞✐ ♣♦t❡♥③❛ ✐♥ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ♣r♦①②✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ ❍❛♥s❡♥ ❡ ▲✉♥❞❡ ✭✷✵✵✻✮ ❤❛♥♥♦ ❡✈✐❞❡♥③✐❛t♦

❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ❞✐st♦rs✐♦♥❡ ♥❡❧❧✬♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ ❞✐ ❞✉❡ ♦ ♣✐ù ♠♦❞❡❧❧✐✱ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐✱

q✉❛♥❞♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ ♣r♦①② ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ■♥ s❡❣✉✐t♦✱ P❛tt♦♥ ✭✷✵✶✶✮ ❤❛ ❝♦♥tr✐❜✉✐t♦ ❛

q✉❡st❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❞✐♠♦str❛♥❞♦ ❝❤❡ ❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛ ❝♦♠❡ ♣r♦①② ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà
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✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

♣r♦❞✉❝❡ t❡st ❡ ♦r❞✐♥❛♠❡♥t✐ ♠❡♥♦ ❞✐st♦rt✐ r✐s♣❡tt♦ ❛❞ ❛❧tr❡ ♣r♦①②✱ ❝♦♠❡ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦ ✐❧

q✉❛❞r❛t♦ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✳

◗✉❛♥❞♦ s✐ ❞✐s♣♦♥❡ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ❞✉❡ ♦ ♣✐ù ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥❝♦rr❡♥t✐✱ ❧❛ ✈❛❧✉t❛✲

③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà s✐ ❜❛s❛ s✉❧❧✬♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡t❡r♠✐♥❛t♦

❞❛❧❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛✳ ❉✐✈❡rs✐ ❧❛✈♦r✐ s✐ s♦♥♦ ♦❝❝✉♣❛t✐ ❞✐ ❞❡✜♥✐r❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ♥❡❝❡ss❛r✐❡

♣❡r ♦tt❡♥❡r❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t❡✳ P❛tt♦♥ ✭✷✵✶✶✮ ❤❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛t♦ ❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ♥❡✲

❝❡ss❛r✐❡ ❡ s✉✣❝✐❡♥t✐ s✉❧❧❛ ❢♦r♠❛ ❢✉♥③✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✳

▲❛✉r❡♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❡st❡♥❞♦♥♦ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❝❤❡ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡

❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❞❡✈❡ s♦❞❞✐s❢❛r❡ ♣❡r ❣❛r❛♥t✐r❡ ✐❧ ♠❡❞❡s✐♠♦ ♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ ♦tt❡♥✉t♦ ✐♥ ♣r❡s❡♥③❛ ❞❡❧✲

❧❛ ✈❡r❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✳ ▲❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ✐♥✢✉❡♥③❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐

t❡st ❞✐ s✉♣❡r✐♦r✐tà ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐✱ ❝♦♠❡ ✐❧ t❡st ❉✐❡❜♦❧❞ ❡ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮ ❡ ✐❧ ●✐❛❝♦♠✐♥✐ ❡

❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✻✮✱ ♣❡r q✉❡st♦ s✐ ❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ♥❡❧ ❞❡tt❛❣❧✐♦ ❧❡ ♣r♦♣r✐❡tà ❞❡❧❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ❢✉♥③✐♦♥✐

❞✐ ♣❡r❞✐t❛✳

❙✐❛ E[rt | It−1] = 0 ❡ s✐❛ E[r2t | It−1] = σ2t ❧❛ ✈❡r❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ♥♦♥ ♦ss❡r✈❛❜✐❧❡

❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ rt ❡ s✐❛ ht ✉♥❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡r✐✈❛♥t❡ ❞❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡✱ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡

❞✐ ♣❡r❞✐t❛ è ❞❛t❛ ❞❛ L(σ2t , ht)✳ ■♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ ❞✐✈❡♥t❛ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧✐✱ Σt = E[rtr
′
t | It−1]✱ ❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ è ❞❛t❛

❞❛ L(Σt, Ht)✳

▲✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❝♦♠✉♥❡ ♣r❡✈❡❞❡ ✐❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❞❡❧❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❛ ♣❡r❞✐t❛ ❛tt❡s❛

✉t✐❧✐③③❛♥❞♦ ❧❛ ✈❡r❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❧❛t❡♥t❡✳ P♦✐❝❤é ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥♦♥ è ♦ss❡r✈❛❜✐❧❡✱ s✐ ✉s❛ ✉♥❛

♣r♦①② ❞❡❧❧❛ st❡ss❛✱ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ σ̂2t ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦ ❡ Σ̂t ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ❞✐

❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❞✐✈❡♥t❛♥♦ L(σ̂2t , ht) ❡ L(Σ̂t, Ht)✳ P❛tt♦♥ ✭✷✵✶✶✮ s✐ ♦❝❝✉♣❛

❞✐ ❞❡✜♥✐r❡ ❧❡ ♣r♦♣r✐❡tà ❝❤❡ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❞❡✈❡ ❛✈❡r❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ♣r♦①②

❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ P❛tt♦♥ ✭✷✵✶✶✮ ❞❡✜♥✐s❝❡ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ✧r♦❜✉st❛✧

s❡✱ ✉t✐❧✐③③❛♥❞♦ ✉♥❛ ♣r♦①② ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ s✐ ♦tt✐❡♥❡ ❧♦ st❡ss♦ ♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ tr❛ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐

❝♦♥❝♦rr❡♥t✐ ♦tt❡♥✉t♦ ✐♥ ♣r❡s❡♥③❛ ❞❡❧❧❛ ✈❡r❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✳ P❡r ❝✉✐✱ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐

❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❛tt❡s❛✱ E[L(σ2t , ht)]✱ ❞❛t✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥❝♦rr❡♥t✐✱ k ❡ j✱ s✐ ❤❛

E[L(σ2t , hk,t)] ≤ E[L(σ2t , hj,t)] ⇔ E[L(σ̂2t , hk,t)] ≤ E[L(σ̂2t , hj,t)]. ✭✷✳✹✳✷✮

▲❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ✭✷✳✹✳✷✮ è ❣❛r❛♥t✐t❛ s❡

∂2L(σ2t , ht)

(∂σ2t )
2

✭✷✳✹✳✸✮

❡s✐st❡ ❡ ♥♦♥ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛ ht ✭❝❢r✳ ▲❛✉r❡♥t ❡ ❱✐♦❧❛♥t❡ ✭✷✵✶✷✮✮✳

✽✾



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

P❛tt♦♥ ✭✷✵✶✶✮ ❞❡✜♥✐s❝❡✱ ♣♦✐✱ ✉♥❛ ❝❧❛ss❡ ❞✐ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛✱ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✱

♦♠♦❣❡♥❡❡✶✽ ❡ r♦❜✉st❡ ❛❧❧✬✉s♦ ❞✐ ✉♥❛ ♣r♦①②✳ ❙❡ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥ ❣r❛❞♦ ❞✐ ♦♠♦❣❡♥❡✐tà ♣❛r✐ ❛

b+ 2✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡❧❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ è ❞❛t❛ ❞❛

L(σ̂2t , ht; b) =





1
(b+1)(b+2)(σ̂

2b+4
t − hb+2

t )− 1
b+1h

b+1
t (σ̂2t − ht), b 6= −1,−2

ht − σ̂2t + σ̂2t log
σ̂2
t

ht
, b = −1

σ̂2
t

ht
− log

σ̂2
t

ht
− 1, b = −2

✭✷✳✹✳✹✮

P❡r b = 0 s✐ ♦tt✐❡♥❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ▼❙❊ ✭♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r✮✱ L(σ̂2t , ht) = (σ̂2t−ht)2✱
♠❡♥tr❡ ♣❡r b = 2 s✐ ♦tt✐❡♥❡ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❞❡❧ t✐♣♦ ◗▲■❑❊ ✭q✉❛s✐✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✮✱

L(σ̂2t , ht) = log h +
σ̂2
t

ht
✳ P❛tt♦♥ ❡ ❙❤❡♣♣❛r❞ ✭✷✵✵✾✮ ❤❛♥♥♦ ❞✐♠♦str❛t♦ ❝❤❡ ✐❧ t❡st ❉✐❡❜♦❧❞✲

▼❛r✐❛♥♦ ❡ ❲❡st ✭❉▼❲✮ è ♣✐ù ♣♦t❡♥t❡ q✉❛♥❞♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❞❡❧ t✐♣♦

◗▲■❑❊ r✐s♣❡tt♦ ❛❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ▼❙❊✱ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✳

◆❡❧ ❝❛s♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ♣❡r ✉♥ ♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ r♦❜✉st♦ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✲

✈✐s✐♦♥✐ ✐♥ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ♣r♦①② è ❞❛t❛ ❞❛

E[L(Σt, Hk,t)] ≤ E[L(Σt, Hj,t)] ⇔ E[L(Σ̂t, Hk,t)] ≤ E[L(Σ̂t, Hj,t)], ✭✷✳✹✳✺✮

❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ s✉✣❝✐❡♥t❡ ♣❡r ❛ss✐❝✉r❛r❡ ❧❛ ✭✷✳✹✳✺✮ ❞✐✈❡♥t❛

∂2L(Σt, Ht)

∂σk,t∂σj,t
, ∀k, j = 1, . . . , N(N + 1)/2 ✭✷✳✹✳✻✮

❞♦✈❡ σk,t è ✐❧ k✲❡s✐♠♦ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❞✐ σt = vech(Σt)✳ ❯♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ L è r♦❜✉st❛ s❡ ❡

s♦❧♦ s❡ ❛ss✉♠❡ ❧❛ ❢♦r♠❛ s❡❣✉❡♥t❡✿

L(Σ̂t, Ht) = C̃(Ht) + C̃(Σt) + C ′(Ht)vech(Σ̂t −Ht), ✭✷✳✹✳✼✮

❞♦✈❡

C(Ht) =




∂C̃(Ht)
∂h1,t

✳✳✳
∂C̃(Ht)
∂hK,t


 , C ′(Ht) =




∂C̃(Ht)
∂h1,t∂h1,t

· · · ∂C̃(Ht)
∂h1,t∂hK,t

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
∂C̃(Ht)

∂hK,t∂h1,t
· · · ∂C̃(Ht)

∂hK,t∂hK,t




❞♦✈❡ C(·) ❡ C ′(·) s♦♥♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ✐❧ ❣r❛❞✐❡♥t❡ ❡ ❧✬❤❡ss✐❛♥❛ ❞✐ C̃(·) r✐s♣❡tt♦ ❛❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐

❞✐ Ht✳

▲❛ ✭✷✳✹✳✼✮ ✈✐❡♥❡ r✐❞❡✜♥✐t❛ ❞❛ ▲❛✉r❡♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡✱

♣❡r ❝✉✐ ❞✐✈❡♥t❛

L(Σ̂t, Ht) = L(Σ̂t −Ht) = vech(Σ̂t −Ht)
′Λ̂vech(Σ̂t −Ht) ✭✷✳✹✳✽✮

✶✽❯♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛✱ ▲✱ è ♦♠♦❣❡♥❡❛ ❞✐ ♦r❞✐♥❡ k s❡ L(aσ̂2
t , aht) = akL(σ̂2

t , ht)✱ ∀a > 0✳

✾✵



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❞♦✈❡ Λ̂ è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ❞✐ ♣❡s✐ ❛ss♦❝✐❛t✐ ❛❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❣❧✐

❡rr♦r✐ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡✳ ▲❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ♥❡❧❧❛ ✭✷✳✹✳✽✮ ❝♦♠♣r❡♥❞❡ ❞✐✈❡rs❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐

♣❡r❞✐t❛ s✐❛ ♥❡❧❧♦ s♣❛③✐♦ ✈❡tt♦r✐❛❧❡✱ ❝♦♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛ ❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛ ♣❡s❛t❛✱

❝❤❡ ♥❡❧❧♦ s♣❛③✐♦ ♠❛tr✐❝✐❛❧❡✱ ❝♦♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❞✐ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❞✐ ❙t❡✐♥✳ ■♥ q✉❡st❛

s❡③✐♦♥❡ ✈❡♥❣♦♥♦ ❛♥❛❧✐③③❛t✐ ❞✐✈❡rs✐ t❡st ♣❡r ❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❝❤❡ ✉t✐❧✐③③❛♥♦ ❧❡

❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❛♣♣❡♥❛ ♣r❡s❡♥t❛t❡✳

P❡r ✈❛❧✉t❛r❡ ❧✬❛❝❝✉r❛t❡③③❛ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ✈❡♥❣♦♥♦ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ♠♦❧t❡♣❧✐❝✐

♠✐s✉r❡ ❡ ❞✐✈❡rs✐ t❡st✱ s✐❛ ♥❡❧❧✬✉♥✐✈❛r✐❛t♦ ❝❤❡ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✳

❯♥ ♠❡t♦❞♦ ❞✐✛✉s♦ ♣❡r ✈❛❧✉t❛r❡ ❧❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà è ❧❛ r❡✲

❣r❡ss✐♦♥❡ ▼✐♥❝❡r✲❩❛r♥♦✇✐t③ ✭▼❩✮✱ s✐ ✈❡❞❛ ▼✐♥❝❡r ❡ ❩❛r♥♦✇✐t③ ✭✶✾✻✾✮✳ ◗✉❡st♦ ❛♣♣r♦❝❝✐♦

♣r❡✈❡❞❡ ❧❛ st✐♠❛ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞✐ ✉♥❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡✱ ❞❡❧ t✐♣♦

σ2t = α+ βht + εt ✭✷✳✹✳✾✮

❞♦✈❡ σ2t è ❧❛ ✈❡r❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✱ α è ✉♥❛ ❝♦st❛♥t❡ ❡ β ✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡ ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛❧❧❛

♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❛❧ t❡♠♣♦ t✳ ❯♥❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ è ♦tt✐♠❛❧❡ s❡ σ2t = ht✱ ❞✐ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❞✐

♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ♦tt✐♠❛❧❡ s✐ tr❛❞✉❝❡ ✐♥ H0 : α = 0 ∪ β = 1✳ P♦✐❝❤é ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà è ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

❧❛t❡♥t❡✱ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ ♣r♦①② ❡ ❧❛ ✭✷✳✹✳✾✮ ❞✐✈❡♥t❛

σ̂2t = α+ βht + εt ✭✷✳✹✳✶✵✮

▲❛ ✭✷✳✹✳✶✵✮ ❢♦r♥✐s❝❡ ✐♥❞✐❝❛③✐♦♥✐ s✉❧❧❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐❧ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥✲

t♦ s✉✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❡ ❛ttr❛✈❡rs♦ ❧✬❘2 ❝❤❡ ❞✐✈❡♥t❛ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r❡ ❞✐ q✉❛♥t♦ ❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ s✐❛

❝♦rr❡❧❛t❛ ❝♦♥ ❧❛ ♣r♦①② ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳

▲✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ▼✐♥❝❡r✲❩❛r♥♦✇✐t③ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❡st❡s♦ ❛♥❝❤❡ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛✲

t♦✳ ❯♥ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ s❡♠♣❧✐❝✐st✐❝♦ ♣r❡✈❡❞❡ ❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ✭✷✳✹✳✶✵✮ ♣❡r ♦❣♥✐ s✐♥❣♦❧♦

❡❧❡♠❡♥t♦ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✱ ♣❡r ❝✉✐

σ̂ij,t = αij + βijhij,t + εij,t ✭✷✳✹✳✶✶✮

❞♦✈❡ σ̂ij è ❧✬❡❧❡♠❡♥t♦ ij ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ Σ̂✱ ♣❡r i = 1, . . . , N(N +

1)/2 ❡ j = 1, . . . , N(N + 1)/2✳ ◗✉❡st♦ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❞✐✈❡♥t❛ ❞✐ ❞✐✣❝✐❧❡ tr❛tt❛③✐♦♥❡ q✉❛♥❞♦

✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ è r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧t♦✳ ❯♥✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ è ✉♥ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥t♦ s✉❧ ♠♦❞❡❧❧♦

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✿

vech(Σ̂t) = α+ diag(β)vech(Ht) + εt ✭✷✳✹✳✶✷✮

❞♦✈❡ α ❡ β s♦♥♦ ✈❡tt♦r✐ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ N(N + 1)/2× 1✱ vech(·) è ❧✬♦♣❡r❛t♦r❡

❝❤❡ r✐♣♦rt❛ ✐♥ ✉♥ ✉♥✐❝♦ ✈❡tt♦r❡ ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣♦❧❛r❡ ❜❛ss❛ ❞✐ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡

✾✶



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

q✉❛❞r❛t❛ ❡ diag(·) è ❧✬♦♣❡r❛t♦r❡ ❝❤❡ tr❛s❢♦r♠❛ ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ k×1 ✐♥ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡

k×k ❝♦♥ ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞❡❧ ✈❡tt♦r❡ ❧✉♥❣♦ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ■❧ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥t♦ ❞✐ α = 0 ❡ β = 1 ✈✐❡♥❡

❝♦♥❞♦tt♦ s✉❧❧❛ ✭✷✳✹✳✶✷✮✳ P❛tt♦♥ ❡ ❙❤❡♣♣❛r❞ ✭✷✵✵✾✮ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥♦ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❞✐ r✐s✉❧t❛t✐

❞✐st♦rt✐ ❞❡❧ t❡st ✐♥ ❝❛♠♣✐♦♥✐ ✜♥✐t✐✱ ♣❡r q✉❡st♦ s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ❧✬✐♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥ ✈✐♥❝♦❧♦ s✉✐

♣❛r❛♠❡tr✐✱ t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐ α = αi ❡ β = βi✱ ∀i = 1, . . . , N(N + 1)/2✳

❆❧❝✉♥❡ ❞❡❧❧❡ ♠✐s✉r❡ ♣✐ù ✉t✐❧✐③③❛t❡ s♦♥♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐ ♥❡❧ ❝❛s♦ ✐♥ ❝✉✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐✛❡r❡♥t✐

❤❛♥♥♦ ❝♦♠❡ ♦❣❣❡tt♦ ✐❧ ♠❡❞❡s✐♠♦ ❞❛t❛s❡t ❡ ♥❡❝❡ss✐t❛♥♦ ❞❡❧ s♦❧♦ ❡rr♦r❡ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ♣❡r

❡ss❡r❡ ❝❛❧❝♦❧❛t❡✳ ❙✐ tr❛tt❛✱ ❞✉♥q✉❡✱ ❞✐ ♠✐s✉r❡ ❝❤❡ ❢❛♥♥♦ ✉s♦ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❡ ❞❡❧❧❡

s✉❡ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥✐✱ ❝♦♠❡ ❧✬❡rr♦r❡ q✉❛❞r❛t✐❝♦ ♠❡❞✐♦ ✭▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r✱ ▼❙❊✮✱ ❧❛ r❛❞✐❝❡

q✉❛❞r❛t❛ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ q✉❛❞r❛t✐❝♦ ♠❡❞✐♦ ✭❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r✱ ❘▼❙❊✮ ❡ ❧✬❡rr♦r❡ ♠❡❞✐♦

❛ss♦❧✉t♦ ✭▼❡❛♥ ❆❜s♦❧✉t❡ ❊rr♦r✱ ▼❆❊✮✳ ■ ♣r✐♠✐ ❞✉❡ s♦♥♦ ✐ ♣✐ù ❞✐✛✉s✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ♣❡r ❧❛ ❧♦r♦

✐♠♣♦rt❛♥③❛ t❡♦r✐❝❛ ♥❡❧❧✬❛♠❜✐t♦ st❛t✐st✐❝♦✱ ♥♦♥♦st❛♥t❡ q✉❡st♦ ❛❧❝✉♥✐ ❛✉t♦r✐ s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ❝❤❡

s✐❛ ♣✐ù ❛❞❡❣✉❛t♦ ✉t✐❧✐③③❛r❡ ✐❧ ▼❆❊✱ ✐❧ q✉❛❧❡ r✐s✉❧t❛ ♠❡♥♦ s❡♥s✐❜✐❧❡ ❛ ✈❛❧♦r✐ ❡str❡♠✐ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡

❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡✳

▲✬❡rr♦r❡ ♠❡❞✐♦ ❛ss♦❧✉t♦ ✭▼❆❊✮ ♠✐s✉r❛ ❧✬❛❝❝✉r❛t❡③③❛ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ♠❡❞✐❛

❞❡❧❧❛ ❣r❛♥❞❡③③❛ ❞❡❣❧✐ ❡rr♦r✐ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡✱ ❞❛t❛ ❞❛❧ ✈❛❧♦r❡ ❛ss♦❧✉t♦ ❞✐ ♦❣♥✐ ❡rr♦r❡✳ ■❧ ▼❆❊

è ❝❛❧❝♦❧❛t♦ ❝♦♠❡

MAE =
1

n

n∑

i=1

| ei |

❞♦✈❡ ei è ❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡✱ ♣❡r i ∈ ñ✳ ▲❡ ♠✐s✉r❡ ▼❙❊ ❡ ❘▼❙❊ s♦♥♦ ✉t✐❧✐ ♣❡r ♣r❡✈✐s✐♦♥✐

❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ s✉❧❧❛ st❡ss❛ s❡r✐❡✳ P♦✐❝❤é ❞✐♣❡♥❞♦♥♦ str❡tt❛♠❡♥t❡ ❞❛❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡✱ ♥❡

s❡❣✉❡ ❝❤❡ ♣✐ù ♣✐❝❝♦❧❛ è ❧❛ ♠✐s✉r❛ ❡ ♠✐❣❧✐♦r❡ r✐s✉❧t❛ ❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡✳ ◆❡❧❧✬✉♥✐✈❛r✐❛t♦ s❡❣✉♦♥♦

❧❡ s❡❣✉❡♥t✐ ❢♦r♠✉❧❡✿

MSE =
1

n

n∑

i=1

e2i

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑

i=1

e2i

❞♦✈❡ n è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❡rr♦r✐ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡✳ ◆❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✐❧ ❘▼❙❊ ❜❛s❛t♦ s✉❧❧❛

♥♦r♠❛ ❞✐ ❋r♦❜❡♥✐✉s✶✾ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n× ñ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❝❛❧❝♦❧❛t♦ ❝♦♠❡

RMSE =
‖e‖2√

(n · ñ)− 1
.

✶✾▲❛ ♥♦r♠❛ ❞✐ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❞✐ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ è ✉♥❛ ♥♦r♠❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛✱ ❝♦str✉✐t❛ s✉❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✱ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡

m × n✱ ♣❛r✐ ❛❧❧❛ r❛❞✐❝❡ ❞❡❧❧❛ s♦♠♠❛ ❞❡✐ q✉❛❞r❛t✐ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡ ‖A‖2 =
√

∑m

i=1

∑n

j=1 | aij |2

✾✷



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❆♥❝❤❡ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ è ♣r❡❢❡r✐❜✐❧❡✱ ♥❡❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ tr❛ ❣❧✐ ❘▼❙❊ ❞✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐✱ ✐❧

♠♦❞❡❧❧♦ ❝♦♥ ✉♥ ❘▼❙❊ ♠✐♥♦r❡✳

P❡r ✐❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ tr❛ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥❝♦rr❡♥t✐ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ❞✉❡ t❡st ❜❛s❛t✐ s✉❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦

tr❛ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❡ q✉❡❧❧♦ ❝♦♥❝♦rr❡♥t❡✱ ♦✈✈❡r♦ ✐❧ t❡st

❉✐❡❜♦❧❞✲▼❛r✐❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮✱ ❉▼✱ ❡ ✐❧ ●✐❛❝♦♠✐♥✐✲❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✻✮✱ ●❲✳ ■ ❞✉❡ t❡st ❝♦♥❞✐✈✐❞♦♥♦

❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ❛ss❡♥③❛ ❞✐ ❞✐✛❡r❡♥③❛ ♥❡❧❧✬❛❝❝✉r❛t❡③③❛ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐✱ ♠❡♥tr❡ ❧✬✐♣♦t❡s✐

❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ♣r❡✈❡❞❡ ❝❤❡ ✉♥♦ ❞❡✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣r♦❞✉❝❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♠✐❣❧✐♦r✐ ❞❡❧❧✬❛❧tr♦✳ ■❧ t❡st

❞✐ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮ è ❝♦♥s✐❞❡r❛t♦ ✐❧ ♣r✐♠♦ t❡♥t❛t✐✈♦ ❞✐ ❢♦r♠❛❧✐③③❛r❡ ✐❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦

❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈✐✱ ✉♥✐t❛♠❡♥t❡ ❛❧ t❡st ❞✐ ❲❡st ✭✶✾✾✻✮✳ ■❧ t❡st ❉▼ s✐

❜❛s❛ s✉ ❛ss✉♥③✐♦♥✐ ❢❛tt❡ ❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡ s✉❧❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ ❞❡❧❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❞❡❧❧✬❡rr♦r❡

❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡✳

❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ r♦❜✉st❛✱ ❝♦♠❡ q✉❡❧❧❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✐♥ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡✱ ✐❧

t❡st ❉▼ s✐ ❜❛s❛ s✉❧ ❞✐✛❡r❡♥③✐❛❧❡ ❞❡❧❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ k ❡ j✱ ♣❡r ❝✉✐

dt = L(σ̂2t , hk,t)− L(σ̂2t , hj,t), ✭✷✳✹✳✶✸✮

♥❡❧ ❝❛s♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦ ❡

dt = L(Σ̂t, Hk,t)− L(Σ̂t, Hj,t), ✭✷✳✹✳✶✹✮

♥❡❧ ❝❛s♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ❞♦✈❡ L(Σ̂t, Hk,t) è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❝♦♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛

tr❛ ✈❡tt♦r✐ ❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❞✐ ❋r♦❜❡♥✐✉s tr❛ ♠❛tr✐❝✐✳

▲✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞❡❧ t❡st è ✉♥✬✉❣✉❛❧❡ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐✱ ♣❡r ❝✉✐ H0 :

E[dt] = 0✳ ■❧ t❡st ❛ss✉♠❡ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ❢♦r♠❛

DM =
√
T

d√
w

d−→ N(0, 1) ✭✷✳✹✳✶✺✮

❞♦✈❡

d =
1

T

T∑

t=1

dt

❡

w = lim
t→∞

V AR(
√
Td)

è ❧❛ s✉❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❛s✐♥t♦t✐❝❛✱ ❣❡♥❡r❛❧♠❡♥t❡ st✐♠❛t❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝❛♠♣✐♦♥❛r✐❛✳

◆❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❧❛✈♦r♦✱ s✐ ✉t✐❧✐③③❛✱ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✱ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ▼❙❊✱ ♣❡r

❝✉✐ L(σ̂2t , ht) = (σ̂2t − ht)
2✱ ♠❡♥tr❡ ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛♥♦ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❞✐ ❋r♦❜❡♥✐✉s

tr❛ ♠❛tr✐❝✐✱ ♣❡r ❝✉✐ LF (Σ̂t, Ht) =
∑

ij(σ̂ij,t − hij,t)
2✱ ❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛ tr❛ ✈❡tt♦r✐✱ ♣❡r

❧❛ q✉❛❧❡ L(σ̂t, ht) =
∑N(N+1)/2

k=1 (σ̂k,t − hk,t)
2✳

✾✸



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

■♥ s❡❣✉✐t♦ ❛❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮ s✐ s♦♥♦ s✈✐❧✉♣♣❛t✐ ❞✐✈❡rs✐ t❡st ♣❡r ❧❛

✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ r✐s♣❡tt♦ ❛❞ ✉♥♦ ❝♦♥❝♦rr❡♥t❡✱ ✐♥ ✉♥

❧❛✈♦r♦ r❡❝❡♥t❡ ●✐❛❝♦♠✐♥✐ ❡ ❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✻✮ ❤❛♥♥♦ ♣r♦♣♦st♦ ❞✐ ♠✐s✉r❛r❡ ❧❛ s✉♣❡r✐♦r❡ ❝❛♣❛❝✐tà

♣r❡✈✐s✐✈❛ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ r✐s♣❡tt♦ ❛❞ ✉♥ ❛❧tr♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ♣❡r❞✐t❛ ❛tt❡s❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❛❧

s❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈♦ ❛❧ t❡♠♣♦ t✱ It✱ ♣✐✉tt♦st♦ ❝❤❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ♣❡r❞✐t❛ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ✭❝♦♠❡

✐♥ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮ ❡ ✐♥ ❲❡st ✭✶✾✾✻✮✮✳ ■❧ t❡st ●✐❛❝♦♠✐♥✐✲❲❤✐t❡ è ✐❧ ❝❛♥❞✐❞❛t♦

✐❞❡❛❧❡ ♣❡r ✈❛❧✉t❛r❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥♦ s❝❤❡♠❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ ♠❡♥tr❡ ♥♦♥ ❝♦♥s❡♥t❡

❧✬✉s♦ ❞✐ ✉♥♦ s❝❤❡♠❛ r✐❝♦rs✐✈♦✳ P✐ù s♣❡❝✐✜❝❛t❛♠❡♥t❡✱ ❡ss✐ ♠♦str❛♥♦ ❝❤❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ✐♥ ❝✉✐ ❧❡

♣r❡✈✐s✐♦♥✐ s✐❛♥♦ ❝♦str✉✐t❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥♦ s❝❤❡♠❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦♥ ✉♥❛ ✜♥❡str❛ ✜ss❛ d✱

❝♦♠❡ ♥❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❧❛✈♦r♦✱ ❛❧❧♦r❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ è ❞❛t❛ ❞❛

H0 : E
[
(Yt+1 − ft(β̂1t))

2 − (Yt+1 − gt(β̂2t))
2 | It

]
= 0 ✭✷✳✹✳✶✻✮

❞♦✈❡ ft(β̂1t) ❡ gt(β̂2t) s♦♥♦ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ♣❡r ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ Yt+1✱ ❞❛t❛ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ q✉❛❞r❛t✐❝❛✳

■❧ ❢❛tt♦ ❝❤❡ ✐❧ t❡st s✐ ❜❛s✐ ♣r✐❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ s✉❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥♦ s❝❤❡♠❛ r♦❧❧✐♥❣

✇✐♥❞♦✇✱ ❝♦♥s❡♥t❡ ❞✐ ❡❧✐♠✐♥❛r❡ ❛❧❝✉♥❡ ❛ss✉♥③✐♦♥✐ ♥❡❝❡ss❛r✐❡ ✐♥ ❛❧tr✐ t❡st ❝♦♠❡ ✐❧ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡

▼❛r✐❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮ ❡ ❲❡st ✭✶✾✾✻✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❞✐ st❛③✐♦♥❛r✐❡tà ❞❡❧❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐

♥♦♥ r✐s✉❧t❛ ♣✐ù ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ❡ ✐❧ t❡st ❞✐✈❡♥t❛ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧❡ ❛❞ ✉♥❛ ❝❧❛ss❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣✐ù ❛♠♣✐❛✱

✐♥❝❧✉s✐ t✉tt✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐ ❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐✱ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝✐ ♦ ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✐✱ ♥❡st❡❞ ❡

♥♦♥ ♥❡st❡❞✳

P❡r ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ t✐♣♦ ♥❡st❡❞✱ ❈❧❛r❦ ❡ ❲❡st ✭✷✵✵✼✮ s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ✉❣✉❛❧❡

❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ tr❛ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐✳ ■❧ t❡st s✐ ❜❛s❛ s✉❧❧✬✉s♦ ❞❡❧ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r

✭▼❙P❊✮✱ ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡ MSPEi =
∑T

t (σ̂
2
t − hi,t)

2✱ ❞♦✈❡ i = 1, 2✳ ❙❡ s✐ ❞❡✜♥✐s❝❡ f̂t =

MSPE1 −MSPE2 + T−1
∑T

t (h1,t − h2,t)
2) ❡ ❧❛ s✉❛ ♠❡❞✐❛ f̄ = T−1

∑T
t f̂t✱ ❛❧❧♦r❛ ✐❧ t❡st

❛❣❣✐✉st❛t♦ ♣❡r ✐❧ q✉❛❞r❛t♦ ❞❡❧❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ è ❝❛❧❝♦❧❛t♦ ❝♦♠❡

CW =
√
T f̄/

√
σ2
f̂t

✭✷✳✹✳✶✼✮

❞♦✈❡ σ2
f̂t

= T−1
∑T

t (f̂t−f̄)2✳ ▲✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞❡❧ t❡st èMSPE1 =MSPE2✱ ♠❡♥tr❡ ❧✬✐♣♦t❡s✐

❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ è MSPE2 < MSPE1✱ ❞✉♥q✉❡ ✐❧ ❈❲ s✐ ♣r❡s❡♥t❛ ❝♦♠❡ ✉♥ t❡st ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❡✷✵✳

❯♥✬✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧✐♠✐t❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ t❡st à ❧❛ ❉✐❡❜♦❧❞✲▼❛r✐❛♥♦ è ❝❤❡ ❡ss✐ r❡♥❞♦♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧❡

✉♥ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ✉♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❜✐✈❛r✐❛t♦✱ ♥♦♥ è ❞✉♥q✉❡ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛r❡ ♣✐ù ❞✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐

❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡❛♠❡♥t❡✳ ▲❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❞✐✈❡rs✐ ❛♣♣r♦❝❝✐ ❝❤❡ ❝❡r❝❛♥♦ ❞✐ r✐s♦❧✈❡r❡
✷✵■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ♥♦♥ ✈❡♥❣♦♥♦ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧ t❡st ❈❲✱ ♠❛ s♦♥♦ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐ s✉ r✐❝❤✐❡st❛ ❛

❛✳❜✉❝❝✐❅✉♥✐✈♣♠✳✐t

✾✹



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

q✉❡st♦ ♣r♦❜❧❡♠❛✱ ❝♦♠❡ ✐❧ t❡st ❞✐ ❛❜✐❧✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ s✉♣❡r✐♦r❡ ❞✐ ❍❛♥s❡♥ ✭✷✵✵✺✮ ❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡t ✭▼❈❙✮ ❞✐ ❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❜✮✳ ▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ▼❈❙ ❞❡✜♥✐s❝❡✱ ♣❡r ✉♥ ❞❛t♦

❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛✱ ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❧❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡✳

■♥ q✉❡st♦ ♠♦❞♦ ✈❡♥❣♦♥♦ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐ t✉tt✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡❛♠❡♥t❡✱ ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦ ❧❡

s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ ❝♦♥ ❧❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❝❤❡ ❢❛♥♥♦ ♣❛rt❡ ❞❡❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥✐③✐❛❧♠❡♥t❡

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐✳ ▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❞✐ ❍❛♥s❡♥ ❝♦♥s✐st❡ ✐♥ ✉♥❛ s❡q✉❡♥③❛ ❞✐ t❡st ❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐

❝♦str✉✐r❡ ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✧s✉♣❡r✐♦r✐✧✱ ❙❙▼ ✭s✉♣❡r✐♦r s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s✮✱ ❞♦✈❡ ❧✬✐♣♦t❡s✐

♥✉❧❧❛ ❞✐ ✉❣✉❛❧❡ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ♥♦♥ è r✐✜✉t❛t❛ ❛❞ ✉♥ ❝❡rt♦ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛✳ ▲❛

♣r♦❝❡❞✉r❛ ♣❛rt❡ ❞❛ ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ ✐♥✐③✐❛❧❡ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ M̂0 ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ m ❝❤❡ ❝♦♠♣r❡♥❞❡

t✉tt❡ ❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ ❡ r❡st✐t✉✐s❝❡✱ ♣❡r ✉♥ ❞❛t♦ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛ 1 − α✱

✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ r✐str❡tt♦✱ ❛♣♣✉♥t♦ ❧✬❙❙▼✱ M̂∗
1−α ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ m∗ ≤ m✳ ■❧ ▼❈❙ ♣r♦❝❡❞❡ ✐♥

♠❛♥✐❡r❛ s❡q✉❡♥③✐❛❧❡✱ ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦ ❛❞ ♦❣♥✐ ♣❛ss♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡❣❣✐♦r❡✱ ✜♥♦ ❛ q✉❛♥❞♦ ♥♦♥

✈✐❡♥❡ ❛❝❝❡tt❛t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ✉❣✉❛❧❡ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ♣❡r t✉tt✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❛♣♣❡rt❡♥❡♥t✐

❛❧ ❙❙▼✳

▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ▼❈❙ ❞✐♣❡♥❞❡ ❢♦rt❡♠❡♥t❡ ❞❛❧❧✬♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ ✐♠♣♦st♦ ❞❛❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐

♣❡r❞✐t❛✳ ■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛♥♦ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ▼❙❊ ♣❡r ❧❡ s✐♥❣♦❧❡ s❡r✐❡ ❡

❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❞✐ ❋r♦❜❡♥✐✉s ✉♥✐t❛♠❡♥t❡ ❛❧❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛ ♣❡r ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧❧❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡✳

✷✳✹✳✷ ❘✐s✉❧t❛t✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐

■♥ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ ✈❡♥❣♦♥♦ ❛♥❛❧✐③③❛t✐ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐ ♠❡t♦❞✐ ❞✐ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐

✐♥tr♦❞♦tt✐ ♥❡❧❧❛ s❡③✐♦♥❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✳

■♥ ♣r✐♠♦ ❧✉♦❣♦✱ ♥❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✽✱ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t✐ ✐ ❘▼❙❊ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ♣❡r

♦❣♥✐ s✐♥❣♦❧❛ ❡q✉❛③✐♦♥❡✳ ■ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥ ✐❧ ♠✐♥♦r ❘▼❙❊ s♦♥♦✱ ♣❡r ❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡✱

q✉❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐✱ s❡❣✉✐t✐ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡ ❝❤❡ ✉t✐❧✐③③❛ ❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡ ❝♦♠❡ r❡❣r❡ss♦r✐✳

❉❛❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✾ ❞❡✐ ❘▼❙❊ ♥❡❧ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦✱ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✱ s✐ ♥♦t❛ ❝❤❡

✐❧ ♠✐♥♦r❡ ❘▼❙❊ è s♣❡ss♦ ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨

❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❇❊❑❑ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ❘▼❙❊ ♣❡r ❧❡ s✐♥❣♦❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❝✐s❛♠❡♥t❡ s✉♣❡r✐♦r✐ ❛❣❧✐ ❛❧tr✐

♠♦❞❡❧❧✐✳

◆❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✵ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t✐ ✐ ❘▼❙❊ ❜❛s❛t✐ s✉❧❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❞✐ ❋r♦❜❡♥✐✉s ✭❞❡✜♥✐t❛

♥❡❧❧❛ s❡③✐♦♥❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✮ ♣❡r ✐ ✈❛r✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞❛❧❧❛ ✈❡r❛ ✈❛r✐❛♥③❛ r❡❛❧✐③③❛t❛✱ ♥❡✐ ❞✉❡ ❞✐st✐♥t✐

❞❛t❛s❡t✳ ❈♦♠❡ s✐ ♣✉ò ♥♦t❛r❡✱ ♣❡r ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❧✬❘▼❙❊ è ♠✐♥✐♠♦ ♣❡r ✐ ❞✉❡

♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ♠❡♥tr❡ ❧❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❝♦♥ ❡ s❡♥③❛ ❡s♦❣❡♥❡ ♥♦♥ s✐

✾✺



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✽✿ ❘▼❙❊ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ✉t✐❧✐③③❛ ❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❝♦♥ ❧✬✉s♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧✲❱❆❘ ♥♦♥ ♣r❡✈❡❞❡

❧✬✉s♦ ❞✐ ❡s♦❣❡♥❡✳ ◆▲❈❤❊①♦ ❡ ◆▲❈❤ r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘❊①♦ ♥♦♥ r✐❝♦rr❡

❛❧❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ✉t✐❧✐③③❛ ❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧ ❱❆❘ ♥♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞❡

❧✬✉s♦ ❞✐ ❡s♦❣❡♥❡✳ ■♥✜♥❡ ✐❧ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❝♦♠♣r❡♥❞❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛ q✉❡❧❧♦ ❞✐ ❇❛✉❡r ❡ ❱♦r❦✐♥❦ ✭✷✵✶✶✮

❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧ ❧♦❣❱❆❘ è ♣r✐✈♦ ❞✐ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐✱ ✐❧ ❉❈❈ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❉❈❈✱

✐❧ ❇❊❑❑ q✉❡❧❧❡ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♦♠♦♥✐♠♦ ❡ ❧✬❍❊❆❱❨ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞❛ ◆♦✉r❡❧❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✐♥ ❛♠❜✐t♦
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✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❞✐s❝♦st❛ ♠♦❧t♦ ❞❛❧ r✐s✉❧t❛t♦ ❞❡✐ ♣r❡❝❡❞❡♥t✐ ♠♦❞❡❧❧✐✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❞♦ ♠❡❣❧✐♦ ❞✐ t✉tt❡ ❧❡ ❛❧tr❡

s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐✳

P❡r ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ✐❧ ♠✐♥♦r❡ ❘▼❙❊ è ❞❛t♦ ❞❛❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❱❆❘✳

■ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ▼✐♥❝❡r✲❩❛r♥♦✇✐t③✱ r✐♣♦rt❛t✐ ♥❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✶✱ ♥♦♥ ❢♦r♥✐s❝♦✲

♥♦ ✐♥❞✐❝❛③✐♦♥✐ r✐❧❡✈❛♥t✐ s✉❧❧❛ ❜♦♥tà ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐✳ ■❧ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥✲

t♦ s✉✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧❧❡ s✐♥❣♦❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❛❝❝❡tt❛ r❛r❛♠❡♥t❡ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❛❞ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐

❝♦♥✜❞❡♥③❛ s✉♣❡r✐♦r❡ ❛❧ ✶✵✪✳

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✷ r✐♣♦rt❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛ ▼✐♥❝❡r✲❩❛r♥♦✇✐t③ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❛♠❡r✐❝❛♥♦✳ ❘✐s♣❡t✲

t♦ ❛❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ ✐❧ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥t♦ ❛❝❝❡tt❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ✐♥ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ♠❛❣❣✐♦r❡

❞✐ ❝❛s✐✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ♣❡r ❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ❝❛♣❛❝✐✲

tà ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ ♦tt✐♠❛❧❡ ✈✐❡♥❡ r✐✜✉t❛t❛ ❛❞ ♦❣♥✐ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà✳ ■♥ ❞❡✜♥✐t✐✈❛✱ ❧❛

r❡❣r❡ss✐♦♥❡ ▼❩ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ❧✬✐♥❝❛♣❛❝✐tà ❞❡✐ ♠❡t♦❞✐ ✐♠♣✐❡❣❛t✐ ♥❡❧ ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✳
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❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✶✿ ▼✐♥❝❡r✲❩❛r♥♦✇✐t③ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

α̂ ❡ β̂ s♦♥♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❧❛ ❝♦st❛♥t❡ ❡ ✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡ ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛❧❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ st✐♠❛t✐✱ ♠❡♥tr❡ ▼❩ è ✐❧ r✐s✉❧t❛t♦ ❞❡❧ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥t♦ ❝❤❡ ❤❛ ♣❡r ✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ H0 : α̂ = 0 ∧ β̂ = 1✳
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▼✲❩ ✵✳✽✶✶✶ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✺✼✶ ✵✳✵✷✻✻ ✵✳✷✾✵✾ ✵✳✵✵✵✵

❱❆❘❊①♦

α̂ ✵✳✵✵✶✶ ✲✵✳✵✵✵✸ ✲✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✸ ✲✵✳✵✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵✵

β̂ ✵✳✼✺✾✵ ✵✳✹✼✷✽ ✵✳✺✹✺✵ ✵✳✶✻✼✺ ✵✳✽✽✹✷ ✵✳✽✶✽✷

▼✲❩ ✵✳✵✵✻✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✹✶ ✵✳✵✵✵✵

❱❆❘

α̂ ✵✳✵✵✵✼ ✲✵✳✵✵✵✸ ✲✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✸ ✲✵✳✵✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵✵

β̂ ✵✳✽✽✶✽ ✵✳✺✶✻✾ ✵✳✺✹✶✾ ✵✳✷✸✽✼ ✶✳✷✻✹✻ ✶✳✵✽✼✵

▼✲❩ ✵✳✸✽✺✺ ✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✸✽✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✵✵

❧♦❣❱❆❘❊①♦

α̂ ✵✳✵✵✶✺ ✲✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

β̂ ✵✳✹✾✵✸ ✵✳✵✻✹✺ ✵✳✵✹✷✷ ✵✳✷✷✼✼ ✵✳✵✷✶✶ ✵✳✵✷✺✻

▼✲❩ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❧♦❣❱❆❘

α̂ ✲✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵✵ ✲✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

β̂ ✶✳✸✸✼✺ ✵✳✻✶✾✼ ✵✳✽✺✸✶ ✶✳✸✷✻✺ ✶✳✷✽✼✷ ✶✳✸✼✹✷

▼✲❩ ✵✳✵✹✵✾ ✵✳✵✵✼✷ ✵✳✹✾✸✶ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✸✺✺✵ ✵✳✵✵✵✵

❉❈❈

α̂ ✵✳✵✵✵✶ ✲✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✶✺✻ ✲✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

β̂ ✶✳✽✸✾✺ ✵✳✾✷✽✺ ✵✳✻✺✹✻ ✲✸✽✳✸✹✼✻ ✶✳✷✺✷✾ ✵✳✸✼✷✹

▼✲❩ ✵✳✵✵✸✹ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✷✶✺✵ ✵✳✵✵✹✸ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✵

❇❊❑❑

α̂ ✵✳✵✵✹✵ ✲✵✳✵✵✵✺ ✲✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

β̂ ✲✵✳✵✵✷✵ ✲✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✵✸ ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

▼✲❩ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❍❊❆❱❨

α̂ ✲✵✳✵✵✼✽ ✲✵✳✵✵✸✶ ✲✵✳✵✵✶✹ ✲✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

β̂ ✺✳✾✾✽✵ ✵✳✺✾✶✸ ✵✳✹✵✽✶ ✲✵✳✵✺✵✺ ✵✳✵✶✷✽ ✵✳✵✵✾✼

▼✲❩ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

◆▲❊①♦

α̂ ✲✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

β̂ ✶✳✸✶✵✻ ✵✳✺✹✼✸ ✵✳✷✻✷✺ ✵✳✷✺✽✺ ✵✳✷✾✶✾ ✵✳✷✾✷✼

▼✲❩ ✵✳✵✵✹✾ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

◆▲

α̂ ✲✵✳✵✵✵✽ ✲✵✳✵✵✵✸ ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

β̂ ✶✳✺✼✸✼ ✵✳✺✶✾✷ ✵✳✷✹✽✹ ✵✳✺✶✾✶ ✵✳✷✽✹✹ ✵✳✹✻✽✹

▼✲❩ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

▲✬❛❝❝✉r❛t❡③③❛ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ✈✐❡♥❡ ✈❛❧✉t❛t❛ ❛♥❝❤❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐ t❡st ❞✐ ❝♦♥❢r♦♥t♦ tr❛ ❞✉❡

♠♦❞❡❧❧✐✱ ❞❛♣♣r✐♠❛ ✈❡♥❣♦♥♦ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ s✐♥❣♦❧❡

❡q✉❛③✐♦♥✐✱ ♣♦✐ s✐ ✉t✐❧✐③③❛♥♦ q✉❡❧❧❡ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✳ ■❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❆ ❞❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✸

♣r❡s❡♥t❛ ✐ t❡st ❉▼ ♣❡r ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞✐ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ♣❡r ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲

✾✾



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❝♦✉♥tr②✱ ♥❡❧ q✉❛❧❡ ❧❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ è q✉❡❧❧❛ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡✳

■❧ t❡st r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ s♦❧♦ ✐♥ ❛❧❝✉♥✐ ❝❛s✐ ❡ s❡♠♣r❡ ❛ ❢❛✈♦r❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳

■♥ ✉♥ ✉♥✐❝♦ ❛❧tr♦ ❝❛s♦ ✐❧ t❡st r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❛ ❢❛✈♦r❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❝♦♥❢r♦♥t♦✱ ♣❡r

❧❛ s❡r✐❡ ❙P✲❉❆❳ ❡ ❛ ❢❛✈♦r❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨✳ ◆♦♥♦st❛♥t❡ ✐❧ t❡st ♥♦♥ ✐♥❞✐❝❤✐ ✉♥ ❝❤✐❛r♦

r✐✜✉t♦ ❞❡❧❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ♣❡r ❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡✱ s✐ ♣✉ò tr❛rr❡ ❝♦♠✉♥q✉❡ ✐♥❢♦r♠❛✲

③✐♦♥❡ ❞❛❧ s❡❣♥♦ ❞❡❧❧❛ st❛t✐st✐❝❛ ❉▼✳ ■♥❢❛tt✐✱ ✉♥ s❡❣♥♦ ♥❡❣❛t✐✈♦ ❞❡❧❧❛ st❛t✐st✐❝❛ ✐♥❞✐❝❛ ❝❤❡

❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❞✉❝♦♥♦✱ ✐♥ ♠❡❞✐❛✱ ✉♥❛ ♣❡r❞✐t❛ ♠✐♥♦r❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✲

✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❝♦♥❢r♦♥t♦✳ ❈♦♠❡ s✐ ❡✈✐♥❝❡ ❞❛❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛✱ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛ ♣r❡s❡♥t❛ q✉❛s✐

❡s❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡ ✐❧ s❡❣♥♦ ♥❡❣❛t✐✈♦✱ ❛❞ ✐♥❞✐❝❛r❡ ✉♥❛ ♣r♦♣❡♥s✐♦♥❡ ♣❡r ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐

❞❛❧❧❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ s❡♣♣✉r❡ ♥♦♥ st❛t✐st✐❝❛♠❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛✳

◆❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❇ ❞❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✸ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t❡ ❧❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ●❲ s✉❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲

❝♦✉♥tr②✳ ■❧ t❡st ●✐❛❝♦♠✐♥✐✲❲❤✐t❡ r✐✜✉t❛ s♣❡ss♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ✉❣✉❛❧❡ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛

❡ q✉❛s✐ s❡♠♣r❡ ❛ ❢❛✈♦r❡ ❞❡❧❧❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡✳ ■❧ s❡❣♥♦ ❞❡❧❧❡

st❛t✐st✐❝❤❡ ❝♦♥❢❡r♠❛ q✉❛♥t♦ ❡♠❡r❣❡ ❞❛❧❧✬❘▼❙❊ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ❡ ❞❛❧ t❡st ❉✐❡❜♦❧❞✲▼❛r✐❛♥♦✳

■❧ t❡st ♣r❡s❡♥t❛✱ ♥❡❧❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡✐ ❝❛s✐✱ ✉♥ s❡❣♥♦ ♥❡❣❛t✐✈♦✱ ❛❞ ✐♥❞✐❝❛r❡ ✉♥❛ ♠✐❣❧✐♦r❡

❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ❞❛ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ è ❢♦rt❡ ❧❛ s✉♣❡r✐♦r✐tà

❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡ r✐s♣❡tt♦ ❛✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡ ♥♦♥

❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❡ ❛❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❉❈❈ ❡

❇❊❑❑✳

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✹ r✐♣♦rt❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐ t❡st ❉▼ ❡ ●❲ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ q✉❛♥❞♦
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❉❈❈ ✲✷✳✼✵✷✸a ✲✷✳✽✽✾✻a ✲✷✳✵✼✺✹b ✲✶✳✽✹✻✸c ✵✳✸✷✺✷ ✲✶✳✸✵✶✼ ✲✶✳✷✾✸✼ ✲✸✳✼✷✵✵a ✲✸✳✷✹✵✸a ✲✷✳✸✼✽✼b
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❇❊❑❑ ✲✷✳✵✷✶✹b ✲✷✳✺✶✾✹a ✲✷✳✵✷✻✷b ✲✷✳✷✷✼✻b ✲✷✳✵✻✹✺b ✲✷✳✼✾✵✵a ✲✷✳✷✸✽✹b ✲✷✳✶✾✵✵b ✲✷✳✺✺✶✵a ✲✸✳✼✵✷✸a
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❍❊❆❱❨ ✲✵✳✺✷✻✻ ✶✳✼✽✶✶c ✷✳✵✾✷✻b ✸✳✼✵✾✻a ✲✺✳✽✾✹✺a ✲✹✳✷✼✽✵a ✲✷✳✽✻✹✻a ✵✳✾✹✻✺ ✲✻✳✼✷✸✽a ✶✳✹✷✹✹
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◆▲ ✷✳✼✾✵✻a ✲✵✳✸✶✹✼ ✲✵✳✻✶✵✾ ✲✷✳✽✾✶✹a ✷✳✼✶✹✹a ✶✳✼✶✼✵c ✲✵✳✶✾✽✹ ✷✳✹✺✸✶b ✲✶✳✻✼✵✶c ✲✶✳✹✸✽✷
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❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧ ✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪
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✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✹✿ ❚❡st ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

❉✐❡❜♦❧❞✲▼❛r✐❛♥♦ ●✐❛❝♦♠✐♥✐✲❲❤✐t❡

❋r♦❜❡♥✐✉s ❊✉❝❧✐❞❡❛ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❊✉❝❧✐❞❡❛
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◆❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❆ ❞❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✺ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t❡ ❧❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❉▼ ♣❡r ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❛♠❡✲

r✐❝❛♥♦✳ ■ r✐s✉❧t❛t✐ s✐ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ s✐♠✐❧✐ ❛ q✉❡❧❧✐ ♦tt❡♥✉t✐ ♣❡r ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②❀ s♦♥♦

✐♥❢❛tt✐ ♣♦❝❤✐ ✐ ❝❛s✐ ❞✐ ❞✐✛❡r❡♥③❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❛❧❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ ✐❧ s❡❣♥♦ ❞❡❧✲

❧❛ st❛t✐st✐❝❛ ❉▼ r✐s✉❧t❛ ♥❡❣❛t✐✈♦ ♣❡r ❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❝♦♥ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐✱ ❛❞

✐♥❞✐❝❛r❡ ✉♥❛ ♠✐❣❧✐♦r❡ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ❞❡❧❧❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡✳

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✺✱ ♣❡r ✐❧ ●❲ s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦✱ ♠♦str❛ r✐s✉❧t❛t✐ s✐♠✐❧✐ ❛❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛

❞❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✳ ❆❧❧♦ st❡ss♦ t❡♠♣♦✱ ✐❧ t❡st ●✐❛❝♦♠✐♥✐✲❲❤✐t❡ r✐✜✉t❛ ♠❡♥♦ s♣❡ss♦

❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❡ ♣r❡s❡♥t❛ ♠❡♥♦ r❛r❛♠❡♥t❡ ✉♥ s❡❣♥♦ ♣♦s✐t✐✈♦✳ ▲❡ ♠❛❣❣✐♦r✐ ❞✐✛❡r❡♥③❡ ❛ ❢❛✈♦r❡

❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✐ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ s❡♠♣r❡ ♥❡✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛❧❧❡

s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥✐ s❡♥③❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❉❈❈✱ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❇❊❑❑ ❡ ❞❛❧

♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨✳

❆♥❝❤❡ ♣❡r ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ✈❡♥❣♦♥♦ r✐♣♦rt❛t✐ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐ t❡st ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛✲

r✐❛t♦✱ ✐♥ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✻✳ ■ t❡st ❝♦♥❢❡r♠❛♥♦ q✉❛♥t♦ ❡♠❡r❣❡ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡

✐❧ t❡st ●❲ r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ✉❣✉❛❧❡ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ♣❡r t✉tt✐ ✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❡ s❡♠♣r❡

❛ ❢❛✈♦r❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳

▲❡ ✐♥❞✐❝❛③✐♦♥✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛✐ t❡st ❉▼ ❡ ●❲✱ s✐❛ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦ ❝❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱

s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ❝❤❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ♣r❡✈❡❞❛ ♠❡❣❧✐♦ ❞✐ q✉❡❧❧✐ ❡s✐st❡♥t✐

✶✵✷



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡
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◆❡❧ ❝♦rs♦ ❞✐ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ s✐ ❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ❛♥❝❤❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐✳ ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✼ r✐♣♦rt❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐✱ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ ❞❡✐ t❡st ❉▼ ❡

●❲✱ ♥❡✐ q✉❛❧✐ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ è ✐❧ ❱▲❙❚❆❘ ❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡ s✉✐ ❢❛tt♦r✐

❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ♣r❡s❡♥t❛t♦ ♥❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ✷✳✷✳ ▲❡

st❛t✐st✐❝❤❡ ❉▼✱ ♥❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❆✱ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥♦ ❝♦♠❡ ♥♦♥ ❝✐ s✐❛♥♦ ❞✐✛❡r❡♥③❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ tr❛ ❧❡

♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐✳ ❚✉tt❛✈✐❛ s✐ ♣✉ò ♥♦t❛r❡ ❝❤❡ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛ t❡st ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥

s❡❣♥♦ ♥❡❣❛t✐✈♦ ♥❡❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❝♦♥ t✉tt✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐✱ ❢❛tt❛ ❡❝❝❡③✐♦♥❡ ♣❡r ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡

s❡♥③❛ ❡s♦❣❡♥❡ ❝❤❡ s❡♠❜r❛ ♣r❡✈❡❞❡r❡ ♠❡❣❧✐♦ r✐s♣❡tt♦ ❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦

❍❊❆❱❨✱ ♣❡r ❛❧❝✉♥❡ s❡r✐❡✳

■❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❇ ❞❡❧❧❛ ✷✳✷✼ r✐♣♦rt❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧ t❡st ●❲ s✉❧❧❡ s✐♥❣♦❧❡ s❡r✐❡ ❞❡❧ ❞❛t❛s❡t

❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✳ ■❧ r✐✜✉t♦ ❞❡❧❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞✐ ✉❣✉❛❧❡ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ è ❡✈✐❞❡♥t❡ ♣❡r ❧❛

♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❛ ❢❛✈♦r❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❈♦♠❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ t❡st ❉▼✱

✐❧ t❡st r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ q✉❛♥❞♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦ è ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ s❡♥③❛

❡s♦❣❡♥❡ ❡ ♣❡r ❧❛ s❡r✐❡ ❙P✲❉❆❳✳ ■♥✜♥❡✱ s❡♠❜r❛ ❝❤❡ ♣❡r ❧❡ s❡r✐❡ ❉❆❳✱ ❙P✲❏P◆ ❡ ❏P◆✲❉❆❳

♥♦♥ ❝✐ s✐❛♥♦ ❞✐✛❡r❡♥③❡✱ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐✱ tr❛ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❡ ❣❧✐ ❛❧tr✐

♠♦❞❡❧❧✐ s❡❧❡③✐♦♥❛t✐✳

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✷✽ r✐♣♦rt❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐ t❡st ❉▼ ❡ ●❲ q✉❛♥❞♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ è

✐❧ ◆▲❊①♦ ❡ q✉❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ è r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❞✐ ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ tr❛ ❧❛

✈❡r❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❡ q✉❡❧❧❛ ♣r❡✈✐st❛ ❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ ✐♥ q✉❡st♦

❧❛✈♦r♦✱ ❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛✱ tr❛ ✐ ✈❡tt♦r✐ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ N(N +1)/2× 1 ❞✐ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✳ ■❧

t❡st ❉▼ r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ♥❡❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❝♦♥ ✐❧ ❱❆❘❊①♦✱ ❝♦♥ ✐❧ ❉❈❈ ❡ ❝♦♥ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦

❍❊❆❱❨✱ ♣❡r ❡♥tr❛♠❜❡ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❡ s❡♠♣r❡ ❛ ❢❛✈♦r❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱

♥❡❣❧✐ ❛❧tr✐ ❝❛s✐ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛ t❡st ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ s❡❣♥♦ ♥❡❣❛t✐✈♦✱ ❢❛tt❛ ❡❝❝❡③✐♦♥❡ ♣❡r ✐❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦

❝♦♥ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ s❡♥③❛ ❡s♦❣❡♥❡✱ ◆▲✳ ■❧ t❡st ●❲ r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ♥❡❧❧❛ q✉❛s✐

t♦t❛❧✐tà ❞❡✐ ❝❛s✐✱ s❡♠♣r❡ ❛ ❢❛✈♦r❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ✐❧ p✲✈❛❧✉❡ è ♠✐♥♦r❡

♥❡❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❝♦♥ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨✱ ❝♦♥ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦✱ ❝♦♥ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❉❈❈ ❡

❝♦♥ q✉❡❧❧♦ ❇❊❑❑✳ ▲✬✉♥✐❝♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝❤❡ s❡♠❜r❛ ♣r❡✈❡❞❡r❡ ♠❡❣❧✐♦ ❞❡❧ ◆▲❊①♦ è ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦

♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ s❡♥③❛ ❧❡ ❡s♦❣❡♥❡✳

✶✵✺
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❍❊❆❱❨ ✲✷✳✷✷✺✺b ✲✽✳✻✸✷✾a ✲✶✷✳✾✹✷✻a ✲✼✳✽✾✼✻a ✲✻✳✼✺✽✸a ✲✺✳✼✺✷✻a

✵✳✵✷✻✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧ ✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

✶✵✽



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸✵✿ ❚❡st ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ✭♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✮✱ ❞❛t❛s❡t ♠❡r❝❛t♦

❛♠❡r✐❝❛♥♦

❉✐❡❜♦❧❞✲▼❛r✐❛♥♦ ●✐❛❝♦♠✐♥✐✲❲❤✐t❡

❋r♦❜❡♥✐✉s ❊✉❝❧✐❞❡❛ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❊✉❝❧✐❞❡❛

❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ✷✳✶✹✻✵b ✷✳✶✶✶✽b ✹✳✽✺✽✸a ✹✳✺✾✺✵a

✵✳✵✸✹✷ ✵✳✵✸✼✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❈❤♦❧❱❆❘ ✶✳✼✼✾✽c ✶✳✼✷✾✽c ✸✳✶✷✵✷a ✷✳✾✺✼✾a

✵✳✵✼✼✾ ✵✳✵✽✻✻ ✵✳✵✵✷✸ ✵✳✵✵✸✽

❱❆❘❊①♦ ✵✳✾✻✼✸ ✵✳✾✺✼✾ ✷✳✷✺✻✾b ✷✳✷✷✼✽b

✵✳✸✸✺✻ ✵✳✸✹✵✸ ✵✳✵✷✻✶ ✵✳✵✷✽✵

❱❆❘ ✶✳✾✽✻✸b ✶✳✾✷✹✽c ✸✳✾✸✷✾a ✸✳✼✷✶✶a

✵✳✵✹✾✻ ✵✳✵✺✻✾ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✸

❧♦❣❱❆❘❊①♦ ✵✳✶✸✵✸ ✵✳✸✹✽✺ ✵✳✵✷✺✻ ✵✳✶✼✶✵

✵✳✽✾✻✻ ✵✳✼✷✽✷ ✵✳✾✼✾✻ ✵✳✽✻✹✻

❧♦❣❱❆❘ ✷✳✵✶✽✹b ✶✳✾✹✾✹c ✹✳✵✹✵✷b ✸✳✽✶✶✾a

✵✳✵✹✻✶ ✵✳✵✺✸✾ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✷

❉❈❈ ✶✳✶✹✻✵ ✶✳✶✶✶✽ ✶✳✽✺✽✸c ✵✳✺✾✺✵

✵✳✷✺✹✹ ✵✳✷✻✽✼ ✵✳✵✻✺✾ ✵✳✺✺✸✶

❇❊❑❑ ✲✷✳✻✷✾✽a ✲✷✳✻✵✾✸b ✲✻✳✹✺✺✺a ✲✻✳✹✻✹✶a

✵✳✵✵✾✽ ✵✳✵✶✵✹ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❍❊❆❱❨ ✲✻✳✷✶✺✹a ✲✺✳✽✺✷✽a ✲✶✺✳✹✽✾✷a ✲✶✺✳✾✼✼✵a

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

◆▲ ✷✳✸✹✼✷b ✷✳✸✵✼✾b ✺✳✺✽✶✺a ✺✳✸✼✵✶a

✵✳✵✷✵✽ ✵✳✵✷✷✾ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❛✱ ❜ ❡ ❝ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧ ✶✪✱ ✺✪ ❡ ✶✵✪

✶✵✾



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

■♥✜♥❡✱ ✈✐❡♥❡ ❛♥❛❧✐③③❛t♦ ✐❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ tr❛ t✉tt✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ♠❡✲

❞✐❛♥t❡ ✐❧ ▼♦❞❡❧ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❙❡t✳ ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸✶ r✐♣♦rt❛ ✐❧ ▼❈❙ ♣❡r ✐❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱

❝♦♥ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛ ♣❛r✐ ❛ α = 0, 1 ♣❡r ❧❡ s✐♥❣♦❧❡ s❡r✐❡✱ q✉❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r✲

❞✐t❛ è ✐❧ ▼❙❊✳ ■ ♠♦❞❡❧❧✐ s❝❛rt❛t✐ ❞❛❧ ❙❙▼ r✐s✉❧t❛♥♦ s♣❡ss♦ ❡ss❡r❡ ✐❧ ❇❊❑❑✱ ✐❧ ❉❈❈ ❡ ✐❧

♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨✱ ♠❡♥tr❡ ♥❡❧❧✬♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❢❛❝❡♥t✐ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ❙❙▼✱ ❧❡ ♣r✐♠❡

♣♦s✐③✐♦♥✐ s♦♥♦ ♦❝❝✉♣❛t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ◆▲✱ ❞❛ q✉❡❧❧♦ ◆▲❊①♦ ❡ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦

❈❤♦❧❱❆❘❊①♦✳

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸✷ r✐♣♦rt❛ ✐❧ ▼❈❙ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ q✉❛♥❞♦ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛

s♦♥♦ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❞✐ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡ q✉❡❧❧❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛✳ ●❧✐ ✉♥✐❝✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❝♦♠♣r❡s✐ ♥❡❧ ❙❙▼

s♦♥♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❇❊❑❑ ❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨✱ ♠❡♥tr❡ ❧❡ ♣r✐♠❡ q✉❛ttr♦ ♣♦s✐③✐♦♥✐ ❞❡❧ ❙❙▼ s♦♥♦

♦❝❝✉♣❛t❡ ❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡ ❢❛♥♥♦ ✉s♦ ❞❡❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❡ s♦♥♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡

✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐✱ ◆▲ ❡ ◆▲❊①♦✱ ❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐✱ ❈❤♦❧❱❆❘ ❡ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦✳

✶✶✵
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❡
❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸✶✿ ▼❈❙ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ✉♥✐✈❛r✐❛t♦

❘❛♥❦✐♥❣ ❙P ❙P✲❏P◆ ❙P✲❯❑ ❙P✲❉❆❳ ❏P◆ ❏P◆✲❯❑ ❏P◆✲❉❆❳ ❯❑ ❯❑✲❉❆❳ ❉❆❳

✶ ◆▲ ◆▲ ◆▲ ❍❊❆❱❨ ◆▲ ◆▲ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ◆▲ ◆▲❊①♦ ❍❊❆❱❨

✷ ◆▲❊①♦ ◆▲❊①♦ ❍❊❆❱❨ ◆▲ ◆▲❊①♦ ◆▲❊①♦ ◆▲ ◆▲❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ◆▲

✸ ❈❤♦❧❱❆❘ ◆▲❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ◆▲❊①♦ ❍❊❆❱❨ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦

✹ ❧♦❣❱❆❘ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❉❈❈ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦

✺ ❉❈❈ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘

✻ ❍❊❆❱❨ ❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘ ❧♦❣❱❆❘ ❱❆❘❊①♦ ❱❆❘❊①♦

✼ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ◆▲❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❉❈❈ ❈❤♦❧❱❆❘ ◆▲❊①♦

✽ ❱❆❘ ❧♦❣❱❆❘ ❱❆❘❊①♦ ❱❆❘❊①♦ ❉❈❈ ❧♦❣❱❆❘

✾ ❱❆❘❊①♦ ❱❆❘ ❱❆❘ ❱❆❘ ❧♦❣❱❆❘ ❱❆❘

✶✵ ❉❈❈ ❍❊❆❱❨ ❱❆❘ ❉❈❈

▼♦❞❡❧❧✐ ❙❝❛rt❛t✐

✶ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑

✷ ❉❈❈ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❉❈❈ ❍❊❆❱❨ ❍❊❆❱❨ ❍❊❆❱❨

✸ ❱❆❘ ❧♦❣❱❆❘ ❱❆❘❊①♦ ❉❈❈

✹ ❧♦❣❱❆❘ ❱❆❘ ❱❆❘ ❱❆❘

✺ ❱❆❘❊①♦ ❱❆❘❊①♦ ❉❈❈ ❧♦❣❱❆❘

✻ ❈❤♦❧❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘ ❱❆❘❊①♦

✼ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘

✽ ❍❊❆❱❨ ◆▲

✾ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦

✶✶✶



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸✷✿ ▼❈❙ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦

❋✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛

❘❛♥❦✐♥❣ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❊✉❝❧✐❞❡❛

✶ ◆▲ ◆▲

✷ ◆▲❊①♦ ◆▲❊①♦

✸ ❈❤♦❧❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘

✹ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦

✺ ❧♦❣❱❆❘ ❧♦❣❱❆❘

✻ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦

✼ ❉❈❈ ❉❈❈

✽ ❱❆❘ ❱❆❘

✾ ❱❆❘❊①♦ ❱❆❘❊①♦

▼♦❞❡❧❧✐ ❙❝❛rt❛t✐

✶ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑

✷ ❍❊❆❱❨ ❍❊❆❱❨

▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ▼❈❙ ✈✐❡♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t❛ ❛♥❝❤❡ ❛❧ ❞❛t❛s❡t ❛♠❡r✐❝❛♥♦✱ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t✐

✐♥ t❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸✸✳ ■♥ ♠❛♥✐❡r❛ ♥♦♥ s♦r♣r❡♥❞❡♥t❡✱ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♠❛❣❣✐♦r♠❡♥t❡ s❝❛rt❛t✐ ❞❛❧ ❙❙▼

s♦♥♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❇❊❊❑ ❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨✱ ✐♥s✐❡♠❡ ❛ ✉♥♦ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ✐♥ q✉❡st♦

❧❛✈♦r♦✱ ✐❧ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦✱ ❛❧ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❡ ❛❧ ❉❈❈✳ ▲❡ ♣r✐♠❡ ♣♦s✐③✐♦♥✐ ❞❡❧❧✬♦r❞✐♥❛♠❡♥t♦

✐♠♣♦st♦ ❞❛❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ▼❈❙ s♦♥♦ ♦❝❝✉♣❛t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐✱ ◆▲ ❡

◆▲❊①♦✳

■♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ ❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ s♦tt♦❧✐♥❡❛ ❧❛ s❝❛rs❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ ♠♦✲

❞❡❧❧✐ ❇❊❑❑ ❡ ❍❊❆❱❨ ✐♥ ✉♥ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧♦✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♠✐❣❧✐♦r❡ ❛♣♣❛rt❡♥❡♥t❡

❛❧ ❙❙▼ r✐s✉❧t❛ ❡ss❡r❡ ✐❧ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦✳

◆♦♥♦st❛♥t❡ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s✐❛ ❡♠❡rs❛ ❧❛ s❝❛rs❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐✈❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐

✐♥ ✉♥✬❛♥❛❧✐s✐ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡✱ s❡♠❜r❛ ❝❤❡ ✐♥ q✉❡st♦ ❝♦♥t❡st♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ r✐❡s❝❛ ❛

♣r❡✈❡❞❡r❡ ♠❡❣❧✐♦ ❞✐ q✉❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐✱ ❝♦❣❧✐❡♥❞♦ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ❝❤❡ s✐ ✐♥st❛✉r❛♥♦ tr❛

❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡✱ ❛❧♠❡♥♦ ♣❡r q✉❛♥t♦ ❝♦♥❝❡r♥❡

✐❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧❡✱ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ✐♥ q✉❡st♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ s❡♠❜r❛♥♦ ♣r♦❞✉rr❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ♣✐ù

❛❝❝✉r❛t❡ ❞✐ q✉❡❧❧❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❡s✐st❡♥t✐ ❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡ ♥♦♥ ❢❛♥♥♦ ✉s♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❛♥t✐ ❡s♦❣❡♥❡✳ ❯♥ r✐s✉❧t❛t♦ ♣♦s✐t✐✈♦ è ❡✈✐❞❡♥③✐❛t♦ ❞❛✐ r✐s✉❧t❛t✐ ♦tt❡♥✉t✐ ❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡

❝♦♠♣♦rt❛♥♦ ❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ❞❛♥❞♦

✐♥❞✐❝❛③✐♦♥❡ ❞✐ q✉❛♥t❛ ✐♠♣♦rt❛♥③❛ ❛ss✉♠❛ ❧❛ s❝❡❧t❛ ❞✐ tr❛s❢♦r♠❛r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛✲

r✐❛♥③❡✳ P❡r ✉♥✬✉❧t❡r✐♦r❡ ❛♥❛❧✐s✐ s✉❧❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐✱ ♥❡❧❧✬✉❧t✐♠♦ ❝❛♣✐t♦❧♦

s✐ ✉t✐❧✐③③❛♥♦ ❧❡ ♠❛tr✐❝✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ♣r❡✈✐st❡ ✐♥ ✉♥✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❡ ✐♥

❛♠❜✐t♦ ❞✐ ❣❡st✐♦♥❡ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦✳

✶✶✷



✷✳ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❡s♦❣❡♥❡

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸✸✿ ▼❈❙ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ✉♥✐✈❛r✐❛t♦

❘❛♥❦✐♥❣ ❙P ❙P✲✶✵❨ ❙P✲✸✵❞ ✶✵❨ ✶✵❨✲✸✵❞ ✸✵❞

✶ ◆▲❊①♦ ◆▲ ◆▲ ◆▲ ❉❈❈ ◆▲

✷ ◆▲ ◆▲❊①♦ ◆▲❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘ ◆▲❊①♦

✸ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘ ❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘ ❱❆❘❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘

✹ ❈❤♦❧❱❆❘ ❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘ ❧♦❣❱❆❘

✺ ❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘ ❉❈❈ ❱❆❘ ❱❆❘❊①♦

✻ ❱❆❘❊①♦ ❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘ ◆▲ ❱❆❘

✼ ❧♦❣❱❆❘ ❉❈❈ ❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦

▼♦❞❡❧❧✐ ❙❝❛rt❛t✐

✶ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑

✷ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❍❊❆❱❨ ❍❊❆❱❨ ❍❊❆❱❨ ❍❊❆❱❨ ❍❊❆❱❨

✸ ❉❈❈ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ◆▲❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦

✹ ❍❊❆❱❨ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❉❈❈

✺ ❱❆❘❊①♦ ◆▲❊①♦

✻ ❱❆❘

✼ ❉❈❈

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✸✹✿ ▼❈❙ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦

❋✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛

❘❛♥❦✐♥❣ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❊✉❝❧✐❞❡❛

✶ ◆▲❊①♦ ◆▲❊①♦

✷ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦

✸ ◆▲ ◆▲

✹ ❈❤♦❧❱❆❘ ❈❤♦❧❱❆❘

✺ ❱❆❘ ❱❆❘

✻ ❧♦❣❱❆❘ ❧♦❣❱❆❘

▼♦❞❡❧❧✐ ❙❝❛rt❛t✐

✶ ❇❊❑❑ ❇❊❑❑

✷ ❍❊❆❱❨ ❍❊❆❱❨

✸ ❉❈❈ ❉❈❈

✹ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦

✺ ❱❆❘❊①♦ ❱❆❘❊①♦

✶✶✸



✶✶✹



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

✸ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

■❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ♣r❡s❡♥t❛✈❛ ✉♥❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ st❛t✐st✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐✳

❆❧ ✜♥❡ ❞✐ s♦tt♦❧✐♥❡❛r❡ ❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❞❡s❝r✐tt❛ ♥❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✱ s✐ ✈❛❧✉t❛♥♦ ✐

♠♦❞❡❧❧✐ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ♥❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ ❝♦♥ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❛❧❧✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❡

❛❧❧❛ ♠✐s✉r❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦✳

✸✳✶ ❖tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦

❉✐✈❡rs✐ st✉❞✐ ✈❛❧✉t❛♥♦ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛ ♣❡r ❧✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦✲

❣❧✐♦✳ ❋❧❡♠✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦✱ ❤❛♥♥♦ ❛♥❛❧✐③③❛t♦ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞❡❧❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ♥❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ ♦tt✐♠♦ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✱ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥❞♦♥❡ ✐

✈❛♥t❛❣❣✐✳ ❑②❥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮ ❡ ❍❛✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱ ❝♦♥✲

❢❡r♠❛♥♦ ❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ♣❡r ❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✐ ❞✐ ✐♥✈❡st✐♠❡♥t♦✱

✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ q✉❛♥❞♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ●❧♦❜❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❱❛r✐❛♥❝❡ ✭●▼❱✮✳

■ ♣❡s✐ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ♦tt✐♠❛❧✐ ♣❡r ✉♥ ●▼❱ s✐ ♦tt❡♥❣♦♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ✉♥✐❝❛♠❡♥t❡ ✉♥✐✲

❝❛♠❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✱ ❡✈✐t❛♥❞♦ ❞✐ s♣❡❝✐✜❝❛r❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡r ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦

❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞❡✐ t✐t♦❧✐✳

▲✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞❡❧❧❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ t❤❡♦r②✱ ✐♥tr♦❞♦tt❛ ❞❛ ▼❛r❦♦✇✐t③ ✭✶✾✺✷✮ ❝♦♥ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♠❡❞✐❛✲

✈❛r✐❛♥③❛✱ è q✉❡❧❧♦ ❞✐ ♠❛ss✐♠✐③③❛r❡ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❞✐ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✱ ❞❛t♦ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ r✐s❝❤✐♦✱

♦ ❞✐ ♠✐♥✐♠✐③③❛r❡ ✐❧ r✐s❝❤✐♦✱ ❞❛t♦ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦✳ P♦✐❝❤é ❛❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❛ t❡♦r✐❛

❝✬è ✐❧ tr❛❞❡✲♦✛ tr❛ r✐s❝❤✐♦ ❡ r❡♥❞✐♠❡♥t♦✱ s✐ r❡♥❞❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ✉♥✬❛❞❡❣✉❛t❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧❧❛ ♠✐s✉r❛

❞✐ r✐s❝❤✐♦✳ ■♥ q✉❡st♦ ❝♦♥t❡st♦ s✐ ✐♥s❡r✐s❝♦♥♦ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ♣r❡s❡♥t❡

♥❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✱ ✐♥ s♦st✐t✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♠✐s✉r❡ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦st❛♥t✐ ♦ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥

♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❡t❡r♦s❝❤❡❞❛st✐❝✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✳

■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ✈❡♥❣♦♥♦ ❝♦♥❢r♦♥t❛t❡ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ●❧♦❜❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠

❱❛r✐❛♥❝❡ ✭●▼❱✮ ❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✱ ✉t✐❧✐③③❛♥❞♦ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡r✐✈❛♥t✐

❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ♥❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✳

✸✳✶✳✶ ❱❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦

■ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ✈❛❧✉t❛t✐ ✐♥ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ ❞❡r✐✈❛♥♦ ❞❛ ✉♥✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ●▼❱✱ ❝❤❡ ❝♦♥s❡♥t❡ ❞✐

♦✈✈✐❛r❡ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡❧❧❛ ♣r❡✈❡❞✐❜✐❧✐tà ❞❡❧❧❛ ♠❡❞✐❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✱ ❡ ❞❛ ✉♥❛

♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧♦ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✳ ■ ♣❡s✐ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ s♦♥♦ r✐❜✐❧❛♥❝✐❛t✐✷✶ ♠❡♥s✐❧♠❡♥t❡
✷✶❙♣✐♥✉ ✭✷✵✶✺✮ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ✐ ✈❛♥t❛❣❣✐ ❞❡❧❧❛ str❛t❡❣✐❛ ❞✐ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❝♦st❛♥t❡♠❡♥t❡ r✐❜✐❧❛♥❝✐❛t♦ r✐s♣❡tt♦

❛❞ ✉♥ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❜✉② ❛♥❞ ❤♦❧❞✳

✶✶✺



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

s✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ♦tt❡♥✉t❡ s❡❝♦♥❞♦ ✉♥❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ ❝♦♠❡ ♥❡❧❧❛

s❡③✐♦♥❡ ✷✳✹✳

▲❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ s✐ ❜❛s❛ s✉❧❧✬♦ss❡r✈❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❞✉❡

❡❧❡♠❡♥t✐✱ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❝♦♥s❡❣✉✐t♦ ❞❛❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❡ ✐❧ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❝❤❡ ❤❛ ❝❛r❛tt❡r✐③③❛t♦

✐❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❣❡st✐t♦✳ P❡r q✉❡st♦ ✈❡♥❣♦♥♦ ✉t✐❧✐③③❛t✐ ❣❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❞✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r✐s❦✲

❛❞❥✉st❡❞✳

▲❛ ♣✐ù ❝♦♠✉♥❡ ♠✐s✉r❛ ❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛❣❣✐✉st❛t♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ è ❧♦ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦ ✭❙❘✮✱

❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡ ✐❧ r❛♣♣♦rt♦ tr❛ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ✐♥ ❡❝❝❡ss♦ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ r✐s♣❡tt♦ ❛❧ t❛ss♦ ♣r✐✈♦

❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❡ ❧❛ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❡ ❞❛t♦ ❞❛

SR =
µp − rf
σp

✭✸✳✶✳✶✮

❞♦✈❡ rf è ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ✉♥✬❛tt✐✈✐tà ♣r✐✈❛ ❞✐ r✐s❝❤✐♦✱ µp − rf r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t♦

❡①tr❛ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ r✐s♣❡tt♦ ❛❧ t❛ss♦ ♣r✐✈♦ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❡ σp è ❧❛ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❧

r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳ ❯♥♦ ❙❤❛r♣❡ r❛t✐♦ ♠❛❣❣✐♦r❡ ✐♠♣❧✐❝❛ ✉♥❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠✐❣❧✐♦r❡

❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳

■♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s♦♥♦ st❛t✐ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ❞✐✈❡rs✐ t❡st ♣❡r ❢❛r❡ ✐♥❢❡r❡♥③❛ s✉❣❧✐ ❙❤❛r♣❡ r❛t✐♦✳

❚r❛❞✐③✐♦♥❛❧♠❡♥t❡ è st❛t♦ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ✐❧ t❡st ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞❛ ❏✳ ❉✳ ❏♦❜s♦♥ ✭✶✾✽✶✮ ❡ ▼❡♠♠❡❧

✭✷✵✵✸✮✱ t✉tt❛✈✐❛ ✐❧ t❡st è ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧❡ s♦❧♦ ✐♥ ❝❛s♦ ❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❡①tr❛ ❞✐str✐❜✉✐t♦ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛

♥♦r♠❛❧❡✳ ■❧ ❝♦♠♣❧❡ss♦ t❡st ✉t✐❧✐③③❛t♦ ❞❛ ▲❡❞♦✐t ❡ ❲♦❧❢ ✭✷✵✵✽✮ ✭▲❲✮ ❝♦♥s❡♥t❡ ❞✐ t❡♥❡r❡ ❝♦♥t♦

❞❡❧❧❛ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐tà ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❡ ❞❡❧❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡ ❡ ❞✐ ❡t❡r♦s❝❤❡❞❛✲

st✐❝✐tà✳ ■❧ t❡st ♣❛rt❡ ❞❛❧❧✬❛ss✉♥③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❡s✐st❛♥♦ ❞✉❡ ✈❡tt♦r✐ ❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛r❡ ❡

❝❤❡ ❧❛ ❧♦r♦ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ s✐❛ ✉♥❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❜✐✈❛r✐❛t❛✳ ❙✐❛♥♦ µ1 ❡ µ2 ❧❡ ♠❡❞✐❡ ❞❡✐ ❞✉❡ ✈❡tt♦r✐

❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❡ s✐❛ Σ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✱ ✐❧ t❡st ▲❲ s✐ ❜❛s❛ s✉❧❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❝❤❡

❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ ❣❧✐ ❙❤❛r♣❡ r❛t✐♦ ❞❡✐ ❞✉❡ ♠♦❞❡❧❧✐ s✐❛ ♥✉❧❧❛✱ ♣❡r ❝✉✐

H0 : ∆ = SH1 − SH2 =
µ1
σ1

− µ2
σ2

= 0 ✭✸✳✶✳✷✮

♣♦✐❝❤é ✐ ✈❡r✐ ♠♦♠❡♥t✐ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♥♦♥ s♦♥♦ ♦ss❡r✈❛r❜✐❧✐ ✈❡♥❣♦♥♦ ✉s❛t✐ ✐ ♠♦♠❡♥t✐ ❝❛♠✲

♣✐♦♥❛r✐✱ ♣❡r ❝✉✐ ❧❛ ✭✸✳✶✳✷✮ ❞✐✈❡♥t❛

H0 : ∆̂ = ˆSH1 − ˆSH2 =
µ̂1
σ̂1

− µ̂2
σ̂2

= 0 ✭✸✳✶✳✸✮

P❡r ♦tt❡♥❡r❡ ✐ ✈❛❧♦r✐ ❞✐ ∆̂✱ ▲❡❞♦✐t ❡ ❲♦❧❢ ✭✷✵✵✽✮ s♣❡❝✐✜❝❛♥♦ ✉♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ♠❡t♦❞♦ ❜♦♦✲

tstr❛♣✱ ♠❡♥tr❡ ❧❛ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ s(∆̂) ✈✐❡♥❡ ❝❛❧❝♦❧❛t❛ ✉t✐❧✐③③❛♥❞♦ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐ t✐♣♦

❍❆❈ ✭s✐ ✈❡❞❛ ❆♥❞r❡✇s ✭✶✾✾✶✮✮✱ r♦❜✉st❛ s✐❛ ❛❧❧❛ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ❡t❡r♦s❝❤❡❞❛st✐❝✐tà ❝❤❡ ❞✐ ❛✉✲

t♦❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡✳ ◆❡❧❧♦ s♣❡❝✐✜❝♦ ▲❡❞♦✐t ❡ ❲♦❧❢ ✭✷✵✵✽✮ s✉❣❣❡r✐s❝♦♥♦ ❞✐ ✉t✐❧✐③③❛r❡ ✐❧ ❦❡r♥❡❧

s♣❡ttr❛❧❡ q✉❛❞r❛t✐❝♦ ❞✐ ❆♥❞r❡✇s ❡ ▼♦♥❛❤❛♥ ✭✶✾✾✷✮✳

✶✶✻



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ❚r❡②♥♦r✱ ♣♦✐✱ ✈✐❡♥❡ ❝❛❧❝♦❧❛t♦ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ s✐♠✐❧❡ ❛❧❧♦ ❙❤❛r♣❡ r❛t✐♦✱ ♠❛ ♣r❡✈❡❞❡

❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ s✐st❡♠❛t✐❝♦✱ βp✱ ❛❧ ♣♦st♦ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❣❡♥❡r❛❧❡✱ σp✱

♣❡r ❝✉✐

T =
µp − rf
βp

✭✸✳✶✳✹✮

❞♦✈❡ βp è ✐❧ ❜❡t❛ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❞✐ ✐♥✈❡st✐♠❡♥t♦✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛❧ r❛♣♣♦rt♦ tr❛ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛

tr❛ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❝♦♥ q✉❡❧❧♦ ❞❡❧ ♠❡r❝❛t♦ ❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❞❡❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❞✐

♠❡r❝❛t♦ ✭✐✳❡✳ βp =
σpm
σ2
m
)✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ❚r❡②♥♦r ♣r❡s✉♣♣♦♥❡ ❝❤❡ ✐❧ r✐s❝❤✐♦ s♣❡❝✐✜❝♦ ❞❡✐ t✐t♦❧✐

s✐❛ st❛t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ ❜✉♦♥❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❡ ❞❡r✐✈❛ ❞✐r❡tt❛♠❡♥t❡ ❞❛❧ ❈❛♣✐t❛❧

❆ss❡t Pr✐❝✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✭❈❆P▼✮✱ ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡

E(rp) = rf + βp
[
E(rm)− rf

]
. ✭✸✳✶✳✺✮

❆rr❛♥❣❣✐❛♥❞♦ ✐ t❡r♠✐♥✐ s✐ ❤❛

E(rm)− rf =
E(rp)− rf

βp
, ✭✸✳✶✳✻✮

✐❧ t❡r♠✐♥❡ ❛ ❞❡str❛ è ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ❚r❡②♥♦r ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❡ q✉❡❧❧♦ ❛ s✐♥✐str❛ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ✐♥t❡s♦

❝♦♠❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ❚r❡②♥♦r ♣❡r ✐❧ ♠❡r❝❛t♦✳

◆❡❣❧✐ st✉❞✐ ❡♠♣✐r✐❝✐ ❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦ ❞❡tt❛t❡ ❞❛❧❧❛ ✭✸✳✶✳✺✮ s♦♥♦ r✐♠♣✐❛③③❛t❡ ❞❛

✉♥✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ♣❡r ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❡① ♣♦st✱ ❞❛t❛ ❞❛

rpt = α+ rft + β(rmt − rft) + εt ✭✸✳✶✳✼✮

❞♦✈❡ ε è ✉♥ t❡r♠✐♥❡ ❞✐ ❡rr♦r❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡ ❧✬✐♥t❡r❝❡tt❛ α è ❞❡tt❛ ❆❧♣❤❛ ❞✐ ❏❡♥s❡♥ ✭s✐ ✈❡❞❛

❏❡♥s❡♥ ✭✶✾✻✽✮✮✳ ❉❛❧❧❛ ✭✸✳✶✳✼✮ ❧✬❆❧♣❤❛ ❞✐ ❏❡♥s❡♥ è st✐♠❛t♦ ❝♦♠❡

α = E(rp)−
[
rf + βp(rm − rf )

]
. ✭✸✳✶✳✽✮

❙❡ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ❞✉❡ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❝♦♥ ✐❧ ♠❡❞❡s✐♠♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ✉♥ ❆❧♣❤❛ ❞✐ ❏❡♥s❡♥ ♠❛❣❣✐♦r❡

✐♥❞✐❝❛ ✉♥❛ ♠✐❣❧✐♦r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳

◆❡❧ t❡♠♣♦✱ ♥♦♥♦st❛♥t❡ ❛❧❝✉♥✐ s✈❛♥t❛❣❣✐ ❧❡❣❛t✐ ❛❧❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ s♦❧❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ s✐st❡✲

♠❛t✐❝♦✱ ❧✬❆❧♣❤❛ ❞✐ ❏❡♥s❡♥ è ❞✐✈❡♥t❛t❛ ❧❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛❣❣✐♦r♠❡♥t❡ ✉t✐❧✐③③❛t❛

♥❡❣❧✐ st✉❞✐ ❛❝❝❛❞❡♠✐❝✐ ✭❝❢r✳ ❆r❛❣♦♥ ❡ ❋❡rs♦♥ ✭✷✵✵✼✮✮✳

✸✳✶✳✷ ❘✐s✉❧t❛t✐

■♥ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ ✈❡♥❣♦♥♦ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✉t✐❧✐③③❛t✐ ♥❡❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✳

■❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❊q✉❛❧ è ♦tt❡♥✉t♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ str❛t❡❣✐❛ ♥❛ï✈❡ ❝♦♥ ♣❡s✐ ♣❛r✐ ❛ 1/m✱ ❞♦✈❡ m

✶✶✼



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ t✐t♦❧✐ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳ P❡r ❧❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧♦ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✱ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐

❚r❡②♥♦r ❡ ❞❡❧❧✬❛❧♣❤❛ ❞✐ ❏❡♥s❡♥ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥ t❛ss♦ rf ♣❛r✐ ❛ ③❡r♦✷✷✳ ▼❡♥tr❡ ✐❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

❞✐ ♠❡r❝❛t♦✱ rm✱ è ❧✬✐♥❞✐❝❡ ▼❙❈■ ❲♦r❧❞✳

❈r♦ss✲❝♦✉♥tr② ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✶ r✐♣♦rt❛ ❛❧❝✉♥❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❝♦♥s✐✲

❞❡r❛t✐ ✐♥s✐❡♠❡ ❛❣❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❞✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s❝r✐tt✐ ♥❡❧❧❛ s❡③✐♦♥❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ❡ ❛❧ ❱❛❧✉❡✲

❛t✲❘✐s❦ ✭❱❛❘✮✱ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❡ ♥♦♥✱ ❛❧ ✾✺✪ ❡ ❛❧ ✾✾✪✳

■ ♣❡s✐ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♥❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❆ s♦♥♦ ♦tt❡♥✉t✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ●▼❱

♥♦♥ ✈✐♥❝♦❧❛t❛✱ ♠❡♥tr❡ ♥❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❇ ✐ ♣❡s✐ s♦♥♦ ♦tt❡♥✉t✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡

❞❡❧❧♦ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✳ ■❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❇❍✲❈❤♦❧ s❡❣✉❡ ✉♥❛ str❛t❡❣✐❛ ❜✉②✲❛♥❞✲❤♦❧❞ ✭✐ ♣❡s✐ s♦♥♦

st✐♠❛t✐ s♦❧♦ ✉♥❛ ✈♦❧t❛ ❡ ✈❡♥❣♦♥♦ t❡♥✉t✐ ♣❡r ❧✬✐♥t❡r♦ ❝❛♠♣✐♦♥❡✮✱ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❛ss✉✲

♠♦♥♦ ✉♥ r✐❜✐❧❛♥❝✐❛♠❡♥t♦ ♠❡♥s✐❧❡✳ ■❧ ❝❛♠♣✐♦♥❡ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❝♦♠❜❛❝✐❛ ❝♦♥ ❧❛ ♣♦r③✐♦♥❡ ❞✐

❝❛♠♣✐♦♥❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞❡❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ✷ ❡ ✈❛ ❞❛ ❞✐❝❡♠❜r❡ ✶✾✾✾ ❛ ♦tt♦❜r❡ ✷✵✶✺✳ ❉❛❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛

❡♠❡r❣♦♥♦ ❞✐✈❡rs✐ r✐s✉❧t❛t✐✳ ■♥ ♣r✐♠♦ ❧✉♦❣♦✱ è ❡✈✐❞❡♥t❡ ❝❤❡ ✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♦tt❡♥✉t✐ ♠❡❞✐❛♥t❡

✉♥❛ str❛t❡❣✐❛ ❜✉②✲❛♥❞✲❤♦❧❞✱ ❧✬❊q✉❛❧ ❡ ✐❧ ❇❍✲❈❤♦❧✱ ❛❜❜✐❛♥♦ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♠❡❞✐ s✉♣❡r✐♦r✐ ❛✐

♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♦tt❡♥✉t✐ ❞❛ ✉♥❛ ♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ●▼❱✳ ◗✉❡st♦ r✐s✉❧t❛t♦ è ✐♥ ❧✐♥❡❛ ❝♦♥ q✉❛♥t♦

❡♠❡r❣❡ ❞❛❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❉❡▼✐❣✉❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❝❤❡ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ❝♦♠❡ ❧❡ str❛t❡❣✐❡ ❞✐ ♦tt✐♠✐③③❛✲

③✐♦♥❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❜❛s❛t❡ s✉ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ♥♦♥ ♣♦ss♦♥♦ ❛✈❡r❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❡♠❡♥t❡ s✉♣❡r✐♦r✐ ❛ q✉❡❧❧❡ ❞✐ ✉♥❛ str❛t❡❣✐❛ ♥❛ï✈❡✳ ▲✬✉♥✐❝♦ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦

❝❤❡ r❡❣✐str❛ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♠❡❞✐ s✉♣❡r✐♦r✐ ❛✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❝♦♥ ♣❡s✐ ♥♦♥ r✐❜✐❧❛♥❝✐❛t✐ è ✐❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦

❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ◆▲❊①♦✳ ■❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦✱ ♦tt❡♥✉t♦ ❞❛ ✉♥✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ●▼❱ ❝♦♥

❧✬✉s♦ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ❞❡r✐✈❛♥t❡ ❞❛❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦

✭❞❡♥♦♠✐♥❛t♦ ❞❛ q✉✐ ✐♥ ❛✈❛♥t✐ ❝♦♠❡ ✧♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✧ ❡ ❝♦♥tr❛ss❡❣♥❛t♦ ❞❛ ✉♥ ❛st❡✲

r✐s❝♦✮✱ ♣r❡s❡♥t❛ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♠❡❞✐ ❞✐ ♣♦❝♦ ✐♥❢❡r✐♦r✐ ❛✐ ❞✉❡ ❝♦♥ ♣❡s✐ ❝♦st❛♥t✐✳ ■ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐

♦tt❡♥✉t✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧♦ ❙❘ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♠❡❞✐ s❡♥s✐❜✐❧♠❡♥t❡

s✉♣❡r✐♦r✐ ❛ q✉❡❧❧✐ ♦tt❡♥✉t✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ●▼❱✳ ▲❛ t❡❝♥✐❝❛ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡ ❢♦r♥✐s❝❡

❧❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss♦❧✉t❡ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❡ ❞✐ ❱❛❘✱

❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❡ ♥♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ è ❡✈✐❞❡♥t❡ ✐❧ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞✐ ✉♥❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❞❡❧

t✐♣♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ♥❡✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣✐ù ❝❧❛ss✐❝♦ ❝♦♠❡ ✐❧ ❉❈❈✳ ◗✉❡st♦ ❝♦♥❢❡r♠❛

❧❛ ❜♦♥tà✱ ❛♥❝❤❡ ✐♥ ✉♥✬♦tt✐❝❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ✐♥tr♦❞♦tt❛ ♥❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✳

▲❛ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ◆▲❊①♦✱ ✐♥✈❡❝❡✱ è ✐♥ ❧✐♥❡❛ ❝♦♥ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❣❧✐ ❛❧tr✐

♣♦rt❛❢♦❣❧✐✳ ▲❡ ♠✐s✉r❡ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❞❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❇✱ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ♥♦♥ s♦r♣r❡♥✲
✷✷➮ ♥♦t♦ ✐❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡❧❧♦ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♣❡r ✐ t❛ss✐ ❞✐ ✐♥t❡r❡ss❡ ♥♦♠✐♥❛❧✐ ❞❡✐ t✐t♦❧✐ ❣♦✈❡r♥❛t✐✈✐ ✭s✐ ✈❡❞❛

❙✇❛♥s♦♥ ❡ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✶✸✮✮✳

✶✶✽



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

❞❡♥t❡✱ s♦♥♦ s❡♥s✐❜✐❧♠❡♥t❡ ♣✐ù ❡❧❡✈❛t❡ ❞✐ q✉❡❧❧❡ ♦tt❡♥✉t❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ●▼❱✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱

s✐ ♣✉ò ♥♦t❛r❡ ❝❤❡ ✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦✱ r❡❣✐str❛♥♦

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛ ❝♦♥ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐ q✉❛♥❞♦ ❧✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞❡❧❧✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ♥♦♥ è ❧❛

♠✐♥✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳

●❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❞✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥♦ ❧❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❜❡♥❝❤✲

♠❛r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ✐❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ◆▲❊①♦ ♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦ ✐♥ ❛ss♦❧✉t♦ ❡

✐❧ ♠❛❣❣✐♦r❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ❚r❡②♥♦r✳ ●❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❞✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♥❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❇

s♦♥♦ ♠❡❞✐❛♠❡♥t❡ s✉♣❡r✐♦r✐ ❛ q✉❡❧❧✐ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♥❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❆✱ ✈✐st♦ ✐❧ ❞✐✛❡r❡♥t❡ ♣r♦❜❧❡✲

♠❛ ❞✐ ♦tt✐♠♦✳ ■♥✜♥❡✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨ ❣❡♥❡r❛ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❝♦♥ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❡ ❱❛❘

♠❛❣❣✐♦r✐ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❛ss♦❧✉t✐✱ ♠❡♥tr❡ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐

❛ s❡❝♦♥❞❛ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t♦✳

◆❡❧❧✬✉❧t✐♠❛ ❝♦❧♦♥♥❛ ❞❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✶ ✈❡♥❣♦♥♦ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ✐ p✲✈❛❧✉❡ ❞❡❧ t❡st ❞✐ ✐♣♦t❡s✐

s✉❧❧✬✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ❞❡❣❧✐ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✱ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ♥❡❧ ♣❛r❛❣r❛❢♦ ✸✳✶✳✶✱ tr❛ ❧❛ str❛t❡❣✐❛ 1/m ❡ ✐

♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♦tt✐♠✐③③❛t✐✳ ❯♥ p✲✈❛❧✉❡ ✐♥❢❡r✐♦r❡ ❛❧ ✶✵✪ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ✉♥❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ tr❛ ❞✉❡ ❙❤❛r♣❡

❘❛t✐♦✱ ✈✐❝❡✈❡rs❛ ♣❡r ✉♥ p✲✈❛❧✉❡ ❡❧❡✈❛t♦✳ ●❧✐ ✉♥✐❝✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❝❤❡ ♠♦str❛♥♦ ✉♥❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛

st❛t✐st✐❝❛✱ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✱ r✐s♣❡tt♦ ❛❧❧❛ str❛t❡❣✐❛ ♥❛ï✈❡ s♦♥♦ ✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❝♦♥

♠❡❞✐❛ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♥❡❣❛t✐✈❛✳
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❚❛❜❡❧❧❛ ✸✳✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ P♦rt❛❢♦❣❧✐ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

µp✭✪✮ σp✭✪✮ ❙❘ ❚r❡②♥♦r ❛❧♣❤❛ ❱❛❘✭✪✮ ❈❱❛❘✭✪✮ ▲❡❞♦✐t✲❲♦❧❢
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P❛♥♥❡❧❧♦ ❇✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦

❈❤♦❧❱❆❘❊①♦✯ ✵✳✵✽✶✾ ✺✳✼✵✾✼ ✵✳✵✶✹✸✸✺ ✵✳✵✵✵✼✾✼ ✲✵✳✵✵✵✺✼✽ ✾✳✹✼✹ ✶✸✳✸✻✺ ✶✶✳✽✺✾ ✶✺✳✷✾✾ ✵✳✹✼✽✷

❈❤♦❧❱❆❘ ✵✳✶✶✼✽ ✺✳✻✼✸✽ ✵✳✵✷✵✼✺✹ ✵✳✵✵✶✶✺✽ ✲✵✳✵✵✵✷✵✺ ✾✳✹✺✵ ✶✸✳✸✶✼ ✶✶✳✽✷✶ ✶✺✳✷✸✾ ✵✳✻✸✽✵

❱❆❘❊①♦ ✵✳✶✻✺✻ ✺✳✻✻✵✸ ✵✳✵✷✾✷✺✸ ✵✳✵✵✶✻✵✸ ✵✳✵✵✵✷✺✶ ✾✳✹✼✻ ✶✸✳✸✸✸ ✶✶✳✽✹✶ ✶✺✳✷✺✷ ✵✳✽✽✶✺
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✯ ✐♥❞✐❝❛ ✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

✶✷✵



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

▼❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✷ r✐♣♦rt❛ ❧❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❛♠❡✲

r✐❝❛♥♦✳ ■ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♥❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❆ s♦♥♦ ♦tt❡♥✉t✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ ●▼❱ ✈✐♥❝♦❧❛t♦✱ ❡s❝❧✉❞❡♥❞♦

❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❞✐ ✈❡♥❞✐t❡ ❛❧❧♦ s❝♦♣❡rt♦ ❡ ❧✐♠✐t❛♥❞♦ ✐ s✐♥❣♦❧✐ ♣❡s✐ ❛ ✵✳✺✱ ♠❡♥tr❡ ♥❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦

❇ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t❡ ❧❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♦tt❡♥✉t✐ ❝♦♥ ✉♥❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡

❞❡❧❧♦ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✱ ❧✐♠✐t❛♥❞♦ ✐ s✐♥❣♦❧✐ ♣❡s✐ ❛ ✵✳✼✳ ▲❛ s❝❡❧t❛ ❞✐ ✈✐♥❝♦❧❛r❡ ✐ ♣❡s✐ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐

è ❞♦✈✉t❛ ❛❧❧❛ ♥❛t✉r❛ ❞❡✐ ❞❛t✐✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❛❧❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛✱ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦s✐tà✱ tr❛ ✐

✸ t✐t♦❧✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ ✭❡✳❣✳ s✐ ✈❡❞❛♥♦ ❧❡ ♠❡❞✐❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ♠❡♥s✐❧✐ ♥❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛

✷✳✺✮✳

■❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❝♦♥ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛③✐♦♥❡ nave ♣r❡s❡♥t❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ♠❡❞✐❛ ❞❡✐

r❡♥❞✐♠❡♥t✐✱ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ❚r❡②♥♦r ❡ ❛❧♣❤❛ ❞✐ ❏❡♥s❡♥ s✉♣❡r✐♦r✐ ❛ t✉tt✐ ✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❞❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦

❆✱ ❛ ❝♦♥❢❡r♠❛ ❞✐ q✉❛♥t♦ s♦tt♦❧✐♥❡❛t♦ ❞❛ ❉❡▼✐❣✉❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♥ t❡r♠✐♥✐ ❛ss♦❧✉t✐✱ ❧❛

♠❡❞✐❛ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♣✐ù ❛❧t❛ s✐ r❡❣✐str❛ ❝♦❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❉❈❈ ❞❡r✐✈❛♥t❡ ❞❛ ✉♥❛ ♠❛ss✐♠✐③✲

③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧♦ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✱ ♠❡♥tr❡ ❞❛❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦✱ ❧❛ ♠✐❣❧✐♦r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

è r❡❣✐str❛t❛ ❞❛❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❝❤❡ ✉s❛ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘ s✉❧❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛✲

r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ❞❛❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❆✳ ▲♦ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦ ♠❛❣❣✐♦r❡ s✐ ❤❛✱ ✐♥✈❡❝❡✱ ♥❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦

❞❡❧❧♦ st❡ss♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ♠❛ ❝♦♥ ❧✬✉s♦ ❞✐ ❡s♦❣❡♥❡✱ ❱❆❘❊①♦✳ ■ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r❡s❡♥t❛♥♦

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛ ❝♦♥ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐✱ ♠❛ ♥♦♥ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ♥♦♥ r✐❡s❝♦♥♦ ❛ ❝♦♥❢❡r♠❛r❡

❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ♥❡❧❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✐ ❞✐ ✐♥✈❡st✐♠❡♥t♦ ♥❡❧❧❛ s❝❡❧t❛ tr❛ ❛③✐♦♥✐

❡ ♦❜❜❧✐❣❛③✐♦♥✐ ❛♠❡r✐❝❛♥❡✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ❣❧✐ ✐♥❞✐❝❛t♦r✐ ❞✐ ♣❡r❢♦♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❛♥♦ ❧❡❣❣❡r♠❡♥t❡ tr❛ ✐

✈❛r✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❡ ♥♦♥ r✐s✉❧t❛♥♦ ❞❡❝✐s✐✈✐ ♥❡❧❧❛ s❝❡❧t❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t♦ ♣❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✳ ■ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❞❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❇ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✐♥❞✐❝✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❞❡❝✐s❛♠❡♥t❡ s✉✲

♣❡r✐♦r✐ ❛ q✉❡❧❧✐ ❞❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❆✱ t❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥③❛ è ❞♦✈✉t❛ ❛❧❧❛ ❞✐✈❡rs❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞❡❧

♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ ♦tt✐♠♦ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳

▲✬✉❧t✐♠❛ ❝♦❧♦♥♥❛ ❞❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✷ r✐♣♦rt❛ ✐ p✲✈❛❧✉❡ ❞❡❧ t❡st ❞✐ ▲❡❞♦✐t ❡ ❲♦❧❢ ✭✷✵✵✽✮✳ ■❧

t❡st ♥♦♥ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ❞✐✛❡r❡♥③❡ s♦st❛♥③✐❛❧✐✱ ♥❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❆✱ tr❛ ✐❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ♥❛ï✈❡ ❡ q✉❡❧❧✐ ♦t✲

t✐♠✐③③❛t✐✱ ❞❛❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ ❞❡❧❧♦ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✳ ◆❡❧ ♣❛♥♥❡❧❧♦ ❇ ❧❛ ❞✐✛❡r❡♥③❛ ❝♦♥ ❧♦ ❙❤❛r♣❡

❘❛t✐♦ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ♥❛ï✈❡✱ ♠✐s✉r❛t❡ ❞❛❧ p✲✈❛❧✉❡ ❞❡❧ t❡st ▲❡❞♦✐t✲❲♦❧❢✱ s♦♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡

♣❡r ❞✐✈❡rs✐ ♠♦❞❡❧❧✐✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ✐♥❞✐r❡tt❛ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ❧✬❛❜✐❧✐tà ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥✲

tr♦❞♦tt✐ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ ❣❡♥❡r❛r❡ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♠✐❣❧✐♦r✐ ❞✐ q✉❡❧❧✐ ❡s✐st❡♥t✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛✱ ✐♥

t❡r♠✐♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦✲r❡♥❞✐♠❡♥t♦✳ ◗✉❛♥❞♦ ❧❡ ❛tt✐✈✐tà ❝❤❡ ❝♦♠♣♦♥❣♦♥♦ ✐❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ♣r❡s❡♥t❛✲

♥♦ ❞✐✛❡r❡♥③❡ s♦st❛♥③✐❛❧✐ ♥❡✐ ♠♦♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥✐ ❞❡❧ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✱ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐

♥❡❧ ❝♦rs♦ ❞✐ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥♦ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ s✐♠✐❧❡ ❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❡s✐st❡♥t✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛✳
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❚❛❜❡❧❧❛ ✸✳✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ P♦rt❛❢♦❣❧✐ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦

µp✭✪✮ σp✭✪✮ ❙❘ ❚r❡②♥♦r ❛❧♣❤❛ ❱❛❘✭✪✮ ❈❱❛❘✭✪✮ ▲❡❞♦✐t✲❲♦❧❢
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✯ ✐♥❞✐❝❛ ✐❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
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✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

✸✳✷ ●❡st✐♦♥❡ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦

❯♥ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❝r✐t❡r✐♦ ♣❡r ✈❛❧✉t❛r❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥s✐st❡ ♥❡❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❞❡❧❧❡

♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✭❱❛❘✮✳

■❧ ❱❛❘ ❡ ❧❡ ♠✐s✉r❡ ❛ q✉❡st♦ ❝♦❧❧❡❣❛t❡✱ ❝♦♠❡ ✐❧ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✲❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✭❈❱❛❘✮✱

s♦♥♦ ✉♥♦ st❛♥❞❛r❞ ♦♣❡r❛t✐✈♦ ♥❡❧❧✬❛♠❜✐t♦ ❞❡❧❧❡ ✐st✐t✉③✐♦♥✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ✭❜❛♥❝❤❡✱ ❢♦♥❞✐ ❞✐

✐♥✈❡st✐♠❡♥t♦✱ ❡t❝✳✮✳

◗✉❡st❡ ♠✐s✉r❡ s♦♥♦ ❜❛s❛t❡ s✉✐ q✉❛♥t✐❧✐ ❞❡❧❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ s✉❧❧❡ ♣❡r❞✐t❡

❡str❡♠❡✳ ■❧ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞✐ q✉❡st❡ ♠✐s✉r❡ è ❝❤❡ ❡ss❡ r✐❝❤✐❡❞♦♥♦ ♣♦❝❤❡ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥✐ ♣❡r ❡ss❡r❡

❞❡t❡r♠✐♥❛t❡✱ ✐♥♦❧tr❡ ❢❛♥♥♦ ✉s♦ ❞✐ ♠❡t♦❞✐ st❛t✐st✐❝✐ ❝♦♥ ❛ss✉♥③✐♦♥✐ ♠✐♥✐♠❡ ♣❡r ♦tt❡♥❡r❡ ✉♥❛

st✐♠❛ ❞❡❧ ❝♦♥tr✐❜✉t♦ ❞❡❧ s✐♥❣♦❧♦ t✐t♦❧♦ ❛❧ s✐st❡♠❛✳ ▲❛ ❧♦r♦ st✐♠❛ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ♠♦❞❡❧❧✐

❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐ ❝♦♠❡ q✉❡❧❧✐ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ♥❡❧ ❝♦rs♦ ❞❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✳

■❧ ❱❛❘ è ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡ ❧❛ ♠❛ss✐♠❛ ♣❡r❞✐t❛ ❞✐ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❛❞ ✉♥ ❞❛t♦ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐

♣r♦❜❛t✐❧✐tà✱ α✱ ✐♥ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧♦ ❞✐ t❡♠♣♦ ❞❡✜♥✐t♦✱ ♦✈✈❡r♦

P (rt ≤ −V aRα) = α ✭✸✳✷✳✶✮

❞♦✈❡ rt è ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❞❡❧ t✐t♦❧♦ ❛❧ t❡♠♣♦ t✳ ■❧ ❱❛❘ ❡q✉✐✈❛❧❡✱ ❞✉♥q✉❡✱ ❛❧❧❛ ♠❛ss✐♠❛ ♣❡r❞✐t❛

❞❡❧ t✐t♦❧♦ ♥❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛ α✳

❊s✐st♦♥♦ ❞✐✈❡rs✐ ♠❡t♦❞✐ ♣❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡ ✐❧ ❱❛❘ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛✱ ❝♦♠❡ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ♠❡❞✐❛✲

✈❛r✐❛♥③❛✱ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ❞❡❧❧❡ s✐♠✉❧❛③✐♦♥✐ st♦r✐❝❤❡✱ q✉❡❧❧♦ ❞❡❧❧❡ s✐♠✉❧❛③✐♦♥✐ ❞✐ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡

❧✬❊①tr❡♠❡ ❱❛❧✉❡ ❚❤❡♦r②✳ ❑✉❡st❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❝♦♥t✐❡♥❡ ✉♥❛ r❛❝❝♦❧t❛ ❡ ✉♥ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❞❡✐

❞✐✈❡rs✐ ♠❡t♦❞✐✳

■❧ ♠❡t♦❞♦ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s✐ ❜❛s❛ s✉❧ ❝♦♥tr✐❜✉t♦ ❞✐ ●✐♦t ❡ ▲❛✉r❡♥t ✭✷✵✵✹✮

♥❡❧❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧ ❱❛❘ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛✳ ❙✐❛♥♦ rt ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♠❡♥s✐❧✐ ❛❧

t❡♠♣♦ t ❞❡❧ s✐♥❣♦❧♦ t✐t♦❧♦✱ s✐ ❛ss✉♠❡ ❝❤❡

rt =
√
htzt, zt ∼ F ✭✸✳✷✳✷✮

❞♦✈❡ ht è ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ♠❡♥s✐❧❡✱ zt è ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ✐✳✐✳❞ ❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ✉♥✐t❛r✐❛ ❡ F

è ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ r✐♣❛rt✐③✐♦♥❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐✳ ▲❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❛❞ ✉♥ ♣❛ss♦ ❞❡❧ ❱❛❘ è ❞❛t❛ ❞❛

ˆV aR
α
t+1|t = −F̂−1

√
ht

❛ss✉♠❡♥❞♦ ❝❤❡ ht s✐❛ ♥♦t❛✱ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❛❧ t❡♠♣♦ t✳ ❆❞ ❡s♠❡♣✐♦✱

✉t✐❧✐③③❛♥❞♦ ✉♥ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ●❆❘❈❍✱ s✐ ♣✉ò ♣r❡✈❡❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❛❞ ✉♥ ♣❛ss♦ ❡✱

❛ss✉♠❡♥❞♦ ✉♥❛ ❝❡rt❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ♣❡r F ✱ s✐ ♣✉ò ❞❡✜♥✐r❡ ✉♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡❧❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❡✱

q✉✐♥❞✐✱ ✐❧ ❱❛❘✳

✶✷✸



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

◗✉❛♥❞♦ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ ♣r♦①② ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ s✐ ♣✉ò ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡

❛❧ t❡♠♣♦ t ✉s❛♥❞♦ ✉♥❛ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❛ s♣❡❝✐✜❝❛③✐♦♥❡ ♣❡r ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ rvt+1|t✳

❙✐ ❛ss✉♠❡ ❛❧❧♦r❛ ❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ s✐❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ rvt+1|t ❡ ❞✐ ✉♥

✈❡tt♦r❡ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ♥♦♥ ♥♦t✐ φ✱ ♣❡r ❝✉✐

ht = f

(
rvt+1|t | φ

)
✭✸✳✷✳✸✮

❞♦✈❡ f è ✉♥❛ q✉❛❧❝❤❡ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ rvt+1|t✳

■❧ ❱❛❘ ♣r❡s❡♥t❛✱ t✉tt❛✈✐❛✱ ❛❧❝✉♥✐ ♣r♦❜❧❡♠✐✳ ❆✐ ✜♥✐ ❞❡❧❧✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✱

❧❛ ♣✐ù r✐❧❡✈❛♥t❡ è q✉❡❧❧❛ ❞❡❧❧❛ ♥♦♥✲❛❞❞✐t✐✈✐tà✳ ❚r❛ ❧❡ ♣r♦♣r✐❡tà ❝❤❡ ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ r✐s❝❤✐♦

❞❡✈❡ ❛✈❡r❡✱ ♣r❡s❡♥t❛t❡ ❞❛ ❆rt③♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ q✉❡❧❧❛ ❞✐ s✉❜✲❛❞❞✐t✐✈✐tà ✐♠♣❧✐❝❛ ❝❤❡ ❧❛

❞✐✈❡rs✐✜❝❛③✐♦♥❡ r✐❞✉❝❛ ✐❧ r✐s❝❤✐♦✷✸✳ P❡r ❞✉❡ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐✱ X ❡ Y ✱ ✐♥✈❡❝❡ ✐❧ ❱❛❘ ♦tt❡♥✉t♦ ❞❛❧❧❛

❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❞✉❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞❡❧❧❛ s♦♠♠❛ ❞❡✐ ❱❛❘ ❞❡✐ s✐♥❣♦❧✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐✱

V aR(X+Y ) > V aR(X)+V aR(Y )✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ ✐❧ ❱❛❘ ♥♦♥ ❞à ❛❧❝✉♥❛ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥❡ s✉❧❧❡

♣❡r❞✐t❡ ❝❤❡ ❡❝❝❡❞♦♥♦ ❧❛ ♣❡r❞✐t❛ ♠❛ss✐♠❛ ❛❞ ✉♥ ❞❛t♦ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛✱ ♣❡r q✉❡st♦ s✐ è

❞✐✛✉s❛ ✉♥❛ ♥✉♦✈❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❛ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❱❛❘ ♦ ❊①♣❡❝t❡❞ ❙❤♦rt❢❛❧❧✳

❆❞r✐❛♥ ❡ ❇r✉♥♥❡r♠❡✐r ✭✷✵✶✶✮ ❤❛♥♥♦ ♣r♦♣♦st♦ ✐❧ ❈❱❛❘✱ ❝❤❡ ♠✐s✉r❛ ❧❛ ♣❡r❞✐t❛ ❛tt❡s❛ ❞✐

✉♥ t✐t♦❧♦ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛t❛ ❛❧ ❢❛tt♦ ❞✐ tr♦✈❛rs✐ s✉❧❧❛ ❝♦❞❛ ❞❡❧❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❛ s✐♥✐str❛ ❞❡❧ ❱❛❘✳

❙✐❛ L ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥t❡ ❧❡ ♣❡r❞✐t❡ ❞✐ ✉♥ t✐t♦❧♦✱ ✐❧ ❈❱❛❘ è ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡

CV aRα = E
[
L | L ≥ V aRα

]
. ✭✸✳✷✳✹✮

■♥ ❛❧tr✐ t❡r♠✐♥✐✱ ✐❧ ❈❱❛❘ ❡q✉✐✈❛❧❡ ❛❧❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞❡❧❧❡ ♣❡r❞✐t❡ ❝❤❡ s✐ tr♦✈❛♥♦ ♥❡❧❧❛ ❝♦❞❛ ❛ ❞❡str❛

❞❡❧ ❱❛❘ ✭s✐ ✈❡❞❛ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✮✳

❙❡ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ s♦♥♦ ❞✐str✐❜✉✐t✐ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ♥♦r♠❛❧❡✱ s✐ ❤❛

CV aRα = −
(
µ− σ

Φ(N−1(α))

α

)
, ✭✸✳✷✳✺✮

❞♦✈❡ Φ(N−1(α)) è ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ r✐♣❛rt✐③✐♦♥❡ ❞❡❧ q✉❛♥t✐❧❡ α✳ ❙❡ s✐ ✐♣♦t✐③③❛ ❝❤❡ ❧❛ ♠❡❞✐❛

❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ s✐❛ ♥✉❧❧❛✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛ s✐ r✐❞✉❝❡ ❛

CV aRα = σ
Φ(N−1(α))

α
. ✭✸✳✷✳✻✮

❙❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ è ♥♦r♠❛❧❡✱ ♣❡r α → 0✱ ❛❧❧♦r❛ V aRα → CV aRα ✭❝❢r✳

❇❛rr ✭✷✵✶✸✮✮✳

✷✸◗✉❛♥❞♦ ✈❡♥❣♦♥♦ ❛❣❣r❡❣❛t✐ ❞✉❡ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐✱ ❧❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❛❣❣r❡❣❛t♦ ❞❡✈❡ ❡ss❡r❡

♠✐♥♦r❡ ♦ ✉❣✉❛❧❡ ❞❡❧❧❛ s♦♠♠❛ ❞❡❧❧❡ s✐♥❣♦❧❡ ♠✐s✉r❡ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ♣❡r ✐ s✐♥❣♦❧✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐✳

✶✷✹



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❱❛❧✉❡ ❛t ❘✐s❦

❆❧ ❝♦♥tr❛r✐♦ ❞❡❧ ❱❛❘✱ ✐❧ ❈❱❛❘ è ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❝♦❡r❡♥t❡ s❡❝♦♥❞♦ ❧❡ ❞❡✜♥✐③✐♦♥✐

❞✐ ❆rt③♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐❡tà ❞✐ s✉❜✲❛❞❞✐t✐✈✐tà ♣❡r♠❡tt❡ ❛❧❧❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❞✐

❝♦❣❧✐❡r❡ ❛❧ ♠❡❣❧✐♦ ❣❧✐ ❡✛❡tt✐ ❞❡❧❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳

■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s✐ ❝♦♥❢r♦♥t❛♥♦ s✐❛ ✐ ❱❛❘ ❝❤❡ ✐ ❈❱❛❘ ♣r❡✈✐st✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✐ ❞✐✈❡rs✐ ❛♣♣r♦❝❝✐✳

✸✳✷✳✶ ❱❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞✐ ❱❛❘ ❡ ❈❱❛❘

P❡r ✈❛❧✉t❛r❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞✐ ❱❛❘ ❡ ❈❱❛❘ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦✱ s♦♥♦ ♥❡❝❡ss❛r✐ ❞❡✐ ♠❡t♦❞✐

❞✐ ✈❛❧✉③✐♦♥❡ ❡①✲♣♦st ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐✳ ▲❡ st✐♠❡ ❞✐ ❱❛❘ ❡ ❈❱❛❘ ♣r❡s❡♥t❛t❡ ✐♥ q✉❡st❛ t❡s✐ s♦♥♦

✈❛❧✉t❛t❡ ✉s❛♥❞♦ ❞✉❡ t❡st✿ ✐❧ t❡st ♥♦♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❞✐ ❑✉♣✐❡❝ ✭✶✾✾✺✮ ❡ q✉❡❧❧♦ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡

❞✐ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆❧ ✜♥❡ ❞✐ ❞❡t❡r♠✐♥❛r❡ ✐ r❡❧❛t✐✈✐ t❡st✱ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐

♠❡♥s✐❧✐ ❞❡❧❧❡ ❛tt✐✈✐tà ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ❡ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ✐ ❝❛s✐ ✐♥ ❝✉✐ ✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♠❡♥s✐❧✐ ❛❜❜✐❛♥♦

❡❝❝❡❞✉t♦ ✐❧ ❱❛❘ st✐♠❛t♦ ♦ ♠❡♥♦✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ✐♥❞✐❝❡ è ❝❛❧❝♦❧❛t❛ ❝♦♠❡ s❡❣✉❡

ηt =




1 se rt < −V aR

0 se rt ≥ −V aR,
✭✸✳✷✳✼✮

❞♦✈❡ ✶ ✐♥❞✐❝❛ ✉♥✬❡❝❝❡③✐♦♥❡ ❡ ✵ ✐♥❞✐❝❛ ✉♥ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ♠✐♥♦r❡ ❞❡❧ ❱❛❘ ✭♦ ❞❡❧ ❈❱❛❘ ♣❡r

q✉❛♥t♦ r✐❣✉❛r❞❛ ❧❛ ♠✐s✉r❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡✮✳ ▲❡ ❡❝❝❡③✐♦♥✐ s♦♥♦ ♣♦✐ s♦♠♠❛t❡ ❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❡r ✐❧

♥✉♠❡r♦ t♦t❛❧❡ ❞✐ st✐♠❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞❡❧ ❱❛❘ ♣❡r ♦tt❡♥❡r❡ ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ ❡♠♣✐r✐❝❛✳

■❧ t❡st ❞❡❧❧✬✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ è st❛t♦ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞❛ ❑✉♣✐❡❝ ✭✶✾✾✺✮ ❡ ❤❛ ❝♦♠❡ ✐♣♦t❡s✐

♥✉❧❧❛ ❝❤❡ ❧❛ ❢r❡q✉❡♥③❛ ❞❡❧❧❡ ❡❝❝❡③✐♦♥✐ ❡♠♣✐r✐❝❛♠❡♥t❡ r✐❧❡✈❛t❡✱ φ✱ s✐❛ ❝♦❡r❡♥t❡ ❝♦♥ q✉❡❧❧❛

✶✷✺



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

t❡♦r✐❝❛ ❞❡s✐❞❡r❛t❛✱ α✳ ▲❛ st❛t✐st✐❝❛ t❡st è ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡

LRuc = −2

[
ln(αx(1− αN−x))− ln(φx(1− φ)N−x)

]
∼ χ2(1), ✭✸✳✷✳✽✮

❞♦✈❡ x è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡❧❧❡ ❡❝❝❡③✐♦♥✐✱ N è ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣✐♦♥❡✳ ❉✉♥q✉❡✱ ✉♥ r✐✜✉t♦

❞❡❧❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ✐♠♣❧✐❝❛ ❝❤❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ ❞❡❧ ❱❛❘ ❡♠♣✐r✐❝♦ è s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❞✐✛❡r❡♥t❡

❞❛❧ ❱❛❘ ♥♦♠✐♥❛❧❡✳

■❧ t❡st ❑✉♣✐❡❝ ✭✶✾✾✺✮ è ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧❡ s♦❧♦ q✉❛♥❞♦ ❧❡ ❡❝❝❡③✐♦♥✐ s♦♥♦ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ tr❛ ❧♦r♦✱

q✉❛♥❞♦ ❧❡ ❡❝❝❡③✐♦♥✐ ♥♦♥ s♦♥♦ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ ❡ s✐ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ❛ ❣r❛♣♣♦❧✐✱ s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✐❧ t❡st ❞✐

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ■❧ t❡st ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❞❛ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ è ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ♣✐ù ✉t✐❧✐③✲

③❛t♦ ♣❡r ✈❛❧✉t❛r❡ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ❱❛❘✳ ❙✐❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞✐ ❞✉❡ ❡❝❝❡③✐♦♥✐

❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❛r✐ ❛

pij = P (ηt = 1 | ηt−1 = j),

❞♦✈❡ η è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ✐♥❞✐❝❡ ❝♦♠❡ ♥❡❧❧❛ ✭✸✳✷✳✼✮✳ ❉✉❡ ❡❝❝❡③✐♦♥✐ s♦♥♦ ❞❡✜♥✐t❡ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐

s❡ ♥♦♥ ❛✈✈❡♥❣♦♥♦ ✐♥ ❞✉❡ ❣✐♦r♥✐ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈✐✳ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ s✉❣❣❡r✐s❝❡ ✉♥ t❡st ❞✐

✈❡r♦s✐♠✐❣❧✐❛♥③❛ ❝♦♥ ✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❝❤❡ ❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ s✐❛♥♦ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ ♥❡❧ t❡♠♣♦ ❡ ❝♦♠❡

✐♣♦t❡s✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❝❤❡ ❧❡ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐ s❡❣✉❛♥♦ ✉♥❛ ❝❛t❡♥❛ ❞✐ ▼❛r❦♦✈ ❛ ❞✉❡ st❛❞✐✳ ❙✐ ❛ss✉♠❛

❝❤❡ ❧❡ ✈✐♦❧❛③✐♦♥✐ ❡ ❧❡ ♥♦♥✲✈✐♦❧❛③✐♦♥✐ s❡❣✉❛♥♦ ✉♥❛ ❝❛t❡♥❛ ❞✐ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♥ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ❢✉♥③✐♦♥❡

❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡

Π =

(
π0,0 π1,0

π0,1 π1,1,

)
✭✸✳✷✳✾✮

❞♦✈❡ ✶ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ✈✐♦❧❛③✐♦♥❡ ❡ ✵ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ♥♦♥✲✈✐♦❧❛③✐♦♥❡✳ ❙✐❛♥♦ n0✱ n1✱ n00✱

n01✱ n10✱ n11 ❣❧✐ st❛❞✐ ♦ ❧❡ tr❛♥s✐③✐♦♥✐ ❞❡❧ ♣r♦❝❡ss♦ st♦❝❛st✐❝♦ ❞✐ ▼❛r❦♦✈✳ ❆❧❧♦r❛✱

π00 =
n00

n00 + n01
, π01 =

n01
n00 + n01

✭✸✳✷✳✶✵✮

π10 =
n10

n10 + n11
, π11 =

n11
n10 + n11

. ✭✸✳✷✳✶✶✮

❙✐❛ ✐♥♦❧tr❡ π0 = n0/N ✱ π1 = n1/N ✱ ❛❧❧♦r❛ ✐❧ t❡st ▲❘ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡ s❡❣✉❡

LRind = −2 ln

[
(πn0

0 πn1
1 )− ln(πn00

00 π
n01
01 π

n10
10 π

n11
11 )

]
∼ χ2(1). ✭✸✳✷✳✶✷✮

P❡r ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛ ❞❡❧ ✾✺✪✱ s❡ LRind > LRcritical = 3.841✱ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ✈✐❡♥❡

r✐✜✉t❛t❛ ❡ ❧❡ ✈✐♦❧❛③✐♦♥✐ r✐s✉❧t❛♥♦ ♥♦♥ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐✳ ❉✉♥q✉❡✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ♣❛ss❛ ✐❧ t❡st ❞✐

✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥③❛✳

❙♣❡ss♦✱ ❣❧✐ ✐♥✈❡st✐t♦r✐ ♥♦♥ s♦♥♦ ✐♥t❡r❡ss❛t✐ ♥❡❧❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐ ✉♥ s✐♥❣♦❧♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣❡r

✐❧ ❱❛❘✱ ♠❛ ❛♥❝❤❡ ✐♥ ✉♥ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❝♦♥ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❱❛❘✳ ▲❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❤❛ ♣r♦❞♦tt♦ ❞✐✈❡rs✐

✶✷✻



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

♠♦❞❡❧❧✐ ♣❡r ❝❧❛ss✐✜❝❛r❡ ❞✉❡ ♦ ♣✐ù ♠♦❞❡❧❧✐✱ ❝♦♠❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✭▲♦♣❡③ ✭✶✾✾✽✮✮ ❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✐❝ s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❇❧❛♥❝♦ ❡ ■❤❧❡ ✭✶✾✾✾✮✮✳ ❊♥tr❛♠❜❡ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐

♣❡r♠❡tt♦♥♦ ❞✐ ♠✐s✉r❛r❡ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❞ ✉♥ ❛❧tr♦✳

▲♦♣❡③ ✭✶✾✾✽✮ ❤❛ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡ ❝♦♠❡ ♠✐s✉r❛ ❞❡❧❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣❡r ✐❧ ❱❛❘ ✭❡ ✐❧ ❈❱❛❘✮ ❡❞ è ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡

QPS =
2

n

n∑

t=1

(Ct − p)2, ✭✸✳✷✳✶✸✮

❞♦✈❡ n è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♦ss❡r✈❛③✐♦♥✐✱ p è ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❞✐ ✉♥❛ ✈✐♦❧❛③✐♦♥❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ♣❡r❞✐t❛

❛tt✉❛❧❡ è ♣✐ù ❣r❛♥❞❡ ❞❡❧ ❱❛❘✴❈❱❛❘ st✐♠❛t♦✮✳ Ct è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛✳ ▲♦♣❡③ ✭✶✾✾✽✮

✉t✐❧✐③③❛ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡ s❡❣✉❡

Ct =




1 se Lt > V aRt

0 se Lt ≥ V aRt.
✭✸✳✷✳✶✹✮

▲❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ◗P❙ ❛ss✉♠❡ ✈❛❧♦r✐ ❝♦♠♣r❡s✐ tr❛ ✵ ❡ ✷✳ ❙♦tt♦ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❣❡♥❡r❛❧✐✱ st✐♠❡ ❛❝❝✉r❛t❡

❞❡❧ ❱❛❘ ✭❈❱❛❘✮ ❣❡♥❡r❛♥♦ ✐❧ ♠✐♥♦r s❝♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧❡✱ ❞✉♥q✉❡ ✉♥ ♠✐♥♦r❡ ◗P❙ ✐♥❞✐❝❡ ✉♥❛

♠✐❣❧✐♦r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥③❛ ❞✐ ✈✐♦❧❛③✐♦♥✐✳

❆❝❝❛♥t♦ ❛❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ◗P❙✱ ✉♥ ♠❡t♦❞♦ ❞✐✛✉s♦ ♣❡r ❧❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ❱❛❘

è ✐❧ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r✳ ❙✐❛ V aRt✱ ✐❧ ❱❛❘ ✭❈❱❛❘✮ st✐♠❛t♦ ❡ Lt ❧❛ ♣❡r❞✐t❛ r❡❛❧❡✱

❧✬✐♥❞✐❝❛t♦r❡ ❘▼❙❊ è ❞❡✜♥✐t♦ ❝♦♠❡

RMSE =
√
E[(V aRt − Lt)] =

√√√√ 1

n

n∑

t=1

(V aRt − Lt)2. ✭✸✳✷✳✶✺✮

❯♥ ❘▼❙❊ ♠✐♥♦r❡ ✐♠♣❧✐❝❛ ✉♥❛ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❝❛♣❛❝✐tà ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦✳

✸✳✷✳✷ ❘✐s✉❧t❛t✐ ❡♠♣✐r✐❝✐

◗✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❡♠♣✐r✐❝✐ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣❡r ✐❧ ❱❛❘ ❡ ✐❧ ❈❱❛❘✳ ■ ♠♦❞❡❧❧✐ s♦♥♦

❝❛❧❝♦❧❛t✐ ♣❡r ✐❧ ❱❛❘ ❡ ♣❡r ✐❧ ❈❱❛❘ ❛❧ ✾✾✪ ✭α = 0.99✮ ❡ ✐❧ ♣❡r✐♦❞♦ ❞✐ ♠❛♥t❡♥✐♠❡♥t♦ è ✉♥

♠❡s❡✳ ❙♦♥♦ st❛t❡ ✉t✐❧✐③③❛t❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♣r♦❞♦tt❡ ♥❡❧ ❝♦rs♦ ❞❡❧

s❡❝♦♥❞♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✱ ❛❧ ✜♥❡ ❞✐ t❡♥❡r❡ ❝♦♥t♦ ❞❡❧❧❛ ✢❡ss✐❜✐❧✐tà ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ❞❡❧❧❛ st✐♠❛✳

■ r✐s✉❧t❛t✐ ♣❡r ♦❣♥✐ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❱❛❘✱ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ s♦♥♦ ♣r❡s❡♥t❛t✐ ♥❡❧❧❛

t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✸ ❞♦✈❡ s♦♥♦ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐ ✐❧ t❡st ❞✐ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ ✐❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡

✭◗P❙✮ ❡ ✐❧ ❘▼❙❊✳ ◗✉❛♥❞♦ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛ t❡st è s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❱❛❘ ♥♦♥ ❤❛

s✉♣❡r❛t♦ ✐❧ t❡st ❞✐ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✳

✶✷✼



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

■❧ t❡st ❞✐ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ LRuc✱ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ❝♦♠❡ t✉tt✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❢❛❧❧✐s❝❛♥♦ ♥❡❧❧♦ st✐♠❛r❡

✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❛❞❡❣✉❛t❛ ❧❡ ♣❡r❞✐t❡ ❢✉t✉r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ è ❢♦rt❡ ✐❧ r✐✜✉t♦ ❞❡❧❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ♣❡r

✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡ ♥♦♥ r✐❝♦rr♦♥♦ ❛❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ✭✐✳❡✳ ❱❆❘✱ ❱❆❘❊①♦✮ ❡ ♣❡r ✐❧

♠♦❞❡❧❧♦ ❇❊❑❑✳ ❆♥❝❤❡ ✐❧ ◗P❙ è ♠❛❣❣✐♦r❡ ♣❡r q✉❡st✐ ♠♦❞❡❧❧✐✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧❡✱ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡

❡s✐❜✐s❝♦♥♦ ✐❧ ♠✐♥♦r❡ ◗P❙ ❡ ✐❧ ♠✐♥♦r ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ✈✐♦❧❛③✐♦♥✐ ❡✛❡tt✐✈❡ s♦♥♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧♦❣❱❆❘✱

✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧♦❣❱❆❘❊①♦✱ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨✳ ▼❡♥tr❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧✐♥❡❛r✐

✐♥tr♦❞♦tt✐ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ s❡♠❜r❛♥♦ ❛✈❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❡❣❣✐♦r✐ ❞✐ q✉❡❧❧❡ ❞❡❣❧✐ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐✱

✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧ ❱❛❘✳ ▲✬✐♥❞✐❝❛t♦r❡ ❘▼❙❊✱ ✐♥✜♥❡✱ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ❛♥❝♦r❛ ✉♥❛ ✈♦❧t❛

❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱▲❙❚❆❘✱ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧♦❣❱❆❘ ❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨ ✐♥

t❡r♠✐♥✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐✱ ♠❡♥tr❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❉❈❈ ❡ ❇❊❑❑ ♠♦str❛♥♦ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❡❣❣✐♦r✐ ✐♥

t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ❘▼❙❊✳

▲❛ t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✹ r✐♣♦rt❛ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ♣❡r ✐❧ ❈❱❛❘✳ ■ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ♠✐♥♦r❡

❞✐ ❡❝❝❡③✐♦♥✐ s♦♥♦ ✐❧ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❡ ✐❧ ❧♦❣❱❆❘✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨ ❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡

s❡♥③❛ ❡s♦❣❡♥❡ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❡❝❝❡③✐♦♥✐ ♥♦♥ tr♦♣♣♦ ❞✐✛❡r❡♥t❡ ❞❛ q✉❡st✐ ♠♦❞❡❧❧✐✳

❈♦♠❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ❱❛❘✱ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ❧❛ ♣❡❣❣✐♦r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐

♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❡❝❝❡③✐♦♥✐✱ s♦♥♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❇❊❑❑ ❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❆❘❊①♦✳ ◗✉❡st✐ r✐s✉❧t❛t✐ s♦♥♦

❝♦♥❢❡r♠❛t✐ ❛♥❝❤❡ ❞❛❧ t❡st ❞✐ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ ❝❤❡ r✐✜✉t❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ♣❡r ♦❣♥✐ ♠♦❞❡❧❧♦✱ ❞❛❧

◗P❙ ❡ ❞❛❧ ❘▼❙❊✳

✶✷✽



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

❚❛❜❡❧❧❛ ✸✳✸✿ ❱❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ❱❛❘✱ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❚❡st P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❛

▼♦❞❡❧❧♦ ❱❛❘
❱✐♦❧❛③✐♦♥✐

♣r❡✈✐st❡

❱✐♦❧❛③✐♦♥✐

❡✛❡tt✐✈❡
LRuc LRind LRcc ◗P❙ ❘▼❙❊

❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ✶ ✷✶ ✻✹✳✺✵✼✷a ✶✳✾✾✹✽ ✻✻✳✺✵✶✾a ✵✳✷✶✺✼ ✵✳✵✾✵✺

❈❤♦❧❱❆❘ ✶ ✷✵ ✺✾✳✺✺✸✽a ✶✳✾✾✹✽ ✻✶✳✺✹✽✻a ✵✳✷✵✺✹ ✵✳✵✻✹✶

❱❆❘❊①♦ ✶ ✸✵ ✶✶✸✳✹✻✷✵a ✶✳✾✾✹✽ ✶✶✺✳✹✺✻✽a ✵✳✸✵✽✶ ✵✳✵✽✶✺

❱❆❘ ✶ ✷✹ ✼✾✳✾✾✸✵a ✶✳✾✾✹✽ ✽✶✳✾✽✼✽a ✵✳✷✹✻✺ ✵✳✵✽✵✹

❧♦❣❱❆❘❊①♦ ✶ ✶✹ ✸✷✳✸✽✹✼a ✶✳✾✾✹✽ ✸✹✳✸✼✾✺a ✵✳✶✹✸✾ ✵✳✶✷✸✻

❧♦❣❱❆❘ ✶ ✶✶ ✷✵✳✼✽✶✻
a ✶✳✾✾✹✽ ✷✷✳✼✼✻✸

a
✵✳✶✶✸✶ ✵✳✵✺✷✶

❉❈❈ ✶ ✶✻ ✹✵✳✾✶✷✻a ✶✳✾✾✹✽ ✹✷✳✾✵✼✸a ✵✳✶✻✹✹ ✵✳✶✷✶✺

❇❊❑❑ ✶ ✸✽ ✶✻✷✳✹✼✵✹a ✶✳✾✾✹✽ ✶✻✹✳✹✻✺✷a ✵✳✸✾✵✶ ✾✳✻✶✶✸

❍❊❆❱❨ ✶ ✶✸ ✷✽✳✸✹✼✺a ✶✳✾✾✹✽ ✸✵✳✸✹✷✸a ✵✳✶✸✸✻ ✵✳✵✸✻✷

◆▲❊①♦ ✶ ✶✻ ✹✵✳✾✶✷✺a ✶✳✾✾✹✽ ✹✷✳✾✵✼✸a ✵✳✶✻✹✹ ✵✳✵✻✽✷

◆▲ ✶ ✶✹ ✸✷✳✸✽✹✼a ✶✳✾✾✹✽ ✸✹✳✸✼✾✺a ✵✳✶✹✸✾ ✵✳✵✻✷✶

❛ ✐♥❞✐❝❛ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✶✪

❚❛❜❡❧❧❛ ✸✳✹✿ ❱❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ❈❱❛❘✱ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❚❡st P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❛

▼♦❞❡❧❧♦ ❱❛❘
❱✐♦❧❛③✐♦♥✐

♣r❡✈✐st❡

❱✐♦❧❛③✐♦♥✐

❡✛❡tt✐✈❡
LRuc LRind LRcc ◗P❙ ❘▼❙❊

❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ✶ ✶✼ ✼✹✳✼✸✵✾a ✶✳✾✾✹✽ ✼✻✳✼✷✺✼a ✵✳✷✸✻✷ ✵✳✵✸✷✽

❈❤♦❧❱❆❘ ✶ ✶✾ ✻✾✳✺✻✼✼a ✶✳✾✾✹✽ ✼✶✳✺✻✷✹a ✵✳✷✷✺✾ ✵✳✵✸✻✼

❱❆❘❊①♦ ✶ ✷✼ ✶✸✼✳✸✾✷✻a ✶✳✾✾✹✽ ✶✸✾✳✸✽✼✹a ✵✳✸✹✾✶ ✵✳✵✸✼✹

❱❆❘ ✶ ✷✶ ✾✻✳✸✸✽✻a ✶✳✾✾✹✽ ✾✽✳✸✸✸✹a ✵✳✷✼✼✸ ✵✳✵✹✵✺

❧♦❣❱❆❘❊①♦ ✶ ✾ ✷✽✳✸✹✼✺
a ✶✳✾✾✹✽ ✸✵✳✸✹✷✸ ✵✳✶✸✸✻ ✵✳✵✸✵✽

❧♦❣❱❆❘ ✶ ✶✶ ✷✾✳✹✶✷✸a ✶✳✾✾✹✽ ✸✶✳✼✺✹✷a ✵✳✶✸✽✺ ✵✳✵✷✻✵

❉❈❈ ✶ ✶✸ ✻✾✳✺✻✼✼a ✶✳✾✾✹✽ ✼✶✳✺✻✷✹a ✵✳✷✷✺✾ ✵✳✵✶✽✻

❇❊❑❑ ✶ ✹✾ ✷✸✻✳✻✹✺✽a ✶✳✾✾✹✽ ✷✸✽✳✻✹✵✻a ✵✳✺✵✸✵ ✶✻✳✹✶✸✷

❍❊❆❱❨ ✶ ✶✷ ✹✵✳✾✶✷✺a ✶✳✾✾✹✽ ✹✷✳✾✵✼✸a ✵✳✶✻✹✹ ✵✳✵✸✻✺

◆▲❊①♦ ✶ ✶✺ ✹✾✳✾✽✼✹a ✶✳✾✾✹✽ ✺✶✳✾✽✷✶a ✵✳✶✽✹✾ ✵✳✵✹✶✾

◆▲ ✶ ✶✷ ✸✻✳✺✼✻a ✶✳✾✾✹✽ ✸✽✳✺✼✶✵a ✵✳✶✺✹✶ ✵✳✵✸✽✷

❛ ✐♥❞✐❝❛ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✶✪

✶✷✾



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

◆❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✺ s♦♥♦ r✐♣♦rt❛t✐ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡✐ t❡st s✉❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ❱❛❘ ♣❡r ✐❧ ♠❡r❝❛t♦

❛♠❡r✐❝❛♥♦✳ ❈♦♠❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ ✐❧ t❡st ❞✐ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ r✐✜✉t❛ ♣❡r

♦❣♥✐ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ✈✐♦❧❛③✐♦♥✐ ❡✛❡tt✐✈❡ s✐ ❞✐s❝♦st❛ ❞✐ ♠♦❧t♦ ❞❛ q✉❡❧❧❡

♦r✐❣✐♥❛r✐❛♠❡♥t❡ s✉♣♣♦st❡ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱❛❘✳ ▲❡ ♣❡❣❣✐♦r✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ t❡st ❞✐

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❡ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ✈✐♦❧❛③✐♦♥✐ ❡✛❡tt✐✈❡✱ s♦♥♦ ♠♦str❛t❡ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❇❊❑❑ ❡ ❞❛❧ ♠♦✲

❞❡❧❧♦ ❱❆❘❊①♦✳ ■❧ ◗P❙ ❝♦♥❢❡r♠❛ q✉❛♥t♦ ❡♠❡r❣❡ ❞❛❧ t❡st ❞✐ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❡ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ❝♦♠❡

✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡ ❢❛♥♥♦ ✉s♦ ❞❡❧❧❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ♣r❡✲

s❡♥t✐♥♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ r✐s♣❡tt♦ ❛❣❧✐ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐✳ ■♥✜♥❡✱ ❧✬❘▼❙❊ ♠✐♥♦r❡ è ❛ss♦❝✐❛t♦

❛❧ ♠♦❞❡❧♦ ❍❊❆❱❨✳ ■ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❧♦❣❱❆❘❊①♦ ❡ ❧♦❣❱❆❘ ♠♦str❛♥♦ ✉♥

❘▼❙❊ s✐♠✐❧❡ ❡ ♠✐❣❧✐♦r❡ ❞❡❣❧✐ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐✳

■ r✐s✉❧t❛t✐ ♥❡❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✻ s✉❧ ❈❱❛❘ ❝♦♥❢❡r♠❛♥♦ q✉❛♥t♦ ❡♠❡r❣❡ ❞❛❧❧❛ t❛❜❡❧❧❛ ✸✳✺✳ ■

r✐s✉❧t❛t✐ ❝♦♥❢❡r♠❛♥♦ ❧❛ ❜♦♥tà ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ s✉❧ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ♣❡r

q✉❛♥t♦ r✐❣✉❛r❞❛ ✐❧ t❡st ❞✐ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❡ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❡❝❝❡③✐♦♥✐✳ ■ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥ ❧❡ st❛t✐st✐❝❤❡

t❡st ♣✐ù ❣r❛♥❞✐ s♦♥♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❍❊❆❱❨ ❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❱❆❘✳ ❯♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r❡ ❘▼❙❊ ♠✐♥♦r❡

è✱ ✐♥✈❡❝❡✱ ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ❡ ❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦✳ ■❧ ❉❈❈ ❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦

❍❊❆❱❨ ♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✉♥ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ♠❛❣❣✐♦r❡✳

▲✬❛♥❛❧✐s✐ s✉❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ❱❛❘ ❡ ❞❡❧ ❈❱❛❘ ❝♦♥❢❡r♠❛ ❧✬✉t✐❧✐tà✱ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐✱

❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦✱ ♠❡♥tr❡ r✐s✉❧t❛♥♦ ♠♦❞❡st❡ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ❡ ❈❤♦❧❱❆❘✳ ▲❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❧❛ss✐❝✐ ❞❡❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛

s✉❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ s✐ r✐✈❡❧❛♥♦ ❞✐ ♥✉♦✈♦ ❧❡ ♣❡❣❣✐♦r✐ ♥❡❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐✳

✶✸✵



✸✳ ❆♥❛❧✐s✐ ❡♠♣✐r✐❝❛ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐

❚❛❜❡❧❧❛ ✸✳✺✿ ❱❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ❱❛❘✱ ❯❙

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❚❡st P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❛

▼♦❞❡❧❧♦ ❱❛❘
❱✐♦❧❛③✐♦♥✐

♣r❡✈✐st❡

❱✐♦❧❛③✐♦♥✐

❡✛❡tt✐✈❡
LRuc LRind LRcc ◗P❙ ❘▼❙❊

❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ✶ ✸✷ ✶✻✻✳✸✼✼✾a ✶✳✾✾✵✺ ✶✻✽✳✸✻✽✺a ✵✳✺✾✶✾ ✵✳✵✸✹✶

❈❤♦❧❱❆❘ ✶ ✷✼ ✶✷✾✳✾✻✻✵a ✶✳✾✾✵✺ ✶✸✶✳✾✺✻✺a ✵✳✹✾✾✹ ✵✳✵✸✹✼

❱❆❘❊①♦ ✶ ✹✵ ✷✷✾✳✷✸✺✾a ✶✳✾✾✵✺ ✷✸✶✳✷✷✻✺a ✵✳✼✸✾✽ ✵✳✵✸✷✷

❱❆❘ ✶ ✷✽ ✶✸✼✳✵✺✽✸a ✶✳✾✾✵✺ ✶✸✾✳✵✹✽✾a ✵✳✺✶✼✾ ✵✳✵✸✻✶

❧♦❣❱❆❘❊①♦ ✶ ✸✷ ✶✻✻✳✸✼✼✾a ✶✳✾✾✵✺ ✶✻✽✳✸✻✽✺a ✵✳✺✾✶✾ ✵✳✵✹✶✶

❧♦❣❱❆❘ ✶ ✷✹ ✶✵✾✳✷✾✺✾
a ✶✳✾✾✵✺ ✶✶✶✳✷✽✻✹

a
✵✳✹✹✸✾ ✵✳✵✷✼✹✹

❉❈❈ ✶ ✸✶ ✶✺✽✳✾✵✾✹a ✶✳✾✾✵✺ ✶✻✵✳✽✾✾✾a ✵✳✺✼✸✹ ✵✳✵✶✹✹✵

❇❊❑❑ ✶ ✸✹ ✶✽✶✳✺✽✷✷a ✶✳✾✾✵✺ ✶✽✸✳✺✼✷✼a ✵✳✻✷✽✾ ✵✳✸✸✽✸

❍❊❆❱❨ ✶ ✺✷ ✸✸✸✳✶✶✸✼a ✶✳✾✾✵✺ ✸✸✺✳✶✵✹✷a ✵✳✾✻✶✽ ✵✳✵✶✶✽

◆▲❊①♦ ✶ ✸✵ ✶✺✶✳✺✸✷✶a ✶✳✾✾✵✺ ✶✺✸✳✺✷✷✻a ✵✳✺✺✹✾ ✵✳✵✷✼✼

◆▲ ✶ ✷✽ ✶✸✼✳✵✺✽✸a ✶✳✾✾✵✺ ✶✸✾✳✵✹✽✾a ✵✳✺✶✼✾ ✵✳✵✷✸✾

❛ ✐♥❞✐❝❛ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✶✪

❚❛❜❡❧❧❛ ✸✳✻✿ ❱❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ♠♦❞❡❧❧✐ ❈❱❛❘✱ ❯❙

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❚❡st P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❛

▼♦❞❡❧❧♦ ❱❛❘
❱✐♦❧❛③✐♦♥✐

♣r❡✈✐st❡

❱✐♦❧❛③✐♦♥✐

❡✛❡tt✐✈❡
LRuc LRind LRcc ◗P❙ ❘▼❙❊

❈❤♦❧❱❆❘❊①♦ ✶ ✶✻ ✶✺✽✳✾✵✾✹a ✶✳✾✾✵✺ ✶✻✵✳✽✾✾✾a ✵✳✺✼✸✹ ✵✳✵✵✼✹

❈❤♦❧❱❆❘ ✶ ✶✾ ✶✵✾✳✷✾✺✾a ✶✳✾✾✵✺ ✶✶✶✳✷✽✻✹a ✵✳✹✹✸✾ ✵✳✵✵✽✾

❱❆❘❊①♦ ✶ ✷✵ ✷✵✺✳✵✸✺✶a ✶✳✾✾✵✺ ✷✵✼✳✵✷✺✻a ✵✳✻✽✹✸ ✵✳✵✵✼✽

❱❆❘ ✶ ✶✹ ✽✾✳✺✾✼✸a ✶✳✾✾✵✺ ✾✶✳✺✽✼✽a ✵✳✸✽✽✺ ✵✳✵✵✽✼

❧♦❣❱❆❘❊①♦ ✶ ✶✸ ✽✾✳✺✾✼✸a ✶✳✾✾✵✺ ✾✶✳✺✽✼✽a ✵✳✸✽✽✺ ✵✳✵✵✽✸

❧♦❣❱❆❘ ✶ ✶✶ ✽✸✳✷✻✸✹
a ✶✳✾✾✵✺ ✽✺✳✷✺✸✾

a
✵✳✸✼✵✵ ✵✳✵✵✼✽

❉❈❈ ✶ ✷✹ ✶✼✸✳✾✸✻✶a ✶✳✾✾✵✺ ✶✼✺✳✾✷✻✻a ✵✳✻✶✵✹ ✵✳✵✵✾✸

❇❊❑❑ ✶ ✶✺ ✾✷✳✶✸✵✼a ✶✳✾✾✵✺ ✾✹✳✶✷✶✷a ✵✳✹✷✶✻ ✵✳✵✵✽✽

❍❊❆❱❨ ✶ ✹✶ ✷✻✷✳✻✷✺✺a ✶✳✾✾✵✺ ✷✻✹✳✻✶✻a ✵✳✽✶✸✽ ✵✳✵✶✵✺

◆▲❊①♦ ✶ ✶✽ ✶✸✼✳✵✺✽✸a ✶✳✾✾✵✺ ✶✸✾✳✵✹✽✾a ✵✳✺✶✼✾ ✵✳✵✵✼✽

◆▲ ✶ ✶✹ ✶✶✻✳✵✽✷✶a ✶✳✾✾✵✺ ✶✶✽✳✵✼✷✼a ✵✳✹✻✷✺ ✵✳✵✵✼✸

❛ ✐♥❞✐❝❛ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐tà r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧❧✬✶✪

✶✸✶



✶✸✷



✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✐

✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✐

■♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦✱ s♦♥♦ st❛t✐ ❛♥❛❧✐③③❛t✐ ❡ s✈✐❧✉♣♣❛t✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐ ♣❡r ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡

❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✳

■♥ ❛♥❛❧♦❣✐❛ ❛ q✉❛♥t♦ ❢❛tt♦ ❝♦♥ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà r❡❛❧✐③③❛t❛ ❞✐ ✉♥ s✐♥❣♦❧♦ ♠❡r❝❛t♦✱ s✐ è ❝❡r❝❛t♦

❞✐ ❝❛♣✐r❡ ✐❧ r✉♦❧♦ ♣r❡❞✐tt✐✈♦ s✈♦❧t♦ ❞❛❧❧❡ ❣r❛♥❞❡③③❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡✳

❆ ❞✐✛❡r❡♥③❛ ❞✐ q✉❛♥t♦ ✈✐❡♥❡ ❢❛tt♦ ♥❡❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ s✉✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣❡r ❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③✲

③❛t❡✱ ❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥✐ ♣r❡s❡♥t❛t❡ ✐♥ q✉❡st❛ t❡s✐ s♦♥♦ ❜❛s❛t❡ s✉ ❞❛t✐ ♠❡♥s✐❧✐✳

▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ✐♥tr♦❞♦tt❛ ✐♥ q✉❡st❛ t❡s✐ ♣r❡✈❡❞❡ ❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❧❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✱ ♣❡r ❣❛r❛♥t✐r❡ ❝❤❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ s✐❛♥♦ ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■ ❢❛tt♦r✐ ❞✐

❈❤♦❧❡s❦② ✈❡♥❣♦♥♦ ♣♦✐ ♠♦❞❡❧❧❛t✐ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❧✐♥❡❛r❡✱ ❝♦♥ ✉♥ ❱❆❘✱ ❡ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✱

❝♦♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱▲❙❚❆❘✳ ◆❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✈❡♥❣♦♥♦ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡

❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ s❝❡❧t❡ tr❛ ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ♣♦ss✐❜✐❧✐ ♣r❡✈✐s♦r✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛t✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❡ ♥❡

✈✐❡♥❡ ✈❛❧✉t❛t♦ ✐❧ r✉♦❧♦ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐✳ ➮ ✉t✐❧❡ s♦tt♦❧✐♥❡❛r❡ ❝❤❡ t❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❝✐♦ ♥♦♥

❝♦♥s❡♥t❡ ❞✐ ❞❡✜♥✐r❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ str✉tt✉r❛❧❡ ♣❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ♠❛ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐ ✈❛❧✉t❛r♥❡ ❧❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r❡✈✐s✐✈❡✳ P❡r q✉❡st❛ r❛❣✐♦♥❡✱ ✐❧ ❧❛✈♦r♦ s✐ ❝♦♥❝❡♥tr❛ s✉❧❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐

♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡✱ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥♦ s❝❤❡♠❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ❡ ✉t✐❧✐③③❛ s✐❛

♠❡t♦❞✐ ❞✐r❡tt✐ ❝❤❡ ✐♥❞✐r❡tt✐ ❞✐ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐✳

■❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❞✐r❡tt♦ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❝♦♥ q✉❡❧❧❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❡s✐st❡♥t✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❡✈✐✲

❞❡♥③✐❛ ✐❧ ✈❛♥t❛❣❣✐♦ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❡ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱▲❙❚❆❘✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱

♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② è ❡✈✐❞❡♥t❡ ❧❛ s✉♣❡r✐♦r✐tà ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❡ ❈❤♦❧❡s❦②✲

❱▲❙❚❆❘ ❝♦♥ ❡ s❡♥③❛ ❡s♦❣❡♥❡ ♥❡✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❡s✐st❡♥t✐ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❝♦♠❡ ❉❈❈✱

❇❊❑❑ ❡ ❍❊❆❱❨✳ ■❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❝♦♥ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛

❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡✱ ✐♥✈❡❝❡✱ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ❧❛ s✉♣❡r✐♦r✐tà ❞❡❧❧❡ s❝♦♠♣♦s✐✲

③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥❛❧✐ tr❛ ❧❡ ❞✉❡ t❡❝♥✐❝❤❡ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✳ ❆♥❝❤❡ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ✐ ♠❡t♦❞✐ ❞✐r❡tt✐ ❞✐ ✈❛✲

❧✉t❛③✐♦♥❡ ♠♦str❛♥♦ ❧❛ ♠✐❣❧✐♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡③③❛ ❞❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❡

❈❤♦❧❡s❦②✲❱▲❙❚❆❘✳

▲✬✉s♦ ❞✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ s❡♠❜r❛ ♠✐❣❧✐♦r❛r❡ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ q✉❛♥❞♦

s✐ ✉t✐❧✐③③❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧✐♥❡❛r❡✱ ♠❡♥tr❡ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❧❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ s❡♠❜r❛♥♦

❡ss❡r❡ ♣r♦❞♦tt❡ ❞❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱▲❙❚❆❘ s❡♥③❛ ❡s♦❣❡♥❡✱ ♣❡r ❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡

s❡r✐❡✳ ■♥✜♥❡✱ ✐❧ ▼♦❞❡❧ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❙❡t s♦tt♦❧✐♥❡❛ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡

❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ r❡❛❧✐③③❛t❡ ✐♥ ✉♥❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡✳

P❡r ✈❡r✐✜❝❛r❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝♦ ❡ st❛t✐st✐❝♦ ❞❡❧❧❡ str❛t❡❣✐❡ ♣r♦♣♦st❡ ✐♥ q✉❡st❛ t❡s✐✱

✶✸✸



✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✐

s✐ ❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♦tt❡♥✉t✐ ❞❛❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❛✐ ♠♦❞❡❧❧✐

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ ❡ s✐ ❛♥❛❧✐③③❛♥♦ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♥❡❧❧❛ ♣r❡✈✐s✐♦♥❡ ❞❡❧ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦

✭❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❡ ♥♦♥✮✳ ◆❡❧❧♦ s♣❡❝✐✜❝♦✱ s✐ ❝♦♥❢r♦♥t❛♥♦ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ♦tt❡♥✉t✐

♠❡❞✐❛♥t❡ ❞✉❡ t❡❝♥✐❝❤❡ ❞✐ ♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❝♦♥ ❧❛ ●▼❱ ❡ ❧❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧♦ ❙❤❛r♣❡

❘❛t✐♦✳ ❙✉❧❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧❧❡ st❛t✐st✐❝❤❡ ❞❡s❝r✐tt✐✈❡ ❞❡❧❧❡ s❡r✐❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❞✐ t❛❧✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐✱ è

❡✈✐❞❡♥t❡ ❝❤❡✱ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr②✱ ❧❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ s✐❛♥♦

q✉❡❧❧❡ ♦tt❡♥✉t❡ ❞❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱❆❘ ❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡ ♦tt❡♥✉t♦ ❞❛ ✉♥❛ ♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡

●▼❱✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱▲❙❚❆❘ ❝♦♥ ❡s♦❣❡♥❡✱ ♦tt❡♥✉t♦ ❞❛ ✉♥❛ ♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ●▼❱✱

♣r❡s❡♥t❛ ✉♥♦ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦ s✉♣❡r✐♦r❡ ❛ t✉tt✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐✱ ♠❡♥tr❡ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐

r✐s❝❤✐♦ ♠♦str❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛ ❝♦♥ q✉❡❧❧❡ ❞❡❣❧✐ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐✳ ◗✉❛♥❞♦ ✐❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐

♦tt✐♠♦ ❞✐✈❡♥t❛ ❧❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧♦ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❈❤♦❧❡s❦②✲❱▲❙❚❆❘ ❝♦♥

❡s♦❣❡♥❡ r✐❡s❝❡ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛r❡ ♠❡❣❧✐♦ ❞❡❣❧✐ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦✱ ❢❛tt❛ ❡❝❝❡③✐♦♥❡

♣❡r ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❉❈❈✳

◆❡❧ ❞❛t❛s❡t s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ♣r❡s❡♥t❛♥♦

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛ ❝♦♥ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐✱ s✐❛ ✐♥ ✉♥✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ●▼❱ ❝❤❡ ✐♥ ✉♥✬♦tt✐✲

♠✐③③❛③✐♦♥❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✳ ▲❛ ♠❛♥❝❛♥③❛ ❞✐ ✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ✐♥

q✉❡st❛ t❡s✐✱ ♥❡❧ ❞❛t❛s❡t s✉❧ ♠❡r❝❛t♦ ❛♠❡r✐❝❛♥♦✱ ♣✉ò ❡ss❡r❡ r✐❝♦♥❞♦tt❛ ❛❧❧❛ ❞✐✈❡rs✐tà ❞❡✐

r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ ✐♥ q✉❡st♦ ❞❛t❛s❡t✳

P❡r q✉❛♥t♦ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞❡✐ ❞✐✈❡rs✐ ❛♣♣r♦❝❝✐ ❛♥❛❧✐③③❛t✐ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ♥❡❧❧❛

❣❡st✐♦♥❡ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦✱ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ❝❤❡ s❡♠❜r❛♥♦ ♣r❡s❡♥t❛r❡ ❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ s♦♥♦ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐

♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐ ❡ q✉❡❧❧✐ ❞❡r✐✈❛♥t✐ ❞❛ ✉♥❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡✱ ♠❡♥tr❡ r✐s✉❧t❛♥♦ ✐♥ ❧✐♥❡❛ ❝♦♥ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐ r✐s✉❧t❛t✐ r✐❣✉❛r❞❛♥t✐ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐

❧✐♥❡❛r✐✳

◗✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ r✐s✉❧t❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r❡ ❛ q✉❡❧❧♦ ❞✐ ❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝ ❡ ❱♦❡✈ ✭✷✵✶✶✮✱ ❝❤❡

✈✐❡♥❡ ❡st❡s♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧✬✉s♦ ❞✐ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ❡ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦

♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✳ ■♥ ❛❣❣✐✉♥t❛✱ q✉❡st❛ t❡s✐ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t❛ ✉♥✬❡st❡♥s✐♦♥❡ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧✲

t✐✈❛r✐❛t♦ ❞❡✐ ❧❛✈♦r✐ ❞✐ P❛②❡ ✭✷✵✶✷✮✱ ❈❤r✐st✐❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❡ ●❤❛❧❛♥♦s ❡ ❘♦ss✐ ✭✷✵✶✻✮✳

▲✬✉s♦ ❞✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡ ♣❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦✱ r❛♣♣r❡s❡♥t❛

✉♥✬✐♥♥♦✈❛③✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ♥❡❧❧❛ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦✳

❊s✐st♦♥♦ ❛♣♣r♦❝❝✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈✐ ❛ q✉❡❧❧♦ ♣r❡s❡♥t❛t♦ ✐♥ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ♣❡r ♠♦❞❡❧❧❛r❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡✱ ♦❧tr❡ ❛✐ ❝❧❛ss✐❝✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ♣❡r ❧✬❡t❡r♦s❝❤❡❞❛st✐❝✐tà ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛❧❡ ❡ ✐

♠♦❞❡❧❧✐ ❞✐ ✈♦❧❛t✐❧✐tà st♦❝❛st✐❝❛❀ ❞✐ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ✐♥t❡r❡ss❡ r✐s✉❧t❛♥♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ▼■❉❆❙ ❡ ✐❧

❘❡❛❧✐③❡❞ ●❛r❝❤✳ ❘❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡✱ s✐ è ❛ss✐st✐t♦ ❛❧❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ r❡t✐ ♥❡✉r❛❧✐ ♣❡r ❢❛r❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐

✐♥ ❛♠❜✐t♦ ✜♥❛♥③✐❛r✐♦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ❧❡ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮✱ ✐♥tr♦❞♦tt❡ ❞❛

✶✸✹



✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✐

❱❛♣♥✐❦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✉♥❛ t❡❝♥✐❝❛ ♣r♦♠❡tt❡♥t❡ ♣❡r ♣r❡✈❡❞❡r❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✭s✐

✈❡❞❛ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❖✉ ❡ ❲❛♥❣ ✭✷✵✶✵✮ ❡ ▲✐ ✭✷✵✶✹✮✮✳

❙♦♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐ ❞✐✈❡rs❡ ❡st❡♥s✐♦♥✐ ❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❧❛✈♦r♦ ♣❡r ❧❛✈♦r✐ ❞✐ r✐❝❡r❝❛ ❢✉t✉r✐✳ ■♥

♣r✐♠♦ ❧✉♦❣♦ ✐ ❞✉❡ ♥✉♦✈✐ ❛♣♣r♦❝❝✐ s♦♥♦ st❛t✐ ❛♣♣❧✐❝❛t✐ ❛❞ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ❛tt✐✈✐tà ✜♥❛♥③✐❛r✐❡

❝♦♥t❡♥✉t♦✱ ✉♥❛ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❡st❡♥s✐♦♥❡ ❢✉t✉r❛ è ❛♥❛❧✐③③❛r❡ t❛❧✐ ♠♦❞❡❧❧✐ q✉❛♥❞♦ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐

t✐t♦❧✐ è ❡❧❡✈❛t♦✳ ■♥ s❡❝♦♥❞♦ ❧✉♦❣♦✱ ✉♥ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ r✐❝❡r❝❛ ❢✉t✉r♦ ♣♦tr❡❜❜❡ t❡♥❡r❡ ❝♦♥t♦ ❞✐

❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✐ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝❤❡ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐✱ ❝♦♠❡ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦ ❞✐ ❛❧❝✉♥✐ str✉♠❡♥t✐

❞✐ ♣♦❧✐t✐❝❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛✳ ■♥✜♥❡✱ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ r✐❣✉❛r❞❛ s♦❧♦ ❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ✉♥ ♣❛ss♦ ✐♥ ❛✈❛♥t✐✱

✉♥✬❛♥❛❧✐s✐ ♣✐ù ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐t❛ ♣♦tr❡❜❜❡ ❛♥❛❧✐③③❛r❡ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ♣❡r ♣✐ù ♣❛ss✐ ✐♥ ❛✈❛♥t✐✳

✶✸✺



✶✸✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

❘✐❢❡r✐♠❡♥t✐ ❜✐❜❧✐♦❣r❛✜❝✐

❆❞r✐❛♥✱ ❚✳ ❡ ❇r✉♥♥❡r♠❡✐r✱ ▼✳ ❑✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❈♦❱❛❘✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

❆ït−❙❛❤❛❧✐❛✱ ❨✳✱ ▼②❦❧❛♥❞✱ P✳ ❆✳ ❡ ❩❤❛♥❣✱ ▲✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈♦♠♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss

❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✹✿ ✶✻✷✕✶✻✼✳

❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❈✳ ❡ ❈❤✐❜✉♠❜❛✱ ❆✳ ▼✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r ●❆❘❈❍✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡r ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙✉ss❡①✳

❆♠✐❤✉❞✱ ❨✳ ❡ ▼❡♥❞❡❧s♦♥✱ ❍✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❚r❛❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ st♦❝❦ r❡t✉r♥s✿ ❛♥

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✹✷✿ ✺✸✸✕✺✺✸✳

❆♥❞❡rs❡♥✱ ❚✳ ●✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ■♥ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❙②st❡♠s

❙❝✐❡♥❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✳

❆♥❞❡rs❡♥✱ ❚✳ ●✳ ❡ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛rr✐✈❛❧s ❛♥❞

r❡t✉r♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❯♥❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡t✉r♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✺✷✿ ✾✼✺✕✶✵✵✺✳

✖ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❙❦❡♣t✐❝s✿ ❨❡s✱ ❙t❛♥❞❛r❞ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ▼♦❞❡❧s ❉♦ Pr♦✈✐❞❡ ❆❝❝✉r❛t❡

❋♦r❡❝❛sts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✸✾✿ ✽✽✺✕✾✵✺✳

❆♥❞❡rs❡♥✱ ❚✳ ●✳✱ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳✱ ❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳ ❳✳ ❡ ❊❜❡♥s✱ ❍✳ ✭✷✵✵✶❛✮✳ ❚❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ st♦❝❦ r❡t✉r♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✻✶✿ ✹✸✕✼✻✳

❆♥❞❡rs❡♥✱ ❚✳ ●✳✱ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳✱ ❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳ ❳✳ ❡ ▲❛❜②s✱ P✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡

r❡t✉r♥s st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❜② r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛r❡ ✭♥❡❛r❧②✮ ●❛✉ss✐❛♥✳ ▼✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡

❏♦✉r♥❛❧✱ ✹✿ ✶✺✾✕✶✼✾✳

✖ ✭✷✵✵✶❜✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✾✻✿ ✹✷✕✺✺✳

✖ ✭✷✵✵✸✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❱♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✶✿ ✺✼✾✕✻✷✺✳

❆♥❞❡rs❡♥✱ ❚✳ ●✳✱ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳ ❡ ▼❡❞❞❛❤✐✱ ◆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❊r✲

r♦rs✿ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❋♦r❡❝❛st ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❍✐❣❤✲❋r❡q✉❡♥❝② ❉❛t❛ ❛♥❞ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❱♦❧❛t✐❧✐t✐❡s✳

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✸✭✶✮✿ ✷✼✾✕✷✾✻✳

❆♥❞❡rs♦♥✱ ❍✳ ▼✳ ❡ ❱❛❤✐❞✱ ❋✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❡st✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❢♦r ❝♦♠♠♦♥

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✽✹✿ ✶✕✸✻✳

✶✸✼



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

❆♥❞r❡✇s✱ ❉✳ ❲✳ ❑✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❍❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛tr✐① ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✾✿ ✽✶✼✕✽✺✽✳

❆♥❞r❡✇s✱ ❉✳ ❲✳ ❑✳ ❡ ▼♦♥❛❤❛♥✱ ❏✳ ❈✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❆♥ ■♠♣r♦✈❡❞ ❍❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ❛♥❞

❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❈♦♥s✐st❡♥t ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐① ❊st✐♠❛t♦r✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✵✭✹✮✿ ✾✺✸✕✾✻✻✳

❆r❛❣♦♥✱ ●✳ ❖✳ ❡ ❋❡rs♦♥✱ ❲✳ ❊✳ ✭✷✵✵✼✮✳ P♦rt❢♦❧✐♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❚r❡♥❞s ✐♥ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✷✭✷✮✿ ✽✸✕✶✾✵✳

❆rt③♥❡r✱ P✳✱ ❉❡❧❜❛❡♥✱ ❋✳✱ ❊❜❡r✱ ❏✳✲▼✳ ❡ ❍❡❛t❤✱ ❉✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❈♦❤❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢

r✐s❦✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✾✿ ✷✵✸✕✷✷✽✳

❆s❛✐✱ ▼✳✱ ▼❝❆❧❡❡r✱ ▼✳ ❡ ❨✉✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✿ ❆ r❡✈✐❡✇✳

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❘❡✈✐❡✇s✱ ✷✺✿ ✶✹✺✕✶✼✺✳

❆s❣❤❛r✐❛♥✱ ❍✳✱ ❈❤r✐st✐❛♥s❡♥✱ ❈✳ ❡ ❍♦✉✱ ❆✳ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ▼❛❝r♦✲❋✐♥❛♥❝❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥✲

ts ♦❢ t❤❡ ▲♦♥❣✲❘✉♥ ❙t♦❝❦✲❇♦♥❞ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❉❈❈✲▼■❉❆❙ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲♦r❦✐♥❣

♣❛♣❡r✳

❆s❣❤❛r✐❛♥✱ ❍✳✱ ❍♦✉✱ ❆✳ ❏✳ ❡ ❏❛✈❡❞✱ ❋✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝

❱❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❙t♦❝❦ ❘❡t✉r♥ ❱❛r✐❛♥❝❡✿ ❆ ●❆❘❈❍✲▼■❉❆❙ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✸✷✿ ✻✵✵✕✻✶✷✳

❇❛❝❦✱ ❑✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❆ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✷✵✿ ✸✼✶✕✸✾✺✳

❇❛❝♦♥✱ ❉✳ ❲✳ ❡ ❲❛tts✱ ❉✳ ●✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣

str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✺✽✿ ✺✷✺✕✺✸✹✳

❇❛✐✱ ❏✳ ❡ P❡rr♦♥✱ P✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❚❡st✐♥❣ ▲✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧s ❲✐t❤ ▼✉❧t✐♣❧❡

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❈❤❛♥❣❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✻✿ ✹✼✕✼✽✳

✖ ✭✷✵✵✸❛✮✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❈❤❛♥❣❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✽✿ ✶✕✷✷✳

✖ ✭✷✵✵✸❜✮✳ ❈r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t❡sts✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ❏♦✉r♥❛❧✱ ✻✿

✼✷✕✼✽✳

❇❛♥❞✐✱ ❋✳ ▼✳ ❡ ❘✉ss❡❧❧✱ ❏✳ ❘✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛t✐♦♥✱ r❡❛❧✐③❡❞ ❜❡t❛ ❛♥❞ ♠✐✲

❝r♦str✉❝t✉r❡ ♥♦✐s❡✳ ❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡r✱ ●r❛❞✉❛t❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss✱ ❯♥✐✈❡r✐st② ♦❢

❈❤✐❝❛❣♦✳

✶✸✽



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

✖ ✭✷✵✵✼✮✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♥♦✐s❡✱ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞

♣❛♣❡r✱ ●r❛❞✉❛t❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss✱ ❯♥✐✈❡r✐st② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦✳

❇❛r♥❞♦r❢❢✲◆✐❡❧s❡♥✱ ❖✳ ❊✳✱ ❍❛♥s❡♥✱ P✳ ❘✳✱ ▲✉♥❞❡✱ ❆✳ ❡ ❙❤❡♣❤❛r❞✱ ◆✳ ✭✷✵✵✽✮✳

❉❡s✐❣♥✐♥❣ r❡❛❧✐③❡❞ ❦❡r♥❡❧s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡① ♣♦st ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐t② ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ ♥♦✐s❡✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✻✿ ✶✹✽✶✕✶✺✸✻✳

❇❛r♥❞♦r❢❢✲◆✐❡❧s❡♥✱ ❖✳ ❊✳ ❡ ❙❤❡♣❤❛r❞✱ ◆✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧✐s❡❞

✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ✉s❡ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✻✹✿ ✷✺✸✕✷✽✵✳

✖ ✭✷✵✵✹✮✳ P♦✇❡r ❛♥❞ ❇✐♣♦✇❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ❏✉♠♣s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✷✿ ✶✕✸✼✳

❇❛rr✱ ❉✳ ●✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❱❛❧✉❡ ❛t ❘✐s❦✳ ❇❛♥❦ ♦❢ ❊♥❣❧❛♥❞✱ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❈❡♥tr❛❧ ❇❛♥❦✐♥❣ ❙t✉❞✐❡s✳

❇❛r✉♥í❦✱ ❏✳ ❡ ❷❡❝❤✱ ❋✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❖♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r❡❛✲

❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✿ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭●❍❆❘✮ ♠♦❞❡❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❋♦r❡❝❛st✐♥❣✳

❇❛✉❡r✱ ●✳ ❍✳ ❡ ❱♦r❦✐♥❦✱ ❑✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r❡❛❧✐③❡❞ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t

✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✻✵✿ ✾✸✕✶✵✶✳

❇❛✉✇❡♥s✱ ▲✳✱ ❍❛❢♥❡r✱ ❈✳ ❡ ▲❛✉r❡♥t✱ ❙✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ▼♦❞❡❧s ❛♥❞

❚❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲✐❧❡②✳

❇❡❝❦❡r✱ ❘✳✱ ❈❧❡♠❡♥ts✱ ❆✳ ❡ ❖✬◆❡✐❧❧✱ ❘✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆ ❈❤♦❧❡s❦②✲▼■❉❆❙ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r❡✲

❞✐❝t✐♥❣ st♦❝❦ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ●r♦✇t❤ ❛♥❞ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡

❘❡s❡❛r❝❤ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s✳

❇❧❛❝❦✱ ❋✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ◆♦✐s❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✹✶✿ ✺✷✾✕✺✹✸✳

❇❧❛♥❝♦✱ ❈✳ ❡ ■❤❧❡✱ ●✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❍♦✇ ●♦♦❞ ✐s ❨♦✉r ❱❛❘❄ ❯s✐♥❣ ❇❛❝❦t❡st✐♥❣ t♦ ❆ss❡ss

❙②st❡♠ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ◆❡✇s✱ ✶✶✭✽✮✿ ✶✕✷✳

❇♦❧❧❡♥✱ ❇✳ ❊✳ ❡ ■♥❞❡r✱ ❇✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❞❛✐❧② ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts

✉t✐❧✐③✐♥❣ ✐♥tr❛❞❛② ❞❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✾✿ ✺✺✶✕✺✻✷✳

❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✸✶✿ ✸✵✼✕✸✷✼✳

✶✸✾



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

✖ ✭✶✾✾✵✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❤♦rt✲r✉♥ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡s✿ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ♣♣✳ ✹✾✽✕✺✵✺✳

✖ ✭✷✵✵✾✮✳ ●❧♦ss❛r② t♦ ❆❘❈❍ ✭●❆❘❈❍✮✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ❉✉❦❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳✱ ❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳ ❡ ◆❡❧s♦♥✱ ❉✳ ❇✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❍❛♥❜♦♦❦ ♦❢

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❆♠st❡r❞❛♠✳

❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳✱ ❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳ ❡ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ❏✳ ▼✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❆ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ♣♣✳ ✶✶✻✕✶✸✶✳

❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳ ❡ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ❏✳ ▼✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ◗✉❛s✐✲♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❘❡✈✐❡✇s✱

✶✶✿ ✶✹✸✕✶✼✷✳

❇♦♥❛t♦✱ ▼✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❲✐s❤❛rt

❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

❇♦♥❛t♦✱ ▼✳✱ ❈❛♣♦r✐♥✱ ▼✳ ❡ ❘❛♥❛❧❞♦✱ ❆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ r❡❛❧✐③❡❞ ✭❝♦✮✈❛r✐❛♥❝❡s

✇✐t❤ ❛ ❜❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ❲✐s❤❛rt ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡rs✱ ❙✇✐ss ◆❛t✐♦♥❛❧

❇❛♥❦✳

❈❛♠❛❝❤♦✱ ▼✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❱❡❝t♦r s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❯❙ ●❉P ❛♥❞ t❤❡

❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✷✸✿ ✶✼✸✕✶✾✻✳

❈❤❡♥✱ ▲✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼❡❛♥ ❛♥❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❱♦❧❛t✐❧✐t②✿ ❆ ❋♦✉r✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❚❡r♠

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡s ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ Pr✐❝✐♥❣ ♦❢ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ❙❡❝✉r✐t✐❡s✳

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛r❦❡ts✱ ■♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ■♥str✉♠❡♥ts✱ ✺✿ ✶✕✽✽✳

❈❤❡♥✱ ❙✳✱ ❍är❞❧❡✱ ❲✳ ❑✳ ❡ ❏❡♦♥❣✱ ❑✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ✇✐t❤ ❙✉♣♣♦rt

❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡✲❇❛s❡❞ ●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✷✾✿ ✹✵✻✕✹✸✸✳

❈❤r✐st❡♥s❡♥✱ ❇✳ ❡ Pr❛❜❤❛❧❛✱ ◆✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠♣❧✐❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❡❞

✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✼✿ ✶✷✺✕✶✺✵✳

❈❤r✐st✐❛♥s❡♥✱ ❈✳✱ ❙❝❤♠❡❧✐♥❣✱ ▼✳ ❡ ❙❝❤r✐♠♣❢✱ ❆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❧♦♦❦ ❛t

✜♥❛♥❝✐❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱

✷✼✿ ✾✺✻✕✾✼✼✳

❈❤r✐st♦❢❢❡rs❡♥✱ P✳ ❋✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r❡❝❛sts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✸✾✿ ✽✹✶✕✽✻✷✳

✶✹✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

❈❧❛r❦✱ ❚✳ ❊✳ ❡ ❲❡st✱ ❑✳ ❉✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♥♦r♠❛❧ t❡sts ❢♦r ❡q✉❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡

❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ♥❡st❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✸✽✭✶✮✿ ✷✾✶✕✸✶✶✳

❈♦❧❛❝✐t♦✱ ❘✳✱ ❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳ ❡ ●❤②s❡❧s✱ ❊✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❉②♥❛♠✐❝

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✻✹✿ ✹✺✕✺✾✳

❈♦♥r❛❞✱ ❈✳ ❡ ▲♦❝❤✱ ❑✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ ▲♦♥❣✲❚❡r♠ ❙t♦❝❦ ▼❛r❦❡t ❱♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✳

❈♦rs✐✱ ❋✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦♥❣✲♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✼✿ ✶✼✹✕✶✾✻✳

❉❡ P♦♦t❡r✱ ▼✳✱ ▼❛rt❡♥s✱ ▼✳ ❡ ❱❛♥ ❉✐❥❦✱ ❉✳ ✭✷✵✵✽✮✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❉❛✐❧② ❈♦✈❛✲

r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐① ❢♦r ❙&P ✶✵✵ ❙t♦❝❦s ❯s✐♥❣ ■♥tr❛❞❛② ❉❛t❛ ✲ ❇✉t ❲❤✐❝❤ ❋r❡q✉❡♥❝② t♦ ❯s❡❄

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❘❡✈✐❡✇s✱ ✷✼✿ ✶✾✾✕✷✷✾✳

❉❡▼✐❣✉❡❧✱ ❱✳✱ ●❛r❧❛♣♣✐✱ ▲✳ ❡ ❯♣♣❛❧✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❱❡rs✉s ◆❛✐✈❡ ❉✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✿

❍♦✇ ■♥❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡ ✶✲◆ P♦rt❢♦❧✐♦ ❙tr❛t❡❣②❄ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✷✭✺✮✿

✶✾✶✺✕✶✾✺✸✳

❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳ ❳✳ ❡ ▼❛r✐❛♥♦✱ ❘✳ ❙✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✸✿ ✷✺✸✕✷✻✸✳

❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳ ❳✳ ❡ ❨✐❧♠❛③✱ ❑✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❆ss❡t ❘❡t✉r♥ ❛♥❞ ❱♦❧❛t✐❧✐t②

❙♣✐❧❧♦✈❡rs✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ●❧♦❜❛❧ ❊q✉✐t② ▼❛r❦❡ts✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✶✾✿ ✶✺✽✕✶✼✶✳

❊❜❡♥s✱ ❍✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❙t♦❝❦ ■♥❞❡① ❱♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r◆♦✳ ✹✷✵✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❏♦❤♥s ❍♦♣❦✐♥s ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❇❛❧t✐♠♦r❡✳

❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❍❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② ✇✐t❤ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡

❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ ■♥✢❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✵✿ ✾✽✼✕✶✵✵✼✳

✖ ✭✷✵✵✷✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✿ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✵✿ ✸✸✾✕✸✺✵✳

❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳ ❡ ●❛❧❧♦✱ ●✳ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✉s✐♥❣

✐♥tr❛✲❞❛✐❧② ❞❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✸✶✿ ✸✕✷✼✳

❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳✱ ●❤②s❡❧s✱ ❊✳ ❡ ❙♦❤♥✱ ❇✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❖♥ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ❙t♦❝❦

▼❛r❦❡t ❱♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

✶✹✶



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

✖ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙t♦❝❦ ▼❛r❦❡t ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✾✺✿ ✼✼✻✕✼✾✼✳

❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳ ❡ ❑r♦♥❡r✱ ❑✳ ❋✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❆❘❈❍✳

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✶✿ ✶✷✷✕✶✺✵✳

❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳✱ ◆❣✱ ❱✳ ❑✳ ❡ ❘♦t❤s❝❤✐❧❞✱ ▼✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❆ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ❆❘❈❍

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡✿ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r tr❡❛s✉r② ❜✐❧❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✹✺✿

✷✶✸✕✷✸✽✳

❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳ ❡ ❘❛♥❣❡❧✱ ❏✳ ●✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❙♣❧✐♥❡✲●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ▲♦✇✲❋r❡q✉❡♥❝②

❱♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ■ts ●❧♦❜❛❧ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❈❛✉s❡s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✶✿ ✶✶✽✼✕

✶✷✷✷✳

❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳ ❡ ❙❤❡♣♣❛r❞✱ ❑✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❆❘❈❍✳ ❯❈❙❉ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✳

❊♣♣s✱ ❚✳ ❲✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❈♦♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❙t♦❝❦ Pr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❱❡r② ❙❤♦rt ❘✉♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✼✹✿ ✷✾✶✕✷✾✽✳

❋❛♠❛✱ ❊✳ ❡ ❋r❡♥❝❤✱ ❑✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❊①♣❡❝t❡❞ ❘❡t✉r♥s ♦♥ ❙t♦❝❦ ❛♥❞

❇♦♥❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✺✿ ✷✸✕✹✾✳

✖ ✭✶✾✾✸✮✳ ❈♦♠♠♦♥ ❘✐s❦ ❋❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❘❡t✉r♥s ♦♥ ❙t♦❝❦s ❛♥❞ ❇♦♥❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✸✿ ✸✕✺✻✳

❋❧❡♠✐♥❣✱ ❏✳✱ ❑✐r❜②✱ ❈✳ ❡ ❖st❞✐❡❦✱ ❇✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② t✐♠✐♥❣

✉s✐♥❣ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✻✼✿ ✹✼✸✕✺✵✾✳

❋♦r♥❛r✐✱ ❋✳ ❡ ▼❡❧❡✱ ❆✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❙✐❣♥✲ ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧s✿ ❚❤❡♦r②

❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ st♦❝❦ ♠❛r❦❡ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✷✿

✹✾✕✻✺✳

●❤❛❧❛♥♦s✱ ❆✳ ❡ ❘♦ss✐✱ ❊✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❙t♦❝❦ ♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❆

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥✳

●❤②s❡❧s✱ ❊✳✱ ❍❛r✈❡②✱ ❆✳ ❡ ❘❡♥❛✉❧t✱ ❊✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ■♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

♠♦❞❡❧s ✐♥ ✜♥❛♥❝❡✱ ♣♣✳ ✶✶✾✕✶✾✶✳ ❆♠st❡r❞❛♠✿ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✳

●❤②s❡❧s✱ ❊✳✱ ❘✉❜✐❛✱ ❆✳ ❡ ❱❛❧❦❛♥♦✈✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▼✉❧t✐✲P❡r✐♦❞ ❋♦r❡❝❛sts ♦❢ ❱♦❧❛t✐❧✐t②✿

❉✐r❡❝t✱ ■t❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ ▼✐①❡❞✲❉❛t❛ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

✶✹✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

●❤②s❡❧s✱ ❊✳✱ ❙❛♥t❛✲❈❧❛r❛✱ P✳ ❡ ❱❛❧❦❛♥♦✈✱ ❘✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ ▼■❉❆❙ t♦✉❝❤✿ ▼✐①❡❞

❞❛t❛ s❛♠♣❧✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ❯◆❈ ❛♥❞ ❯❈▲❆✳

✖ ✭✷✵✵✻✮✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✿ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♦✉t ♦❢ r❡t✉r♥ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✸✶✿ ✺✾✕✾✺✳

●✐❛❝♦♠✐♥✐✱ ❘✳ ❡ ❲❤✐t❡✱ ❍✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❡sts ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱

✼✹✿ ✶✺✹✺✕✶✺✼✽✳

●✐♦t✱ P✳ ❡ ▲❛✉r❡♥t✱ ❙✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞❛✐❧② ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✉s✐♥❣ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②

❛♥❞ ❆❘❈❍ t②♣❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✶✶✿ ✸✼✾✕✸✾✽✳

●♦❧✉❜✱ ●✳ ❍✳ ❡ ❱❛♥ ▲♦❛♥✱ ❈✳ ❋✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ▼❛tr✐① ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❏♦❤♥s ❍♦♣❦✐♥s

❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

●♦♥③❛❧♦✲❘✐✈❡r❛✱ ●✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❙♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧s✳ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r

❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✸✿ ✻✶✕✼✽✳

●♦✉r✐❡r♦✉①✱ ❈✳ ❙✳✱ ❏❛s✐❛❦✱ ❏✳ ❡ ❙✉❢❛♥❛✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ❲✐s❤❛rt ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡

♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✺✵✿ ✶✻✼✕✶✽✶✳

❍❛❣❡r✉❞✱ ●✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❆ ◆❡✇ ◆♦♥✲▲✐♥❡❛r ●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧✳ P❤✳❉✳ ❚❤❡s✐s✱ ❙t♦❝❦❤♦❧♠ ❙❝❤♦♦❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳

❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝✱ ❘✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ◆♦♥st❛t✐♦♥❛r② ❲✐s❤❛rt ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ▼♦❞❡❧✳ ❲♦r❦✐♥❣

P❛♣❡r✱ ❈♦❋❊✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❑♦♥st❛♥③✳

❍❛❧❜❧❡✐❜✲❈❤✐r✐❛❝✱ ❘✳ ❡ ❱♦❡✈✱ ❱✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

❘❡❛❧✐③❡❞ ❱♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✷✻✿ ✾✷✷✕✾✹✼✳

❍❛♥s❡♥✱ P✳ ❘✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ t❡st ❢♦r s✉♣❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞

❊❝♦♥♦♠✐❝s ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✸✿ ✸✻✺✕✸✽✵✳

❍❛♥s❡♥✱ P✳ ❘✳✱ ❍✉❛♥❣✱ ❩✳ ❡ ❙❤❡❦✱ ❍✳ ❍✳ ✭✷✵✶✶❛✮✳ ❘❡❛❧✐③❡❞ ●❆❘❈❍✿ ❆ ❏♦✐♥t ▼♦❞❡❧

❢♦r ❘❡t✉r♥s ❛♥❞ ❘❡❛❧✐③❡❞ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✷✼✿

✽✼✼✕✾✵✻✳

❍❛♥s❡♥✱ P✳ ❘✳ ❡ ▲✉♥❞❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡r✐st②✳

✶✹✸
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✖ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛② ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t ❞❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✸✿ ✺✷✺✕✺✺✹✳

✖ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈♦♥s✐st❡♥t r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✸✶✭✶✲✷✮✿

✾✼✕✶✷✶✳

❍❛♥s❡♥✱ P✳ ❘✳✱ ▲✉♥❞❡✱ ❆✳ ❡ ◆❛s♦♥✱ ❏✳ ▼✳ ✭✷✵✶✶❜✮✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❙❡t✳

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✾✿ ✹✸✺✕✹✾✼✳

❍❛♥s❡♥✱ P✳ ❘✳✱ ▲✉♥❞❡✱ ❆✳ ❡ ❱♦❡✈✱ ❱✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❇❡t❛ ●❆❘❈❍✿ ❆ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧ ❲✐t❤ ❘❡❛❧✐③❡❞ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❱♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱

✷✾✿ ✼✼✹✕✼✾✾✳

❍❛rr✐s✱ ▲✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❦ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ s❡r✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❛♥❞ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✷✺✿ ✷✾✶✕✸✵✻✳

✖ ✭✶✾✾✶✮✳ ❙t♦❝❦ ♣r✐❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡♥❡ss✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✹✿ ✸✽✾✕✹✶✺✳

❍❛r✈❡②✱ ❆✳✱ ❘✉✐③✱ ❊✳ ❡ ❙❤❡♣❤❛r❞✱ ◆✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✳

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✻✶✿ ✷✹✼✕✷✻✹✳

✖ ✭✶✾✾✻✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❆ss❡t ❘❡t✉r♥s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✹✿ ✹✷✾✕✹✸✹✳

❍❛✉ts❝❤✱ ◆✳✱ ❑②❥✱ ▲✳ ▼✳ ❡ ▼❛❧❡❝✱ P✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❉♦ ❍✐❣❤✲❋r❡q✉❡♥❝② ❉❛t❛ ■♠♣r♦✈❡ ❍✐❣❤

❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P♦rt❢♦❧✐♦ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥s❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✸✵✭✷✮✿ ✷✻✸✕✷✾✵✳

❍❡✐❞❡♥✱ ▼✳ ❉✳ ✭✷✵✶✺✮✳ P✐t❢❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

❍❡st♦♥✱ ❙✳ ▲✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❆ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐♦♥s ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✇✐t❤

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❜♦♥❞ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥❝② ♦♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✻✿ ✸✷✼✕✸✹✸✳

❍♦s❦✐♥❣✱ ❏✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❋♦r♠s ♦❢ t❤❡ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ P♦rt♠❛♥t❡❛✉ ❙t❛t✐st✐❝✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✹✸✳

❍✉❜r✐❝❤✱ ❑✳ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛✱ ❚✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤r❡s❤♦❧❞s ❛♥❞ ❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❱❡❝t♦r

❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❈❘❊❆❚❊❙ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛♣❡r✱ ❆❛r❤✉s ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❏✳ ❉✳ ❏♦❜s♦♥✱ ❇✳ ▼✳ ❑✳ ✭✶✾✽✶✮✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❤❛r♣❡ ❛♥❞

❚r❡②♥♦r ▼❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✸✻✭✹✮✿ ✽✽✾✕✾✵✽✳

✶✹✹
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❏❛❝♦❞✱ ❏✳ ❡ Pr♦tt❡r✱ P✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞

❢♦rst♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ P♦r❜❛❜✐❧✐t②✱ ✷✻✿ ✷✻✼✕✸✵✼✳

❏❡♥s❡♥✱ ▼✳ ❈✳ ✭✶✾✻✽✮✳ ❚❤❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼✉t✉❛❧ ❋✉♥❞s ✐♥ t❤❡ P❡r✐♦❞ ✶✾✹✺✲✶✾✻✹✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✷✸✿ ✸✽✾✕✹✶✻✳

❏✐♥✱ ❳✳ ❡ ▼❛❤❡✉✱ ❏✳ ▼✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❛♥❞ ❘❡t✉r♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✶✿ ✸✸✺✕✸✻✾✳

❑♦❝❦✱ ❆✳ ❇✳ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛✱ ❚✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠♦❞❡❧s✳

❈❘❊❆❚❊❙ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛♣❡r✱ ❆❛r❤✉s ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❑✉❡st❡r✱ ❑✳✱ ▼✐tt♥✐❦✱ ❙✳ ❡ P❛♦❧❡❧❧❛✱ ▼✳ ❙✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❱❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿ ❛

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✹✿ ✺✸✕✽✾✳

❑✉♣✐❡❝✱ P✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✷✿ ✼✸✕✽✹✳

❑②❥✱ ▲✳✱ ❖st❞✐❡❦✱ ❇✳ ❡ ❊♥s♦r✱ ❑✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❉②♥❛♠✐❝

P♦rt❢♦❧✐♦ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳

▲❛✉r❡♥t✱ ❆✳ ❈✳✱ ❑♦❝❦✱ ❆✳ ❇✳ ❡ ▼❡❞❡✐r♦s✱ ▼✳ ❈✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣

♦❢ ▲❛r❣❡ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐❝❡s ❛♥❞ P♦rt❢♦❧✐♦ ❈❤♦✐❝❡✳ ❈❘❊❆❚❊❙ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛♣❡r✱

❆❛r❤✉s ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

▲❛✉r❡♥t✱ ❙✳✱ ❘♦♠❜♦✉ts✱ ❏✳ ❱✳ ❡ ❱✐♦❧❛♥t❡✱ ❋✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❖♥ ▲♦ss ❋✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❘❛♥❦✐♥❣

❋♦r❡❝❛st✐♥❣ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ▼♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱

✶✼✸✭✶✮✿ ✶✕✶✵✳

▲❛✉r❡♥t✱ ❙✳ ❡ ❱✐♦❧❛♥t❡✱ ❋✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❢♦r❡❝❛sts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❲✐❧❡② ■♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ❘❡✈✐❡✇s✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✹✭✶✮✿ ✶✕✶✷✳

▲❡❞♦✐t✱ ❖✳ ❡ ❲♦❧❢✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❘♦❜✉st P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❤❛r♣❡

❘❛t✐♦✳ ■❊❲ ✲ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✸✷✵✱ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✲

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❩✉r✐❝❤✳

▲✐✱ ❨✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❆P❆❘❈❍✲❙❦❡✇✲t ▼♦❞❡❧s ❜② ❲❛✈❡❧❡t ❙✉♣♣♦rt

❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✸✸✭✹✮✿ ✷✺✾✕✷✻✾✳

▲♦♣❡③✱ ❏✳ ❆✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ♠♦❞❡❧s✳ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦

♦❢ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P♦❧✐❝② ❘❡✈✐❡✇✱ ✹✭✸✮✿ ✶✶✾✕✶✷✹✳

✶✹✺



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

▲✉✉❦❦♦♥❡♥✱ ❘✳✱ ❙❛✐❦❦♦♥❡♥✱ P✳ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛✱ ❚✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❚❡st✐♥❣ ▲✐♥❡❛r✐t② ❆❣❛✐♥st

❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✼✺✿ ✹✾✶✕✹✾✾✳

▼❛❤❡✉✱ ❏✳ ▼✳ ❡ ▼❝❈✉r❞②✱ ❚✳ ❍✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❘❡✈✐❡✇

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✽✹✿ ✻✻✽✕✻✽✶✳

▼❛r❦♦✇✐t③✱ ❍✳ ✭✶✾✺✷✮✳ P♦rt❢♦❧✐♦ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✼✿ ✼✼✕✾✶✳

▼❛rt❡♥s✱ ▼✳✱ ❉❡ P♦♦t❡r✱ ▼✳ ❡ ❱❛♥ ❉✐❥❦✱ ❉✳ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋♦r❡❝❛✲

st✐♥❣ ❙&P ✺✵✵ ❱♦❧❛t✐❧✐t②✿ ▲♦♥❣ ▼❡♠♦r②✱ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇r❡❛❦s ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❚✐♥❜❡r❣❡♥

■♥st✐t✉t❡ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡r ◆♦✳ ✵✹✲✵✻✼✴✹✳

▼❝❆❧❡❡r✱ ▼✳ ❡ ▼❡❞❡✐r♦s✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❣✐♠❡ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❍❡t❡r♦❣❡✲

♥❡♦✉s ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧♦♥❣ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱

✶✹✼✿ ✶✵✹✕✶✶✾✳

▼❡❧❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞

r❡t✉r♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✻✿ ✹✹✻✕✹✼✽✳

✖ ✭✷✵✵✽✮✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❙t♦❝❦ ▼❛r❦❡t ❱♦❧❛t✐❧✐t② ✲ ❆ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡ P❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❲♦r❦✐♥❣

P❛♣❡r✳

▼❡♠♠❡❧✱ ❈✳ ✭✷✵✵✸✮✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❤❛r♣❡ ❘❛t✐♦✳ ❋✐♥❛♥❝❡

▲❡tt❡rs✱ ✶✭✶✮✿ ✷✶✕✷✸✳

▼❡rt♦♥✱ ❘✳ ❈✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❖♥ t❤❡ Pr✐❝✐♥❣ ♦❢ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❉❡❜t✿ ❚❤❡ ❘✐s❦ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ■♥t❡r❡st

❘❛t❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✷✾✿ ✹✹✾✕✹✼✵✳

✖ ✭✶✾✽✵✮✳ ❖♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✿ ❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✿ ✸✷✸✕✸✻✶✳

▼✐♥❝❡r✱ ❏✳ ❆✳ ❡ ❩❛r♥♦✇✐t③✱ ❱✳ ✭✶✾✻✾✮✳ ❚❤❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❋♦r❡❝❛sts✳ ■♥ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❋♦r❡❝❛sts ❛♥❞ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s✿ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱

◆❇❊❘ ❈❤❛♣t❡rs✱ ♣♣✳ ✸✕✹✻✳ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ■♥❝✳

◆❛❣❡❧✱ ❙✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❊✈❛♣♦r❛t✐♥❣ ▲✐q✉✐❞✐t②✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞②✱ ✷✺✿ ✷✵✵✺✕✷✵✸✾✳

◆❛s♦♥✱ ❏✳ ❆✳ ❡ ❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳ ❳✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❘❛t❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✽✭✸✲✹✮✿ ✸✶✺✕✸✸✷✳

✶✹✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

◆❡❧s♦♥✱ ❉✳ ❇✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❙t❛t✐♦♥❛r✐t② ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ♠♦❞❡❧✳

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✻✿ ✸✶✽✕✸✸✹✳

◆♦✉r❡❧❞✐♥✱ ❉✳✱ ❙❤❡♣❤❛r❞✱ ◆✳ ❡ ❙❤❡♣♣❛r❞✱ ❑✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②✲

❜❛s❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭❍❊❆❱❨✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✷✼✿ ✾✵✼✕✾✸✸✳

❖♦♠❡♥✱ ❘✳ ❈✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❯s✐♥❣ ❍✐❣❤ ❋r❡q✉❡♥❝② ❙t♦❝❦ ▼❛r❦❡t ■♥❞❡① ❉❛t❛ t♦ ❈❛❧❝✉❧❛t❡✱ ▼♦❞❡❧

& ❋♦r❡❝❛st ❘❡❛❧✐③❡❞ ❘❡t✉r♥ ❱❛r✐❛♥❝❡✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

✖ ✭✷✵✵✺❛✮✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜✐❛s✲❝♦rr❡❝t❡❞ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣

s❝❤❡♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✸✿ ✺✺✺✕✺✼✼✳

✖ ✭✷✵✵✺❜✮✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✹✿ ✷✶✾✕✷✸✼✳

❖✉✱ P✳ ❡ ❲❛♥❣✱ ❍✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❜② ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ ❙✉♣♣♦rt

❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ❇❛s❡❞ ♦♥ ●❆❘❈❍✱ ❊●❆❘❈❍ ❛♥❞ ●❏❘ ▼♦❞❡❧s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❆❙❊❆◆

❙t♦❝❦ ▼❛r❦❡ts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✷✿ ✺✶✕✻✹✳

P❛tt♦♥✱ ❆✳ ❏✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❢♦r❡❝❛st ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦①✐❡s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✻✵✭✶✮✿ ✷✹✻ ✕ ✷✺✻✳

P❛tt♦♥✱ ❆✳ ❏✳ ❡ ❙❤❡♣♣❛r❞✱ ❑✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❋♦r❡❝❛sts✳

❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

P❛②❡✱ ❇✳ ❙✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❉è❥à ✈♦❧✿ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t②

✉s✐♥❣ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✻✿ ✺✷✼✕✺✹✻✳

P✐♥❤❡✐r♦✱ ❏✳ ❈✳ ❡ ❇❛t❡❧s✱ ❉✳ ▼✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❯♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛r✐❛♥❝❡✲

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✻✿ ✷✽✾✕✷✾✻✳

P♦t❡r❜❛✱ ❏✳ ▼✳ ❡ ❙✉♠♠❡rs✱ ▲✳ ❍✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❚❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✼✻✿ ✶✶✹✷✕✶✶✺✶✳

P♦✉r❛❤♠❛❞✐✱ ▼✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❏♦✐♥t ♠❡❛♥✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧

❞❛t❛✿ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✽✻✿ ✻✼✼✕✻✾✵✳

Pr♦tt❡r✱ P✳ ❊✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✿ ❆ ◆❡✇

❆♣♣r♦❛❝❤✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

✶✹✼



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

❘❛❜❡♠❛♥❛♥❥❛r❛✱ ❘✳ ❡ ❩❛❦♦✐❛♥✱ ❏✳ ▼✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧s ❛♥❞

❆s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ❱♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✽✿ ✸✶✕✹✾✳

❘✐❝❤❛r❞s♦♥✱ ▼✳ ❡ ❙t♦❝❦✱ ❏✳ ❍✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❉r❛✇✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥

♠✉❧t✐②❡❛r ❛ss❡t r❡t✉r♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✺✿ ✸✷✸✕✸✹✽✳

❘♦ss✱ ❙✳ ❆✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ❚❤❡ ❛r❜✐tr❛❣❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❚❤❡♦r②✱ ✶✸✿ ✸✹✶✕✸✻✵✳

❙❝❤✇❡rt✱ ❲✳ ●✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❲❤② ❞♦❡s st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❋✐♥❛♥❝❡✱ ✹✹✿ ✶✶✶✺✕✶✶✺✸✳

✖ ✭✶✾✾✵✮✳ ■♥❞❡①❡s ♦❢ ❯✳❙✳ st♦❝❦ ♣r✐❝❡s ❢r♦♠ ✶✽✵✷ t♦ ✶✾✽✼✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss✱ ✻✸✿ ✸✾✾✕✹✷✻✳

❙❤❛r♣❡✱ ❲✳ ❋✳ ✭✶✾✻✹✮✳ ❈❛♣✐t❛❧ ❆ss❡t Pr✐❝❡s✿ ❆ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼❛r❦❡t ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❘✐s❦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✶✾✿ ✹✷✺✕✹✹✷✳

❙❤❡♣❤❛r❞✱ ◆✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❆❘❈❍ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ■♥ ❚✐♠❡

❙❡r✐❡s ▼♦❞❡❧s ✐♥ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❖t❤❡r ❋✐❡❧❞s✳

❙❤❡♣❤❛r❞✱ ◆✳ ❡ ❙❤❡♣♣❛r❞✱ ❑✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❘❡❛❧✐s✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡✿ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐✲

❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛s❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭❍❊❆❱❨✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✷✺✿

✶✾✼✕✷✸✶✳

❙❤✐r②❛❡✈✱ ❆✳ ◆✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❊ss❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❋✐♥❛♥❝❡✿ ❋❛❝ts✱ ▼♦❞❡❧s✱ ❚❤❡♦r②✳ ❲♦r❧❞

❙❝✐❡♥t✐✜❝✳

❙✐❧✈❡♥♥♦✐♥❡♥✱ ❆✳ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛✱ ❚✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧s✳ ❲♦r❦✐♥❣

♣❛♣❡r✳

❙♦✇❡❧❧✱ ❋✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s

♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✺✸✿ ✶✻✺✕✶✽✽✳

❙♣✐♥✉✱ ❋✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❇✉②✲❛♥❞✲❤♦❧❞ ✈❡rs✉s ❝♦♥st❛♥t❧② r❡❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣♦rt❢♦❧✐♦s✿ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆ss❡t ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✶✻✿ ✼✾✕✽✹✳

❙✇❛♥s♦♥✱ ❊✳ ❚✳ ❡ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❏✳ ❈✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❩❡r♦ ▲♦✇❡r

❇♦✉♥❞ ♦♥ ❨✐❡❧❞s ❛♥❞ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❘❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❯✳❑✳ ❛♥❞ ●❡r♠❛♥②✳ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦

♦❢ ❋r❛♥❝✐s❝♦✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s✳

✶✹✽



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

❚❛②❧♦r✱ ❙✳ ❏✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❱♦❧❛t✐❧✐t②✿ ❆ ❘❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t✉❞②✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✹✿ ✶✽✸✕✷✵✹✳

❚❛②❧♦r✱ ❙✳ ❏✳ ❡ ❳✉✱ ❳✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥

❢♦r❡✐❣♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ q✉♦t❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✹✿ ✸✶✼✕✸✹✵✳

❚❡räs✈✐rt❛✱ ❚✳✱ ❚❥ø st❤❡✐♠✱ ❉✳ ❡ ●r❛♥❣❡r✱ ❲✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ◆♦♥❧✐♥❡❛r

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❚❡räs✈✐rt❛✱ ❚✳ ❡ ❨❛♥❣✱ ❨✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦r

s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❘❊❆❚❊❙ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛♣❡r✱

❆❛r❤✉s ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❚❤❡✐❧✱ ❍✳ ❡ ❇♦♦t✱ ❏✳ ❈✳ ●✳ ✭✶✾✻✷✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐❝❛❧ ■♥st✐t✉t❡✱ ✸✵✿ ✶✸✻✕✶✺✷✳

❚s❛②✱ ❘✳ ❙✳ ✭✷✵✵✺❛✮✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s✳ ❲✐❧❡②✳

✖ ✭✷✵✵✺❜✮✳ ❚❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✾✸✿ ✶✶✽✽✕✶✷✵✷✳

❱❛♥ ❞❡r ❲❡✐❞❡✱ ❘✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ●❖✲●❆❘❈❍✿ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ●❆❘❈❍

♠♦❞❡❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✼✿ ✺✹✾✕✺✻✹✳

❱❛♣♥✐❦✱ ❱✳✱ ●♦❧♦✇✐❝❤✱ ❙✳ ❊✳ ❡ ❙♠♦❧❛✱ ❆✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❙✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ◆❡✉r❛❧

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s✱ ✾✿ ✷✽✶✕✷✽✼✳

❲❡❧❝❤✱ ■✳ ❡ ●♦②❛❧✱ ❆✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

❡q✉✐t② ♣r❡♠✐✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✶✭✹✮✿ ✶✹✺✺✕✶✺✵✽✳

❲❡st✱ ❑✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✹✿ ✶✵✻✼✕

✶✵✽✹✳

❲♦❧❞✱ ❙✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ❙♣❧✐♥❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❚❡❝❤♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✻✭✶✮✿ ✶✕✶✶✳

❨❛♥❣✱ ❨✳ ❡ ❚❡räs✈✐rt❛✱ ❚✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▲✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❡sts ❢♦r ✈❡❝t♦r s♠♦♦t❤

tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❈❘❊❆❚❊❙ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛♣❡r✱ ❆❛r❤✉s ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

✶✹✾



❇✐❜❧✐♦❣r❛❢✐❛

❩❡❧❧♥❡r✱ ❆✳ ✭✶✾✻✷✮✳ ❆♥ ❊✣❝✐❡♥t ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❙❡❡♠✐♥❣❧② ❯♥r❡❧❛t❡❞ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s

❛♥❞ ❚❡sts ♦❢ ❆❣❣r❡t✐♦♥ ❇✐❛s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✺✼✭✷✾✽✮✿

✸✹✽✕✸✻✽✳

❩❤❛♥❣✱ ▲✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❈♦✈❛r✐❛t✐♦♥✿ ❊♣♣s ❊✛❡❝t✱ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ◆♦✐s❡✳ ❲♦r❦✐♥❣

♣❛♣❡r✳

❩❤❛♥❣✱ ▲✳✱ ▼②❦❧❛♥❞✱ P✳ ❆✳ ❡ ❆ït−❙❛❤❛❧✐❛✱ ❨✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ t❛❧❡ ♦❢ t✇♦ t✐♠❡ s❝❛❧❡s✿

❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✇✐t❤ ♥♦✐s② ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✶✵✵✿ ✶✸✾✹✕✶✹✶✶✳

❩❤♦✉✱ ❇✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❍✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛ ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐♥ ❢♦r❡✐❣♥✲❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✹✿ ✹✺✕✺✷✳

✶✺✵



❆♣♣❡♥❞✐❝❡

❆

P❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡

■♥ ❣❡♥❡r❛❧❡✱ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ Σ✱ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ n× n✱ ❞❛t❛ ❞❛

Σ =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

an1 an2 · · · ann




è s✐♠♠❡tr✐❝❛ ❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛ ♣❡r ♦❣♥✐ x t❛❧❡ ♣❡r ❝✉✐

xTΣx ≥ 0.

■♥ q✉❡st❛ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✈❡rrà ❝♦♥s✐❞❡r❛t♦ s♦❧♦ ✐❧ ❝❛s♦ ❞✐ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✱ ✐❣♥♦r❛♥✲

❞♦ t✉tt✐ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ❝❛s✐✱ ❞♦✈✉t✐ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥✐ ❧✐♥❡❛r✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❝❛s✉❛❧✐ s♦tt♦st❛♥t✐✳ ●❧✐

❡❧❡♠❡♥t✐ ♥♦♥ r✐♣❡t✉t✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ r❛❝❝❤✐✉s✐ ✐♥ ✉♥ ✈❡tt♦r❡ θ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡

n(n+ 1)/2✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ s❝r✐tt❛ ❝♦♠❡

Σ = L′L ✭❆✳✵✳✶✮

❞♦✈❡ L = L(θ) è ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡ n × n ❛ r❛♥❣♦ ♣✐❡♥♦ ♦tt❡♥✉t❛ ❞❛ ✉♥ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡

n(n+ 1)/2 ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ ♥♦♥ r✐str❡tt✐✳ ◗✉❛❧✉♥q✉❡ Σ ❞❡✜♥✐t❛ ❞❛ ✉♥❛ L ❛ r❛♥❣♦ ♣✐❡♥♦ ❝♦♠❡

✐♥ ✭❆✳✵✳✶✮ è ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✳

❙❝❡❧t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐ ❞✐ L ♣♦rt❛♥♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥✐ ❞✐ Σ✳ ■♥ q✉❡st❛ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡

s♦♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t❡ ❞✉❡ ❝❧❛ss✐ ❞✐ L✿ ✉♥❛ ❜❛s❛t❛ s✉❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞✐ Σ ❡ ✉♥✬❛❧tr❛

❜❛s❛t❛ s✉❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ s♣❡ttr❛❧❡ ❞✐ Σ✳ ▲❛ s❡❣✉❡♥t❡ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ✈✐❡♥❡

✉s❛t❛ ❛ s❝♦♣♦ ❞✐♠♦str❛t✐✈♦

Σ =




25 15 −5

15 18 0

−5 0 11


 ✭❆✳✵✳✷✮

❆✳✶ P❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②

P♦✐❝❤é Σ è ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✱ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❢❛tt♦r✐③③❛t❛ ❝♦♠❡ Σ = L′L✱ ❞♦✈❡ L è ✉♥❛ tr✐❛♥❣♦❧❛r❡

❛❧t❛✳

❯♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❝♦♥ ❧❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② è ❝❤❡ ✐❧ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ♥♦♥

r✐s✉❧t❛ ✉♥✐❝♦✱ ✐♥❢❛tt✐ s❡ L è ✉♥ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② ❞✐ Σ✱ ❛❧❧♦r❛ ❧♦ è ♦❣♥✐ ♠❛tr✐❝❡ ♦tt❡♥✉t❛

✶✺✶



❆♣♣❡♥❞✐❝❡

♠♦❧t✐♣❧✐❝❛♥❞♦ ✉♥ s♦tt♦✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ r✐❣❤❡ ❞✐ L ♣❡r −1✳ ◗✉❡st♦ ❤❛ ✐♠♣❧✐❝❛③✐♦♥✐ s✉❧❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛✲

③✐♦♥❡ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✱ ✐♥ q✉❛♥t♦ 2n ❞✐✛❡r❡♥t✐ θ ♣♦ss♦♥♦ r❛♣♣r❡s❡♥t❛r❡ ❧❛ st❡ss❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ✳

P♦tr❡❜❜❡r♦ s♦r❣❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠✐ ♥❡❧❧✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ♦❜✐❡tt✐✈♦ q✉❛♥❞♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐

s♦❧✉③✐♦♥✐ ❞✐ ♦tt✐♠♦ s♦♥♦ ✈✐❝✐♥❡ ♥❡❧❧♦ s♣❛③✐♦ ❞❡✐ ♣❛r❛♠❡tr✐✳

❯♥ ❛❧tr♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❝♦♥ ❧❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦② è ❧❛ ♠❛♥❝❛♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ r❡❧❛③✐♦♥❡

❞✐r❡tt❛ tr❛ θ ❡ ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ Σ✳ ◗✉❡st♦ r❡♥❞❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛r❡ ❧❡ st✐♠❡ ❞✐ θ ❡ ♦tt❡✲

♥❡r❡ ❣❧✐ ✐♥t❡r✈❛❧❧✐ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛ ♣❡r ❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ ✐♥ Σ ❜❛s❛t❡ s✉❣❧✐ ✐♥t❡r✈❛❧❧✐

❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛ ♣❡r ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ θ✳ ▲✬✉♥✐❝❛ ❡❝❝❡③✐♦♥❡ è ❞❛t❛ ❞❛ | L11 |=
√

| Σ11 |✱ ❝♦sì ❣❧✐
✐♥t❡r✈❛❧❧✐ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛ s✉ | Σ11 | ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ ♦tt❡♥✉t✐ ❞❛❣❧✐ ✐♥t❡r✈❛❧❧✐ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛ s✉
[
L11

]
✱ ❞♦✈❡

[
A
]
ij

❞❡♥♦t❛ ✐❧ ij✲❡s✐♠♦ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❞✐ Σ✳ ▼♦❞✐✜❝❛♥❞♦ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❛

❧❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡ ❧❡ r✐❣❤❡ ❞✐ Σ s✐ ♣♦ss♦♥♦ ❞❡r✐✈❛r❡ ❣❧✐ ✐♥t❡r✈❛❧❧✐ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛ ♣❡r t✉tt❡ ❧❡ ✈❛✲

r✐❛♥③❡ ❜❛s❛t✐ s✉❣❧✐ ✐♥t❡r✈❛❧❧✐ ❞✐ ❝♦♥✜❞❡♥③❛ ♣❡r ❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ L✳ ■❧ ♣✐ù ❣r❛♥❞❡ ✈❛♥t❛❣❣✐♦

❞✐ q✉❡st❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡✱ ♦❧tr❡ ❛❧❧❛ ❣❛r❛♥③✐❛ ❞✐ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞✐ Σ ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ è ❝❤❡ è

❝♦♠♣✉t❛③✐♦♥❛❧♠❡♥t❡ st❛❜✐❧❡ ❡ s❡♠♣❧✐❝❡✳

❆✳✷ P❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛ ❞✐ ✉♥❛ ♠❛tr✐❝❡

◗✉❡st❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ è ❜❛s❛t❛ s✉❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ s♣❡ttr❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡

❝♦✈❛r✐❛♥③❡ Σ✳ P♦✐❝❤é Σ è ❞❡✜♥✐t❛ ♣♦s✐t✐✈❛✱ ❡ss❛ ❤❛ n ❛✉t♦✈❛❧♦r✐ ♣♦s✐t✐✈✐ λ✳ ❙✐❛ U ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

♦rt♦❣♦♥❛❧❡ ❞✐ ❛✉t♦✈❡tt♦r✐ ♦rt♦♥♦r♠❛❧✐ ❞✐ Σ ❡ Λ = diag(λ)✱ s✐ ♣✉ò s❝r✐✈❡r❡

Σ = UΛU ′.

P♦♥❡♥❞♦

L = Λ1/2U ′

♥❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ Σ = L′L✱ ❞♦✈❡ Λ1/2 r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♥
[
Λ1/2

]
ii
=
√[

Λ
]
ii
✱

s✐ ❤❛ ✉♥❛ ❢❛tt♦r✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ Σ ❜❛s❛t❛ s✉❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ s♣❡ttr❛❧❡✳ ▲❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡

❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛ ❞✐ Σ è ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡ log(Σ) = U log(Λ)U ′✱ ❞♦✈❡ log(Λ) = diag
[
log(Λ)

]
✳ Σ ❡

log(Σ) ❝♦♥❞✐✈✐❞♦♥♦ ❣❧✐ st❡ss✐ ❛✉t♦✈❡tt♦r✐✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ log(Σ) ♣✉ò ❛ss✉♠❡r❡ q✉❛❧s✐❛s✐ ✈❛❧♦r❡

♥❡❧❧♦ s♣❛③✐♦ ❞✐ n× n ♠❛tr✐❝✐ s✐♠♠❡tr✐❝❤❡✳

▲❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡st✐t✉✐s❝❡ ✉♥❛ ♠❛♣♣❛t✉r❛ ✉♥♦ ❛ ✉♥♦ tr❛

❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ θ ❞✐ log(Σ) ❡ Σ✱ ♥♦♥ s♦r❣♦♥♦ ♣❡rt❛♥t♦ ✐ ♣r♦❜❧❡♠✐ ❞✐ ✐❞❡♥t✐✜❝❛③✐♦♥❡ r✐s❝♦♥tr❛t✐

♥❡❧❧❛ s❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✳ ■❧ ✈❡tt♦r❡ ❞✐ ♣❛r❛♠❡tr✐ θ✱ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ s✐♠✐❧❡ ❛❧❧❛ ♣❛r❛♠❡✲

tr✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ♥♦♥ ❤❛ ✉♥❛ ❞✐r❡tt❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛③✐♦♥❡ r✐s♣❡tt♦ ❛❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ♦r✐❣✐♥❛❧✐

❞❡❧❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❛♥③❡ ❡ ❝♦✈❛r✐❛♥③❡ Σ✳ P❡r ❞❡✜♥✐r❡ log(Σ) s✐ r✐❝♦rr❡ ❛❧❧✬✉s♦ ❞❡❧❧✬❛❧❣♦r✐t♠♦

❙❝❤✉r✲❋ré❝❤❡t✳

✶✺✷



❆♣♣❡♥❞✐❝❡

❇

❚❡st ❧✐♥❡❛r✐tà ❝♦♥❣✐✉♥t♦

◗✉❛♥❞♦ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱▲❙❚❆❘ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥✬✉♥✐❝❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡✱ s1t = s2t = · · · =
sñt = st✱ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t♦ ✉♥ t❡st ❝♦♥❣✐✉♥t♦ ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà✳ ■❧ t❡st è ✉♥❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③③❛③✐♦♥❡

♥❡❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t♦ ❞❡❧ t❡st ❞✐ ▲✉✉❦❦♦♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮✳

❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❱▲❙❚❆❘ ❛ ❞✉❡ r❡❣✐♠✐

yt = B1zt +GtB2zt + εt. ✭❇✳✵✳✶✮

▲✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛ ❞❡❧ t❡st ❞✐ ❧✐♥❡❛r✐tà è ❞❛t❛ ❞❛ H0 : γj = 0✱ j = 1, . . . , ñ✱ ♣❡r ❝✉✐ Gt ≡
(1/2)/ñ ❡ ❧❛ ✭❇✳✵✳✶✮ s♦♥♦ ❧✐♥❡❛r✐✳ ◗✉❛♥❞♦ è ✈❡r❛ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛✱ ❡♠❡r❣❡ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐

✐❞❡♥t✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♣❛r❛♠❡tr♦ cj ♥❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ tr❛♥s✐③✐♦♥❡ ❡ ❞❡❧❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡

B1 + (1/2)B2✱ ❝❤❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ r✐s♦❧t♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥✬❡s♣❛♥s✐♦♥❡ ❞✐ ❚❛②❧♦r ✐♥t♦r♥♦ ❛ γj = 0✳

▲✬❛♣♣r♦ss✐♠❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❧♦❣✐st✐❝❛ ❝♦♥ ✉♥✬❡s♣❛♥s✐♦♥❡ ❞✐ ❚❛②❧♦r ❞✐ ♣r✐♠♦ ♦r❞✐♥❡

è ❞❛t❛ ❞❛

G(st; γj , cj) = (1/2) + (1/4)γj(st − cj) + rjt

= ajst + bj + rjt
✭❇✳✵✳✷✮

❞♦✈❡ aj = γj/4✱ bj = 1/2 − ajcj ❡ rj è ✐❧ r❡st♦ ❞❡❧❧✬❡s♣❛♥s✐♦♥❡✳ ❙❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Gt ✈✐❡♥❡

s♣❡❝✐✜❝❛t❛ ❝♦♠❡

Gt = diag
{
a1st + b1 + r1t, . . . , añst + bñ + rñt

}

= Ast +B +Rt

✭❇✳✵✳✸✮

❞♦✈❡ A = diag(a1, . . . , añ)✱ B = diag(b1, . . . , bñ) ❡ Rt = diag(r1t, . . . , rñt)✳ yt ♣✉ò ❡ss❡r❡

r✐s❝r✐tt❛ ❝♦♠❡

yt = B1zt + (Ast +B +Rt)B2zt + εt

= (B1 +BB2)zt +AB2ztst +RtB2zt + εt

= Θ0zt +Θ1ztst + ε∗t

✭❇✳✵✳✹✮

❞♦✈❡ Θ0 = B1+B
′
2B✱ Θ1 = B′

2A ❡ ε∗t = RtB2+εt✳ ❙♦tt♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛✱ Θ0 = B1 ❡ Θ1 = 0

❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✭❇✳✵✳✹✮ è ❧✐♥❡❛r❡✱ ❝♦♥ ε∗t = εt✳ ◆❡ s❡❣✉❡ ❝❤❡ ✐❧ t❡st ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭▲▼✮✱

s♦tt♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛✱ è r✐❝❛✈❛t♦ ❞❛❧❧♦ s❝♦r❡

∂ logL(θ̃)

∂Θ1
=

T∑

t=1

ztst(yt − B̃1zt)
′Ω̃−1 = S(Y − ZB̃1)Ω̃

−1, ✭❇✳✵✳✺✮
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❆♣♣❡♥❞✐❝❡

❞♦✈❡

Y =




y′1
✳✳✳

y′T


 , Z =




z′1
✳✳✳

z′T


 , S =




z′1s1
✳✳✳

z′T sT




❡ ❞♦✈❡ B̃1 ❡ Ω̃ ✈❡♥❣♦♥♦ st✐♠❛t✐ ❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✐♥ H0✳ ❙❡ PZ = Z(Z ′Z)−1Z ′ è ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐

♣r♦✐❡③✐♦♥❡ ❞✐ ❩✱ ✐❧ t❡st ▲▼ è s♣❡❝✐✜❝❛t♦ ❝♦♠❡ s❡❣✉❡

LM = tr
{
Ω̃−1(Y − ZB̃1)

′S
[
S′(IT − PZ)S

]−1
S′(Y − ZB̃1)

}
. ✭❇✳✵✳✻✮

❙♦tt♦ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧❧❛✱ ❧❛ st❛t✐st✐❝❛ t❡st s✐ ❞✐str✐❜✉✐s❝❡ ❝♦♠❡ ✉♥❛ χ2 ❝♦♥ ñ(p · ñ+ k) ❣r❛❞✐ ❞✐

❧✐❜❡rtà✳

✶✺✹
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